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prologo 


En la actualidad, mas que en cualquier otro momento, las aplicaciones en ingenieria son con 
frecuencia interdisciplinarias, e implican la interrelation de varias de las ciencias basicas de esa 
tecnologfa (mecanica, quimica, electricidad, etc.)* Por tanto, el ingeniero modemo debe tener un 
conocimiento fundamental en cada una de esas areas. La comprension de cdmo los cuerpos responden 
a la accidn de las cargas o fuerzas aplicadas, el campo de estudio principal de la asignatura 
denominada Resistencia de Mat eh ales, es parte de tal conocimiento. En el diseno de estructuras o 
maquinas, el cabal dominio de la mecanica de los materiales es indispensable. 

La caractenstica principal de la cuarta edicion en ingles de este libro, en comparacion con las 
ediciones anteriores, es que, ademas de las unidades metricas SI*, se incluye el uso de las llamadas 
US, de la expresion U.S . Customary Units (las unidades inglesas usuales en Estados Unidos). Como 
este pais, Estados Unidos de America, no ha adoptado todavia las unidades intemacionales como las 
estandares de uso general, es necesario que sus ingenieros se entrenen en el manejo de esos dos 
sistemas de unidades. En tal edicidn, los problemas a resolver se han dividido casi equitativamente 
en la aplicacion de las unidades SI y US.** 

Esta edicion retiene el plan general y las caractensticas de las ediciones anteriores, asignando la 
mayor consideration al analisis en condiciones elasticas, y ademas, un capitulo dedicado a la res- 
puesta inelastica. La importancia de la flexion en vigas para el diseno estructural, indujo a conservar 
el estudio bastante completo de este tema, que incluye los metodos de energfa, doble integracion, 
area de diagrama de momentos y distribucion de momentos. Sin embargo, puesto que cada uno de 
estos temas se trata por separado, el profesor puede optar facilmente solo por aquellos metodos que 
sean de mayor interes para su curso. 

Otros planteamientos pertinentes a esta edicion incluyen un analisis amplio del esfuerzo piano, 
con una consideracion mayor del esfuerzo cortante maximo absoluto (ECMA); una revision del 


* SI es la abreviatura oficial del Sistema Internacional de Unidades (o Systeme Intemacional d’Unites) 

** (N. del R.) Vease el Prologo de la Edicion Anterior y el Preambulo a la Edicion en Espafiol, en paginas siguientes. 
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capftulo de urdones para explicar mas cabalmente las diferencias entre las uniones atomilladas de 
los tipos de accidn de empuje y de accion de friccion; y una actual izacion de varios conceptos debido 
a los cambios en diversos reglamentos de diseiio. 

ConseiVando en mente los especiales problemas de los estudiantes, se ha procurado, como en las 
ediciones anteriores, explicar los conceptos fundamentales utilizando un lenguaje claro y conciso. 
El numero relativamente grande de problemas ilustrativos tiene por objeto ayudar al estudiante a ce- 
rrar la brecha entre la teona y las aplicaciones. Las ecuaciones o principios que se emplean en la 
resolucion de tales problemas, por lo general se enuncian primero poniendolas entre corchetes; a con- 
tinuacidn los valores numericos se sustituyen en el orden en que los sfmbolos aparecen en la ecuacion. 
Este metodo permite al lector seguir el analisis con mas facilidad. 

Los casi 1000 problemas que se presentan en este texto han sido cuidadosamente seleccionados 
para ilustrar los conceptos fundamentales sin abrumar al estudiante con tediosos c^lculos numericos, 
siempre que ello ha sido posible. La importancia de los diagramas de cuerpo libre en el estudio de 
la resistencia de materiales continua siendo destacada. Los problemas se han dispuesto en su mayoria 
en orden de dificultad, y las respuestas a casi dos tercios de el los acompahan a los enunciados de 
problemas apropiados. 

Se continua con el metodo de numeracion que permite al lector localizar rapidamente cualquier 
referencia. Es decir, todos los artfculos, figuras, ecuaciones, tablas y enunciados de problemas se 
senalan con el numero del capitulo en que aparecen, seguido de la cifra o cifras, con un guion 
interpuesto, que indican su orden o posicion consecutiva. Otra facilidad es que las figuras que co- 
rresponden a problemas se designan con el mis mo numero de estos, al que se antepone la marca P. 

Se agradecen muy sinceramente las valiosas sugerencias y consejos recibidos de colegas en todo 
el mundo. Mencionar aqui a cada uno, originaria una lista demasiado larga, con la posibilidad de 
que hubiese una omision involuntaria. A cada una de esas personas se le ha expresado nuestro 
agradecimiento de modo personal. No obstante, existe una deuda especial de gratitud con Dr. Jean 
Landa Pytel, cuya colaboracion en la preparacion del manuscrito de esta obra es grandemente 
apreciada. 


Andrew Pytel 


prologo de la edicion 
anterior 


Es casi imposible desarrollar correctamente el diseno de estructuras o de maquinas sin un 
profundo dominio de la mecdnica del cuerpo rigido y de la resistencia de los materiales. La 
importancia de estas materias se manifiesta claramente, en los modemos curricula o programas 
de ingenieria, en un estudio cada vez mas amplio de sus conceptos fundamentales y de nuevas 
teorias de mayor complejidad. En esta edicion revisada se pretende explicar tambien con toda 
la claridad posible, compatible con el rigor matematico, la teoria y las aplicaciones mas 
frecuentes de estos conceptos. 

Durante la decada de 1960, la ensenanza de la ingenieria en Estados Unidos de America se fue 
orientando hacia una mayor aplicacion de las matematicas. En algunos casos se llegd incluso a 
reemplazar cursos de resistencia de materiales por otros de mecanica del medio continuo y de teoria 
de la elastieidad. Los lineamientos actuales de la ensenanza de la ingenieria reconocen la importancia 
del diseno en los planes de estudio de esta carrera. Por esta razon, cursos de aplicacion — como la 
Resistencia de Materiales — aparecen de nuevo, practicamente en todos los campos, como elementos 
importantes de la educacion en ingenieria. 

La caracteristica mas notable de esta tercera edicion, comparativamente con las anteriores, es el 
uso del Sistema Internacional de Unidades (SI) en todos los casos. Aunque se atraviesa actualmente 
por un periodo de transition en el que el ingeniero tiene que estar familiarizado aun con los sistemas 
de unidades anteriores, la tendencia mundial de adoption del SI hara que concluya pronto tal periodo. 
Los autores estan de acuerdo con la consideration de que textos basicos como este deben ser escritos 
por completo con las unidades SI. Una vez que se dominan cabalmente los principios en un sistema 
de unidades, no es dificil la extension a otros sistemas. 

Esta edicion mantiene el plan general y las caracteristicas principals de las ediciones anteriores. 
Aunque la mayor parte se dedica al calculo elastico, se anade un amplio estudio sobre el calculo 
plastico, reunido en un capitulo completo, desarrollado de manera que constituya en si mismo un 
conjunto ordenado y coherente, junto con los temas de esiuerzos residuales y analisis al lfmite. 

Es de senalar la modema exposition que se continua realizando del metodo de la doble integration, 
que tanto simplifica el calculo de deformaciones en la vigas. Entre los temas especiales se incluyen 
m£todos de la energia elastica, como el teorema de Castigliano y el del trabajo virtual, que junto 
con los de la doble integracion y del area de momentos, constituyen un completo analisis de las de-i 
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formaciones en el fen6meno de la flexion de vigas. La breve pero cabal introduccidn al metodo de 
la distribucibn de momentos, con la convencion de signos mas modema y que facilita su aplicacion 
prictica, completa el estudio de las estructuras hiperestaticas (o estaticamente indeterminadas) 
sometidas a flexion. Cada uno de estos temas es practicamente independiente de los demas, por lo 
que puede prescindirse de uno o varios de ellos si la duracion del curso es limitada. 

Otras caracteristicas importantes de la obra revisada se refieren a la introduction del concepto de 
flujo de cortante, y al amplio andlisis de los estados de esfuerzo y deformation, destacando la 
aplicacion del cfrculo de Mohr a las deformaciones, a la medicion de estas y al analisis por la roseta 
de deformaciones. En la ultima parte del libo se tratan mas ampliamente las uniones soldadas y 
remachadas, incluyendo las sometidas a cargas excentricas. Ademas, la revision de los reglamentos 
hizo que se actualizara el estudio de la teoria de las columnas. 

Estos temas, asi como los restantes, se han expuesto de manera que pueden liberar al profesor de 
la penosa tarea de las explicaciones exhaustivas. Las distintas teonas se desarrollan segun el 
planteamiento general siguiente: a) relacion entre esfuerzos y deformaciones, b) aplicacibn de las 
condieiones de equilibrio estatico y c) verification de las condiciones de frontera. 

La obra se ha escrito teniendo en cuenta fundamentalmente el punto de vista del estudiante. 
No se han escatimado palabras al explicar un concepto fundamental, pero se ha procurado al 
mismo tiempo evitar excesiva verbosidad, Se ha expuesto con sumo cuidado la signification 
ffsica de los conceptos basicos, asi como las hipotesis y limitaciones en su desarrollo. Los 
resumenes al final de cada capitulo realizan una concisa exposition de los principales temas, lo 
que es muy util en el repaso de la asignatura y, mas adelante, en la aplicacion practica. Las 
reglas de los signos se han simplificado considerando positivas todas aquellas cantidades a las 
que se pueden aplicar expresiones del tipo "ascendente", como hacia arriba, por encima, etc. 
Se aplica signo negativo a las opuestas. 

Numerosos problemas ilustrativos totalmente resueltos muestran en detalle como se utilizan las 
teonas estudiadas. En su resolution, y a la izquierda de la pagina, se indican las formulas o principios, 
y los valores numericos se sustituyen en el mismo orden en que aparecen las magnitudes, lo que 
facilita seguir los diversos pasos sin tener que referirse a otras paginas del texto. 

Los problemas incluidos en esta edicion, que suman casi un miliar, son versiones (en el SI) de 
ejercicios de ediciones anteriores, o bien, completamente nuevos. En todo caso se han escogido 
cuidadosamente con objeto de ilustrar los conceptos fundamentales sin abrumar al estudiante con 
calculos numericos tediosos. Se sigue enfatizando la importancia de los diagramas de cuerpo libre 
en la resolucion de problemas de resistencia de materiales. Los problemas han sido dispuestos 
aproximadamente en orden de dificultad, dando las respuestas a dos tercios de ellos; los restantes 
podran utilizarse para examenes. 

El sistema de numeration adoptado permite localizar rapidamente cualquier dato. Todas las 
designaciones de secciones, figuras, formulas, tablas y problemas estan precedidas del numero del 
capitulo al que pertenecen, y se numeran consecutivamente para cada uno. Las figuras correspon- 
dientes a los problemas propuestos llevan el mismo numero del problema, precedido de la letra P, 
de manera que es mas patente la figura y los datos del problema en cuestion. 

Los autores desean expresar su agradecimiento a todos sus colegas por las valiosas sugerencias 
que generosamente les han formulado. Dar una relacion nominal de todos ellos seria demasiado 
extensa y cabria la posibilidad de una omision involuntaria. Por esa razon hemos preferido manifestar 
nuestra gratitud en forma individual. Sin embargo, se debe especial reconocimiento a Dr. Jean Landa 
por su ayuda en la preparation de esta edicion. Aunque se ha tenido sumo cuidado en corregir las 
erratas, es inevitable que aparezea alguna. Los autores agradecen cualquier informe acerca de 
aquellas y recibiran complacidos todo comentario que los lectores quieran hacerles. 


Ferdinand L. Singer — Andrew Pytel 


preambulo a la 
edicion en espariol 


La presente version de la Cuarta Edicidn en ingles de este texto para la ensenanza de ingenierfa 
bdsica, en lo que corresponde a la Resistencia de Materiales, conserva las notables cualidades 
didicticas de las tres ediciones anteriores. 

Despues del sensible deceso de Ferdinand L. Singer, profesor em£rito de la Universidad de Nueva 
York y autor de textos de mec£nica general y de los materiales, el profesor Andrew Pytel se dio a 
la tarea de elaborar la edicion numero cuatro de la prestigiosa obra, cuya tercera edicion fue escrita 
por el y el profesor Singer. El texto conserva la descripcion cabal y bien fundamentada del estudio 
analftico-prictico de los efectos de esfuerzo y deformation que originan las acciones de carga sobre 
los elementos constitutivos de estructuras y maquinaria, para determinar su resistencia, diseno y 
cons truce ion. Se proporciona asimismo una perspectiva util para las ingenierfas civil y mecanica, y pa- 
ra otras ramas de la ciencia aplicada. 

En la presente version en espariol se incorporan las siguientes caractensticas. 1) En el nuevo 
Capitulo 15 se exponen los temas agregados de Esfuerzo cortante maximo absoluto (ECMA), y de 
Uniones conectadas — Consideration aditional (dichas uni ones son las efectuadas con remaches, o 
con tomillos comunes o de alta resistencia). 2) Se agrega la Bibliografia , que reune las publicaciones 
citadas en el texto, y se indican las paginas de este en las cuales se mencionan. 3) A1 final de la 
section de Simbolos y Abreviaturas se ha incluido un Indice de Tobias , con las mas importantes que 
se utilizan en diversas aplicaciones. 

Consideration principal. La tercera edicion anterior en ingles fue escrita utilizando en el 
desarrollo y en todos los ejemplos y problemas, las unidades modemas del Sistema Intemacional 
(SI). Sin embargo, a pesar de esa ventaja formativa de la education tecnologica, la cuarta edicidn 
en ese idioma (o sea, la actual) presenta como cambio y adicion mis importante, un conjunto de 
ejemplos y problemas en los que se aplican las unidades tOcnicas inglesas usuales aun en Estados 
Unidos de America — las US, o U.S. Customary Units — y que se basan en la libra (fuerza), el pie 
y la pulgada. La justification es que ese pais todavia no ha adoptado, por diversas causas, la 
metrificacion cabal en todas sus actividades tecnicas, industriales y comerciales. 
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Para la ingeniena civil de Estados Unidos de America resulta impractico aun cambiar a las 
unidades mdtricas del SI en todos sus trabajos. Y aunque esti prevista su adopcion, no existe una 
fecha precisa para ello. Por tal mod vo de conveniencia para esa nacidn, se vuel ven a usar las unidades 
inglesas (o US) en muchos textos de ensenanza tecnoldgica y para ingeniena. 

Debido a lo anterior, en la presente version en Castellano se conserva basicamente lo expuesto en 
la 3a. edicion, ya que en los paises de habla espanola no se justifica considerar preponderantemente 
las unidades tdcnicas inglesas. 

En la actual edicidn en espanol se incluye una section preliminar especial titulada Las Unidades 
SI en Ingenieria Civil — Una apreciacion prdctica con las unidades tecnicas e inglesas (elaborada 
por el suscrito), que tiene por objeto facilitar la evaluation, compression y aplicacion de la metrologia 
del SI, asi como su relacidn con las unidades tecnicas metricas (basadas en el kilogramo fuerza, el 
metro y el centimetro)* y con las unidades US. Estas consideraciones facilitaran la ensenanza y la 
comunicacion en la resistencia de materiales, junto con el analisis estructural** y el diseno de 
maquinas, con vistas a la integracidn intemacional futura. 

En estos anos, s61o Estados Unidos de America sigue empleando en gran escala las unidades de 
medida creadas en Inglaterra. Se espera que en anos prdximos y antes del ano 2000, termine esa 
situation, ya que las tecnologias de los demas paises desarrollados del mundo emplean exclusiva- 
mente el SI. 

Para mayor utilidad se agregan en el Ap^ndice B, las caracteristicas y dimensiones en las unidades 
US, de los perfiles de acero estructural que figuran en la 4a.edici6n en ingles de este libro. Esto 
complementa las tablas de materiales metalicos de la anterior version en espanol (la 3a.), que se con- 
servan y estin en las unidades SI y tecnicas metricas. Todas estas adaptaciones y adiciones se estima 
que mantendran vigente la aceptacion de este util texto para la ensenanza y el aprendizaje de la 
Resistencia de Materiales , o mecdnica de los solidos y los elementos basicos de las estructuras, 
materia fundamental para la educacidn en ingeniena en sus diversas ramas; civil, mecanica, aero- 
nautica, espacial, electrica y otras. 

Ing. Francisco Paniagua Bocanegra 
Asesor editorial en educacion tecnologica 
Comunicacion en mecanica de materiales y estructuras 
Miembro de la United States Metric Association (USMA) 


* Este sistema tecnico se uliliza aun en Mexico, en las ingenienas civil y mecanica basicamente. En este pais la metrologia 
del SI es la de curso legal y obligalorio. Por la relacion con Estados Unidos de America en los campos industrial y 
comercial, y en el intercambio educativo, se admite la consideracion de las unidades inglesas US o "libra-pie-pulgada" . 

++ En el libro "Analisis Estructural", de McCormac, que publica tambien esta casa editorial, Harla, se aplica el mismo 
enfoque. 


Las unidades SI 
en ingemeria civil 

Una apreciacion practica con las unidades tecnicas e inglesas* 


1. UNIDADES SI 

Bn el mundo se ha establecido por adopcion general, el sistema metroldgico denominado Sistema 
International de Unidades , que se simboliza universalmente como SI. Fue originado por el Bureau 
International des Poids et Mesures (BIPM), con sede en Paris, Francia, y se difundio en su forma 
mas completa en la norma ISO 1000, emitida por la Organizacion Internacional de Normal izacion. 

Como el original Sistema Metrico Decimal, el SI se funda en las unidades basicas correspondientes 
a las magnitudes fisicas longitud, masa y tiempo, que son el metro (m), el kilogramo (kg) y el segundo 
(s), respectivamente. 

Por aplicacion de la segunda ley mecanica del movimiento: 

F = tna (fuerza = masa x aceleracion) 
se obtiene la unidad SI de fuerza llamada newton (N), como 


1 N = 1 kg • 1 m/s 2 = 1 kg * m/s 2 


En la dinamica, tal definicion de la unidad de fuerza es de la mayor utilidad, y lo mismo sucede 
en fluidodinamica y electrodinamica. En estatica hay que considerar amplia y frecuentemente el peso 
de los cuerpos en estudio, por efecto de la gravedad: 

G = mg 

donde G es peso, m es masa y g es la aceleracion gravitatoria local. 


* Por Francisco Paniagua Bocauegra, I.M.E. Miembro de la U.S. Metric Association (USMA). 
Asesor editorial en ciencias de ingeniena — Comunicacion en mecanica de materiales y estructuras. 
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1.1 Siluacidn del SI en el mundo En las ingenierfas tSrmica y el^ctrica el uso de la unidad SI de 
fuerza, el newton, no tiene mayor dificultad para su comprensidn, pues como ya se indicd, su 
concepto surge de la segunda ley del movimiento (o de la din^mica). A su utilizacidn implicita se le 
aplica forzadamente la divisidn entre "g", para obtener valores de fuerzas en la unidad t£cnica (ST), 
el kilogramo fuerza (kgf). 

Dado que la ciencia y la tecnologia mundiales se comunican exclusivamente con la metrologia SI, es 
indispensable considerar su uso y facilitar su comprension y manejo. En las actividades cientificas, 
tecnicas, industriales y comerciales de los paises desarrollados de Europa y en los de alto adelanto 
econdmico de Asia, no hay dificultad en manejar tales unidades de medida, y sf al tratar de entender y 
aplicar las antiguas unidades tecnicas metricas e inglesas. El SI es el sistema general obligatorio adoptado 
legalmente en todos los paises de America, excepto en Estados Unidos.* 

1.2 Reglas del SI A conti nuacion se presentan las principales unidades del SI que se aplican en 
mecanica de materiales y estructuras. Se indican la magnitud ffsica, el nombre de la unidad y su 
simbolo normal izado o estandar. 


Magnitud fisica 

Unidad 

Simbolo 

longitud 

metro 

m 

masa 

kilogramo 

kg 

tiempo 

segundo 

s 

fuerza 

newton 

N 

momento de fuerza 

newton-metro 

N * m 

esfuerzo (y presion) 

pascal 

Pa 

trabajo (y energia) 

joule 

J 


Los prefijos para multiplos y submiiltiplos de las unidades usuales son como sigue: 


Nombre 

Simbolo 

Valor 

giga 

G 

10 9 

mega 

M 

10 6 

kilo 

k 

10 3 

mili 

m 

10- 3 

micro 

P 

10 -6 

nano 

n 

10 


* En Mexico, el SI esta integrado en el Sistema General de Unidades de Medida, y su aplicacion es obligators segun 
disposition de la Direccion General de Normas, de la Secretana de Comercio y Fomento Industrial. La ensenanza del SI 
es lambicn obligatoria confonne a disposiciones de la Secretana de Education Publica, del Gobierno Federal. 
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Algunas reglas basicas para la aplicacidn del SI son las siguientes: 

1. El simbolo de una unidad que se use debe ser el establecido como estandar, no lleva punto final 
ni se indica plural izacidn. 

Por ejemplo: 1 m y 35 m; 1 MN y 15 MN; 1 N * m y 126 N * m; 1 kN/m 2 y 25 kN/m 2 ; 1 MPa 
y 18 MPa. 

2. Las cantidades numericas con mas de 3 eifras se escriben separandolas en grupos de tres, a un 
lado y otro de la marca decimal (el punto o la coma, segun el pais). Se utilizan sdlo espacios 
pequeiios como separaciones, y nunca comas o puntos. Por ejemplo: 86 698.456 31. Las 
cantidades con sdlo cuatro eifras pueden no separarse, como en el caso de 1586. 

3 . Las unidades derivadas muestran sus sfmbolos combinados por el signo de multiplicacidn (el punto 
semialto: •) o el signo de divisidn (la diagonal: /). Por ejemplo: N * m, kg/s, MN/m 2 , kN/m 3 , 
etc. Debe evitarse que en un denominador se tenga un simbolo de unidad con prefijo. Por ejemplo, 
J/ns no debe utilizarse, sino usar su equivalente, GJ/s. La excepcion es el simbolo de la unidad 
fundamental de masa, el kilogramo (kg). Por ejemplo en m 3 /kg. 

En lo posible, estas recomendaciones se aplican tambien en el uso de las unidades de los sistemas 
tdcnico (ST) e ingles (US). 


2 . UNIDADES ST 

Cuando se creo el sistema metrico gravitacional o sistema tecnico (ST), se defini6 como una de sus 
unidades fundamentales, la de fuerza, adoptandose como tal el peso del kilogramo (unidad de masa) 
en un sitio determinado de la Tierra (al nivel del mar y a 45° de latitud norte). Tal es la definicidn 
de su unidad basica kilogramo fuerza (kgf)* Como para esa localidad estandar se especifica que la 
aceleracion gravitatoria es g = 9.8066 m/s 2 , resulta que (por G = mg): 

1 kgf = 1 kg x 9.8066 m/s 2 = 9.8066 kg * m/s 2 

De manera que, en fiincidn del newton, se tiene: 

1 kgf = 9.8066 N (equivalence exacta a cuatro decimales) 

= 9.81 N (equivalencia con redondeo usual) 

2. 1 "Masa igual a peso " En la practica se capta que el valor de la masa de un cuerpo en kilogramos, 
es numdricamente igual al valor de su peso en kilogramos fuerza, despreciando la variation local de 
la gravedad respecto de la estandar. Por ejemplo, un cuerpo cuya masa es de 100 kg, tiene un peso, 
en el ST, de 


100 kg x g = 100 kgf 

Esto causd la confusion prevaleciente aun de designar a la unidad de fuerza del ST como 
"kilogramo", a secas, y de representarlo por "kg", asi como la costumbre de no considerar 
especificamente al kilogramo (kg), la unidad normal de masa. 
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En la ingeniena civil se trabaja comunmente con los conceptos estaticos de peso de cuerpos y de 
equilibrio de fuerzas. For tal motivo, el ST se adapta muy adecuadamente a esa actividad. (Lo anterior 
se extiende tambien a parte de la ingenieria mecanica). En las determinaciones de pesos y fuerzas se 
habla solo de "kilogramos", sobreentendiendose que se trata de kilogramos fuerza. 

Tal uso se extendio y arraigd firmemente, por lo que se dice que su comprension es inmediata en 
la evaluacion de fuerzas. Se aprecia (o siente) facilmente lo que son fuerzas y pesos en "kilogramos" 
o "toneladas"; esfuerzos y presiones en "kilogramos" por centimetro cuadrado; momentos de fuerza 
en "kilogramos "-metro; etc. Y al considerar una masa, se traduce automaticamente a su expresion 
como "peso", expresado en la uni dad de fuerza del ST. 

2.2 Comprensidn prdctica del ST y el SI La equivalence exacta entre el newton y el kilogramo 
fuerza, como ya se indico, la da la expresion 

1 kgf = 9.8066 N (equi Valencia exacta) 

= 9.81 N (equivalence con redondeo) 

Sin embargo, puede obtenerse una apreciacion facil considerando la equivalence simplificada, 
pero con muy cercana aproximacion , que sigue: 


o bien 


1 kgf « ION (equi Valencia basica prdctica) 

1 N a 0.1 kgf (equivalence basica practica) 


[Para captar el significado de esta equi Valencia puede considerarse que el peso de una persona de 70 
kg de "peso" (mas bien, de masa), vale 70 kgf, o sea 700 N. Asi mismo, el peso de 1 m 3 de agua 
(o sea, una tonelada de este material, 1 000 kg) es 1 000 kgf o 10 000 N.] 

Como es lo normal con las unidades de origen metrico (SI y ST), para simplificar las cantidades 
num^ricas se emplean prefijos que antepuestos al nombre de una unidad modifican su valor en 
multiplos de 10. 

En el caso de la ciencia y la tecnologfa es muy util la ampliation o reduction de las unidades con 
factores de 1 000. Para este objeto, en el SI se tienen — como ya se indico — los prefijfts kilo para 
1 000, y mega para 1 000 000, como es ya bien conocido. Tambien se utiliza el prefijo giga , para el 
multiplo 10 9 . 

De modo que 

1 kN (kilonewton) = 1 000 N 
1 MN (meganewton) = 10 6 N = 1 000 kN 

1 GN (giganewton) = 10 9 N = 1 000 MN 

[Asi, el peso de una tonelada (1 000 kg) de agua, que se senalo es, aproximadamente, de 10 000 N 
— en el SI — en forma equivalente seria de 10 kN.] 


2.3 Conversion prdctica de unidades ST y SI* 


A. Fuerzas. Para la conversidn rapida muy aproximada de datos de fuerzas en ST (en 
kilogramos fuerza) a valores en SI, se aplican las equivalences practicas siguientes: 


La conversion normal se realiza aplicando las equivalencias exactas de la Tabla I. 
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De ST a SI: 

1 kgf a® 10 N (expresion basica) 

100 kgf * 1000 N 

* IkN 

1 000 kgf * 10 kN 

Para la transformation inversa, de SI a ST, se utilizan las equivalencias prdcticas que siguen: 

De SI a ST: 

IN * 0.1 kgf (expresion basica) 

IkN * 100 kgf 
1 MN » 100 000 kgf 

* 10 5 kgf 


B. Esfuerzos (y presiones). En el ST, la unidad de uso comun para esfuerzo (o presion) es el 
kilogranio fuerzci por centime! ro cuadrado (kgf/cm 2 ). Esas magnitudes fisicas corresponden a fuerza 
ejercida sobre una unidad de area, 

En la transformation de esfuerzos (o presiones) en ST a valores en SI, en estos ultimos se considera 
como unidad normal de area el metro cuadrado y no el centimetro cuadrado. La unidad estandar de 
esfuerzo (o presidn) en el SI es demasiado pequena, pues se trata del newton por metro cuadrado 
(N/m 2 ). Esta unidad recibe el nombre especifico de pascal (Pa). Suelen utilizarse mejor sus multiplos: 
kilopascal (kPa), megapascal (MPa) y gigapascal (GPa). 

Las equivalencias practicas son: 

De ST a SI: De SI a ST: 


1 i ni 2 10 N 

1 kgf/cm 2 * ^ ^ 

~ 10 5 N/m 2 
« 100 kN/m 2 


1 kPa « 0.01 kgf/cnv 

1 MPa « 10 kgf/cm 2 
1 GPa « IQ 4 kgf/cm 2 


1 kgf/cm 2 * 100 kPa 


C. Momentos de fuerzci. El efecto de giro de una fuerza se evalua como el producto de la fuerza 
por su distancia a una recta o pun to de referencia. Se denomina momenta de fuerza^ o momento , 
simplemente. En el ST la unidad basica es el kilogranio fuerzci-metro (kgf • m). En el SI es obviamen- 
te, el newton-metro (N • m). 

Las equivalencias practicas son: 

De ST a SI: De SI a ST: 

1 kgf m^lON m 1 N • m - 0. 1 kgf • m 

D. Energia (o trabajo). La energfa se define como la capacidad de efectuar trabajo, y este se 
evalua como el producto de una fuerza y la longitud de su recorrido. En el ST, por tanto, la unidad 
de trabajo es el kilogramofuerza-metro, aparentemente igual a la de momento. Las unidades de esta s 
magnitudes son dimens ionalmente iguales, pero su notion fisica es diferente. La unidad de trabajo 
y energia del ST se denomina mejor kilogrdmetro , y su simbolo es tambien kgf * m. (Para difereneiar- 
la, la unidad de momento se expresa a veces como m • kgf.) 
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En el SI se tiene obviamente tambien que la unidad de trabajo y energia es el newton-metro 
(N * m), pero tiene ademas un nombre especifico: joule , cuyo simbolo es J. 

Las equivalencias prdcticas son tambien some sigue: 

De ST a SI: De SI a ST: 

1 kgf • m * 10 N • m, 1 J * 0. 1 kgf * m 

1 kgf • m » 10 J 

[El trabajo por unidad de tiempo, o potencia, tiene en el ST la unidad basica kilogr^metro por 
segundo, kgf • m/s. En el SI, la unidad basica de potencia es el joule por segundo, J/s, que tiene el 
nombre especifico de watt (W).] 


2.4 Conversidn exacta de unidades ST y SI Para 1& transformation exacta normal de valores en 
ST y SI de las cantidades ffsicas fuerza, esfuerzo (o presion), momento de fuerza y trabajo (o energia) 
se utilizan las equivalencias mostradas en la Tabla I. 


TABLA I Equivalencias exactas entre las unidades ST y SI 

Magnitudes 

De ST a SI 


De SI a ST 

Fuerza 

1 kgf = 

9.8066 N 

1 N 

1 kN 

= 0.10197 kgf 
= 101 .972 kgf 

Esluerzo (y presion) 

1 kgf/cm 2 = 

98.0660 kPa 

1 kPa 

1 MPa 

= 0.010197 kgf/cm 2 
= 10. 1972 kgf/cm 2 

Momento de fuerza 

1 kgf • m = 

9.8066 N • m 

1 N • m 

= 0.10197 kgf • m 


(m • kgf) 

(m-N) 

1 kN-m 

= 101.972 kgf • m 

Trabajo (y energfa) 

1 kgf • m = 

9.8066 J 

1 J 

1 kJ 

= 0.10197 kgf - m 
= 101.972 kgf • m 


3. UNIDADES US 


Estas unidades corresponden al sistema tecnico basado en las unidades gravitacionales inglesas, y 
que es todavia de uso comun en Estados Unidos de America. Reciben en este pais la denomination 
de U. S. Customary Units (es decir, Unidades usuales de Estados Unidos de America). En este trabajo 
sobre las unidades SI las hemos designado abreviadamente como Unidades US. Se emplean aiin en la 
industria, el comercio y la tecnologia. En especial, en la ingenierfa civil y en la ingeniena mecanica, asi 
como en las actividades y education relacionadas con esas disciplinas tecnicas, A las unidades US se las 
conoce tambien como unidades M libra-pie-pulgada" o unidades "pulgada-libra" ( inch-poutid units). 

En el sistema US las unidades usuales de longitud son el pie (ft, de foot) y la pulgada (in. , de 
inch). Las de area son el pie cuadrado (ft 2 ) y la pulgada cuadrada (in. 2 ). Las de volumen son asimismo 
el pie cubico (ft 3 ) y la pulgada cubica (in. 3 ). La equivalencia fundamental aqui es 1 ft = 12 in. 

3.1 Relaciones econdmicas internacionales con Estados Unidos de America Aunque los regla- 
mentos o eddigos de ingeniena civil en ese pais, y otras publicaciones tecnicas como el AISC Manual 
of Steel Construction, presentan casi toda su information en las unidades US, existe ah! una difusion 
del SI impulsada por instituciones educativas, de promocidn de la metrificacion (como la U.S. Metric 
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Association) y de comunicacion international, asf como organismos importantes del gobiemo y un 
buen numero de industrias. 

No obstante, la adopcidn general tardar# todavia en Estados Unidos de America, y su comercio 
exterior influye en la necesidad de que paises mdtricos como Mdxico y Canada (en virtud del Tratado 
de Libre Comercio de America del Norte) tengan que conocer y manejar las unidades US, ademas de las 
SI y las todavia utilizadas ST. 

3.2 Unidades US para fuerza , esfuerzo, momentoy trabajo La unidad para la fuerza es la libra. 
Se simboliza con lb aunque su nombre en ingles es pound L El multiplo usual en ingeniena es el kip , 
que equivale a 1 000 lb. Su nombre es una abreviacion de kilopound, o sea kilolibra. 

Las unidades t6cnicas estadounidenses usuales en ingeniena para esfuerzo (y presion) son: libra 
per pulgada cuadrada (lb/in. 2 ), libra por pie cuadrado (lb/ft 2 ), y sus multiplos: kilolibra por pulgada 
cuadrada (kip/in. 2 ), kilolibra por pie cuadrado (kip/ft 2 ). En la practica se simbolizan frecuentemente 
como psi, psf, ksi, ksf, respectivamente. Estos terminos provienen de las denominaciones en ingles: 
pound per square inch , pound per square foot , kip per square inch , kip per square foot . 

Sus equivalencias (recordando que 1 ft = 12 in.) son: 

1 psi = 144 psf 

1 ksi = 144 ksf 

y obviamente, 

1 ksi = 1 000 psi 
1 ksf = 1 000 psf 

Las unidades US de utilization comun para el momento de fuerza son: libra-pulgada (lb • in.), 
libra-pie (lb * ft), kilolibra-pulgada (kip * in), kilolibra-pie (kip • ft). 

Sus equivalencias son: 

1 lb * ft = 12 lb * in. 1 kip * in. = 1 000 lb * in. 

1 kip * ft = 12 kip - in. 1 kip * ft = 1 000 lb • ft 

La unidad US basica para el trabajo y la energia es la llamada pie-libra (ft * lb). [El orden de los 
nombres de las magnitudes componentes, y de sus simbolos, es el inverso del que se tiene en la uni- 
dad ST: kilogr£metro (kgf • m).] 

[En el caso de la potencia (trabajo por unidad de tiempo), la unidad basica es el pie-libra por 

segundo (ft • lb/s). En el campo de la ingeniena mecanica se desarrollo mas, y es aun de uso extenso 
en Estados Unidos de America, la unidad especial denominada caballo (de horsepower ), que se 
simboliza con hp. Se tiene que 1 hp = 550 ft * lb/s.] 

3.3 Equivalencias de las unidades US con las SI y ST En mecanica de materiaies y analisis de 
estructuras, las unidades US corresponden a las ya descritas del SI y del ST. En la conversion de 
estas unidades no puede aplicarse una equivalencia simplificada de orden practico adecuado, ya que 
las relaciones propias del US, que no son decimales simples, no se prestan para ello. La Tabla II y 
la III presentan las equivalencias exactas entre unidades US y SI, y entre unidades US y ST, 
respectivamente. 
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TABLA II Equivalencias exaclas entre las unidades principales US y SI 
Magnitudes De US a SI De SI a US 


Longitud 1 in. 

lft 


Area 

1 in. 2 

1 fit 2 

Volumen 

1 in. 3 

1 ft 3 

Fuerza 

lib 

1 kip 

Fuerza/longitud 

1 lb/ft 

1 kip/ft 

Esfuerzo (y presidn) 

1 lb/in. 2 

1 lb/ft 2 

1 kip/in. 2 
1 kip/ft 2 

Momento de fuerza 

1 lb • in. 

1 lb • ft 

1 kip • in. 
1 kip • ft 

Trabajo (y energia) 

1 ft • lb 


= 2.54 cm = 2.54 x 10" 2 m 
= 30.48 cm = 0.3048 m 

= 6.4516 cm 2 
= 929.03 cm 2 

= 16.387 cm 3 
= 0.0283 m 3 

= 4.4482 N 
= 4.4482 kN 

= 14.594 N/m 
= 14.594 kN/in 

= 6.8947 kPa 
= 47.880 Pa 
= 6.8947 MPa 
= 47.880 kPa 

= 0.1130 N • m 
= 1.3558 N- m 
= 0.1130 kN • m 
= 1.3558 kN-m 
= 1.3558 J 


1 cm 

= 0.3937 in. 

1 m 

= 3.281 ft 

1 cm 2 

= 0.1550 in. 2 

1 cm 2 

= 10.764 ft 2 

1 cm 3 

= 0.0610 in. 3 

1 m 3 

= 35.336 ft 3 

1 N 

= 0.2248 lb 

1 kN 

= 0.2248 kip 

1 N/m 

= 0.0685 lb/ ft 

lkN/m 

= 0.0685 kip/ft 

1 kPa 

= 0.1450 lb/in. 2 

1 Pa 

= 0.02088 lb/ft 2 

1 MPa 

= 0. 1450 kip/in. 2 

1 kPa 

= 0.02088 kip/ft 2 

1 N-m 

= 8.8495 lb • in. 

1 N • m 

= 0.7376 lb • ft 

lkN-m 

= 8.8495 kip • in. 

1 kN • m 

= 0.7376 kip • ft 

1 J 

= 0.7376 ft • lb 


TABLA III Equivalencias exactas entre las unidades US y ST, de fuerza, esfuerzo 
( y presion), momento y trabajo 


Magnitudes 

De US a ST 



Fuerza 

1 lb 

= 0.4536 kgf 



1 kip 

= 453.6 kgf 


Fuerza/longitud 

1 lb/ft 

= 1.4862 kgf /m 



1 kip/ft 

= 1486.2 kgf/m 


Esfuerzo (y presion) 

1 lb/in. 2 (psi) 

= 0.07031 kgf/cm 2 



1 lb/ft 2 (psf) 

= 4.8825 kgf/m 2 



1 kip/in. 2 (ksi) 

= 70.3081 kgf/cm 2 



1 kip/ft 2 (ksf) 

= 4 882.5 kgf/m 2 


Momento de fuerza 

1 lb * in. 

= 0.01 152 kgf m 

(o bien m • kgf) 


1 lb • ft 

= 0. 13826 kgf • m 

(o bien m • kgf) 


1 kip * in. 

= 11.5216 kgf • m 

(o bien m * kgf) 


1 kip * ft 

= 138.257 kgf • m 

(o bien m • kgf) 

Trabajo (y energia) 

1 ft • lb 

= 0. 13826 kgf • m 



3. Unidades US xxvii 


Como ejemplo de la variaci6n en el valor numerico de propiedades ffsicas, cuando se evaluan en 
los sistemas de unidades en uso actual en la mec£nica de materiales (o de soiidos) y en el analisis de 
estructuras de la tngenierfa civil, se presentan a continuacidn los valores utilizados en la practica, 
de dos magnitudes importantes: el modulo elastico longitudinal (£) y el esfuerzo de cedencia (o 
fluencia plastica) (Fy) del acero estructural A36 (designacion ASTM): 

E = 29 000 ksi = 2. 1 x 10 6 kgf/cm 2 = 206 GPa * 200 GPa 

Fy = 36 000 psi = 2 530 kgf/cm 2 = 248 MPa * 250 MPa 

Los valores aparecen sucesivamente en las unidades US, ST y SI (se incluye un redondeo en el 
ultimo caso). (Esas cantidades figuran en la obra Analisis Estructural , 3a. ed. , de Jack C. McCormac, 
publicada por Harla.) 

3.4 La metrijicacidn en Estados Unidos de America (EUA) En el pais citado se realiza actualmente 
una importante difusion del conocimiento del SI y sus aplicaciones en el uso diario, la educacion, el 
comercio, la industria y la tecnologia. La institucidn denominada U.S. Metric Association (USMA) 
colabora ampliamente con organizaciones que promueven el avance en la metrificacion de EUA, 
como el National Institute of Standards and Technology (NIST), el American National Standards 
Institute (ANSI) y la American Society for Testing and Materials (ASTM). 

La USMA publica bimestralmente su boletin Metric Today y mantiene una comunicacion constante 
con instituciones educativas y del gobiemo de Estados Unidos de America, con las de otros paises 
y — especificamente para el caso de la industria de la construccidn — con el National Institute of 
Building Sciences. La conversion cabal de EUA al uso exclusive de las unidades metricas SI en la 
educacion y en el trabajo tecnico, industrial y comercial se preve para el aho 2000. 
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simbolos y abreviat uras 

— tablas 


A Area 

A area parcial de la seccidn transversal de una viga 

a, b coordenadas del centroide de un area del diagrama de momentos 

b ancho, anchura 

C compresion total en el concreto armado 

c distancia del eje neutro (E.N.) a la fibra mas alejada o extrema 

D , d diimetro 

d peralte efectivo de una viga de concreto 

E m6dulo de elasticidad axial (a tensidn o a compreston) 

e espesor, excentricidad, base de los logaritmos natural es 

/ frecuencia de rotacion (rev/s), esfuerzo calculado (AISC) 

fc estuerzo maximo de compresi6n en el concreto (u hormigdn) armado 

fa esfuerzo de tension en el acero del concreto armado 

F fuerza (en general), esfuerzo admisible (AISC) 

G m6dulo de elasticidad al cortante (modulo de rigidez) 

g aceieracion de la gravedad (9.81 m/s 2 ) 

h altura, peralte efectivo de una viga de concreto armado 

I momento de inercia (o segundo momento) de un area 

/e.n. momento de inercia con respecto al eje neutro (E.N.) 

7 momento de inercia centroidal (respecto de un eje que pase por el c.g.) 

J momento polar de inercia de un area 

J momento polar de inercia centroidal 

j coeficiente de la distancia h en el concreto armado 

K factor de concentracion del esfuerzo 

k constante de un resorte, radio de giro (o de inercia), coeficiente de la distancia h en el 

concreto armado 



XXX SfMBOLOS Y ABREVIATURAS -TABLAS 


L 

L e 

M 

m 

N 

n 

P 

Per 

Pxr, Puv 

9 

P 

Q 

<7 

R 

r 

S 

T 

t 

u,\\w 

V 

v 

W 

w 

X, Y,Z 
x, y, z 
x, y , z 

y 

z 

a 

P, Y 

Y 
A 
5 

8 si 
£ 

Sr, Sv, e 2 
0 

P 

o 

a 

<5e 

a er 

G f 


largo, longitud 

longitud efectiva de una columna 

momento de una fuerza, momento flexionante (o flector) 
masa 

fuerza normal, factor de seguridad 

relacion de modulos elasticos 

fuerza, carga concentrada, tension circunferencial 

carga cntica de una columna 

productos de inercia (o momentos productos) de un area 

potencia 

presion 

momento estatico (o primer momento) de un area 
flujo de cortante 

fuerza resultante, reaccion, radio 

radio, radio de giro (AISC) 

modulo de seccion (o modulo resistente) 

momento torsionante (o torsor), temperatura, tension total en el acero del concreto 
armado 

desviacion tangencial, espesor 
coordenadas rectangulares 
fuerza cortante (vertical) 
velocidad 
peso o carga total 

peso o carga por unidad de longitud 
componentes ortogonales de una fuerza 
coordenadas rectangulares 

coordenadas del centroide o centro de gravedad (c.g.) 
deflexion (ordenada de la elastica) de una viga 
mddulo de seccion (en la nomenclatura europea) 
coeficiente de dilatacion termica longitudinal 
angulos (en general) 

deformacion angular (por cortante) (unitaria), distorsion 
desplazamiento vertical de un apoyo 

deformacion total (alargamiento o acortamiento), deflexion maxima (o flecha) de una 
viga o de una columna 
deformacion (o deflexion), estatica 

deformacion axial (por tension o por compresion) (unitaria) 

componentes de la deformacion axial o normal 

angulo de torsion (total), pendiente de la curva elastica 

radio de curvatura, radio variable, densidad (o masa volumetrica) 

relacion de Poisson 

esfuerzo (en general), esfuerzo axial o normal 
esfuerzo de aplastamiento (o de contacto) 
esfuerzo de compresion 
esfuerzo critico en columnas 
esfuerzo por reflexion 


Simbolos y abreviaturas — Tablas 


CTr 
C h 
G t 

Gx, Gy, G z 
Gyp, a pc 


Xxy 

CD 

C-g- 

DE 

DI 

E.N ; 

FD 

FS 

ME? 

PL 

YP 


esfuerzo radial 

esftierzo de trabajo (o admisible) 

esfuerzo de tension, esftierzo circunferencial (o de aro) 

componentes del esftierzo axial o normal 

esftierzo en el punto de cedencia o fluencia 

esftierzo cortante 

esftierzo cortante en la cara x , paralelo al eje y 
velocidad angular (rad/s) 

(CG) centro de gravedad o centroide 
diametro exterior 
diametro interior 

eje neutro (o lmea neutra, L.N.) de una seccidn 

factor de distribucion 

factor de seguridad 

momento de empotramiento perfecto 

lfmite de proporcionalidad (LP) (proportional limit) 

punto de cedencia (PC) o de fluencia (PF) ( yield point) 


Indice de tablas 


FORMULAS Y FACTORES NUM6RIC0S 


Cargas en vigas — Fdrmulas 

Tabia 6-1 Cargas en vigas en voladizo o mensulas (p. 187) 

Tabla 7-1 Pendiente y deflexion en el extremo libre (p. 229) 

Tabia 6-2 Resumen de vigas cargadas (p. 218) 

Tabla 7-2 Vigas doblemente empotradas con diversos tipos de carga (p. 246) 

Propiedades geom6tricas de ^reas 

Tabla 5-1 Modulos de resistencia de varias formas de seccion transversal (p. 127) 
Tabla A-l Momentos de inercia (p. 505) 

Factores y terminos especiales 

Tabla 13-1 Factores de concentracion de esfuerzo (p. 422) 

Tabla 13-2 Factores de correccidn^ para vigas curvas (p, 460) 

Tabla 8-1 Valores de AafL y GAb/L (p. 256) 
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esfuerzo simple 


1-1 INTRODUCCION 

La resistencia de materiales amplia el estudio de las fuerzas que se inicio en mecanica. 
pero existe una diferencia obvia entre ambas materias. El campo de la mecanica abarca fun- 
damentalmente las relaciones entre las fuerzas que actuan sobre un solido indeformable. La 
estdtica estudia los solidos en equilibrio, mientras que la dindmica estudia los solidos acelera- 
dos, aunque se puede establecer el equilibrio dinamico mediante la introduccion de las fuer- 
zas de inercia. 

En contraste con la mecanica, la resistencia de materiales estudia y establece las rela- 
ciones entre las cargas exteriores aplicadas y sus efectos en el interior de los solidos. Adem&s, 
no supone que los solidos son idealmente indeformables, como en la primera, sino que las 
deformaciones, por pequerias que sean, tienen gran interes. Las propiedades del material de 
que se construye una estructura o una maquina afectan tanto a su eleccion como a su diseno, 
ya que se deben satisfacer las condiciones de resistencia y de rigidez. 

Las diferencias entre la mecanica de los cuerpos rigidos y la resistencia de materiales se 
pueden poner mas de manifiesto con el siguiente ejemplo: La determinacion de la fuerza (fi- 
gura 1-1) que se requiere en el extremo de una palanca para levantar un peso dado es un 



Figura 1-1. La palanca no debe romperse ni curvarse excesivamente. 
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Figura 1-2. Seccidn de exploraci6n a-a a travfes de un s61ido sometido a la accion de 
varias fuerzas. 


simple problema de est&tica. La suma de momentos respecto del punto de apoyo determina 
el valor de P. Esta solution de la est&tica supone que la palanca es lo bastante rigida y lo sufi- 
cientemente fuerte para permitir su funcionamiento. Sin embargo, en resistencia de mate- 
rials se amplia la solucion. Es necesario estudiar la barra en si misma, para estar seguros de 
que ni se romper^ ni sera tan flexible que se doble sin levantar la carga. 

En todo el libro se estudian los principios que rigen estos dos conceptos fundamentales 
de resistencia y rigidez . El primer capitulo comienza con los esfuerzos axiales simples poste- 
riormente se consideran los esfuerzos por torsidn y por flexion y. finalmente, se tratara de la 
combination de estos tres tipos b&sicos de esfuerzos. 

1-2. anAlisis de fuerzas internas 

Consideremos un solido de forma cualquiera en el que actua una serie de fuerzas, como 
se represent a en la figura 1-2. En mec&nica, se determinaria la resultante de las fuerzas apli- 
cadas para averiguar si el solido se encuentra o no en equilibrio. Si la resultante es nula existe 
equilibrio est&tico, condition que, en general, ha de existir en las estructuras. Si la resultante 
no es nula, introduciendo en el sistema exterior las fuerzas de inercia correspondientes, se 
obtiene el equilibrio dinamico. Tales cases se examinar&n posteriormente en el estudio de los 
esfuerzos din&micos. Por el momento, solo consideraremos los casos en que existe equilibrio 
estatico. 

La resistencia de materiales estudia la distribucidn interna de esfuerzos que produce un 
sistema de fuerzas exteriorcs aplicadas. Para ello, se suele hacer un corte ideal en el sblido 
por una seccidn de exploracidn, buscando que fuerzas deben actuar en esta seccidn para 
mantener el equilibrio de cuerpo libre en cada una de las dos partes en que ha quedado divi- 
dido el cuerpo. En general, el sistema de fuerzas internas equivale a una fuerza y un par re- 
sultantes que, por conveniencia, se descomponen segun la normal y la tangente a la seccidn, 
como se muestra en la figura 1-3. 

El origen del sistema de ejes coordenados se considera siempre en el centroide, que es el 
punto de referenda de la seccidn. Aunque todavia no se esta preparado para comprender 
esto, ya se ver& claramente al entrar en materia; en particular, se probar& para las fuerzas 
normales en el prdximo articulo. Si el eje X es normal a la seccidn, esta se denomina superfi- 
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Figura 1-3. Components de los efectos intemos en ia seccion de exploraci6n a-a. 

cie o cara X. La orientaci6n de los ejes Z y Y en el piano de la seccidn se suele elegir de mane- 
ra que coincidan con los ejes principales de inercia de la misma. 

La notaci6n empleada en la figura 1-3 identifica tanto la seccidn de exploracidn como la 
direccidn de las componentes de la fuerza y del momento. El primer subindice indica la cara 
sobre la que actuan las componentes, y el segundo la direccidn de cada una de ellas. Por tan- 
to, P„ es la fuerza que actua sobre la cara X en la direction de Y. 

Cada componente representa un efecto distinto de las fuerzas aplieadas sobre el sdlido, 
en esta seccidn, y recibe un nombre especial, que se indica a continuacidn: 

P*x Fuerza axial. Esta componente corresponde a la accidn de tirar (o de empujar) 
sobre la seccidn. Tirar (o jalar) representa una fuerza de extensidn o traccidn que 
tiende a alargar el sdlido, mientras que empujar representa una fuerza de 
compresidn que tiende a acortarlo. Se representa generalmente por P. 

Px„, Px, Fuerzas cortantes. Son componentes de la resistencia total al deslizamiento de la 
porcion de sdlido a un lado de la seccidn de exploracidn respecto de la otra por- 
cidn. La fuerza cortante total se suele representar por V y sus componentes, V y y 
V„ determinan su direccidn. 

M a Momento torsionante. Esta componente mide la resistencia a la torsidn del sdli- 
do cortsiderado, y se suele representar por T. 

Mty, M„ Momentos flexionantes. Estas componentes miden la resistencia del cuerpo a 
curvarse o flexionarse respecto de los ejes Y o Z, y se suelen expresar, simple- 
mente, por M, y respectivamente. 

De todo lo anterior, se deduce que el efecto interno de un sistema de fuerzas exterior da- 
do depende de la eleccidn y orientacidn de la seccidn de exploracidn. En particular, si las car- 
gas actuan en un piano, que se suele considerar como el piano XY, las seis componentes de la 
figura 1-3 se reducen a tres: La fuerza axial (o P), la fuerza cortante (o V) y el momen- 
to flexionante (o M). En estas condiciones, como se observa en la figura l-4a, estas com- 
ponentes equivalen a una fuerza resultante R. Este hecho demuestra que si la seccidn de 
exploracidn tuviera otra orientacidn, por ejemplo, b-b perpendicular a R, en la figura l-4b, 
el efecto de cortadura en la seccidn se podria anular, con lo que el efecto de tensidn 
alcanzaria un valor m&ximo. 

El fin que persigue la resistencia de materiales es asegurar que las estructuras puedan so- 
portar los m&ximos efectos internos que puedan producirse por cualquier combinacidn de 
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a 




Figura 1-4. (a) Componentes normal y cortante sobre una seccion arbitraria a-a. (b) 
Cuando la seccion de exploracion b-b es perpendicular a la resultante R de las fuer- 
zas aplicadas, solo se producen fuerzas normales. 


cargas. A medida que se avance en el estudio, veremos como no siempre es posible, ni a veces 
conveniente, elegir la seccibn de exploracion de manera que sea perpendicular a la fuerza re- 
sultante; por esta razon, se debe comenzar por analizar los efectos producidos en una seccion 
cualquiera, como a-a de las figuras 1-2 y l-4a y, despues, estudiar como se combinan estos 
efectos para determinar en que seccion como b-b de la figura l-4b, se producen los maximos 
esfuerzos internos. El procedimiento se vera en el Capitulo 9, al tratar de la combinacion de 
esfuerzos. De momento, limitaremos el estudio a aquellas condiciones de carga en las que la 
seccion de m&ximo esfuerzo interno se manifiesta por simple inspection. 


1-3. ESFUERZO SIMPLE 

Uno de los problemas basicos de la ingenieria es seleccionar el material mas apropiado y 
dimensionarlo correctamente, de manera que permita que la estructura o maquina proyecta- 
da trabaje con la mayor eficacia. Para ello, es esencial determinar la resistencia, la rigidez y 
otras propiedades de los materiales. En el Ap6ndice B , la tabla B-l muestra los valores me- 
dios de algunas de las propiedades de los metales mas empleados. 

Consideremos dos barras prismaticas de igual longitud y distinto material, suspendidas 



Figura 1-5. Barras que soportan diferentes cargas m&ximas. 
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de un soporte comun, como se observa en la figura 1-5. Si solamente se sabe que las barras 
pueden soportar las cargas maximas indicadas, no se puede afirmar a priori que material es 
mas resistente. Por supuesto que la barra 2 esta soportando una carga mayor, pero no se 
pueden comparar las resistencias sin establecer una base comun de referenda. En este caso, 
se necesita conocer el area de la seccion transversal de las barras. Supongamos, pues, que la 
barra 1 tiene una seccion de 0.1 cm 2 , y la barra 2 de 10 cm 2 .* Ahora si es posible comparar 
sus resistencias, reduciendo los datos a la capacidad de carga por unidad de area de la seccion 
transversal. En estas condiciones, la resistencia unitaria (por unidad de area) de la barra 1 es 

a x = tpjt = 1000 kgf/cm 2 = 10 000 N/cm 2 
y la correspondiente de la barra 2 es 

= !®99 = 100 kgf/cm 2 = 1000 N/cm 2 


Por lo tanto, el material de la barra 1 es diez veces mas resistente que el de la barra 2. 

La fuerza por unidad de area que soporta un material se suele denominar esfuerzo f en el 
material, y se expresa matematicamente en la forma: 



( 1 - 1 ) 


en donde a es el esfuerzo o fuerza por unidad de area, P es la carga aplicada y A es el area de 
la seccion transversal. Observese que el esfuerzo maximo de tension o compresion tiene lugar 
en una seccion perpendicular a la carga, como se muestra en la figura \Ab. Lo que ocurre 
con el esfuerzo cortante se examinara en el proximo articulo. 

Sin embargo, hasta una expresion tan sencilla como la (1-1) requiere un cuidadoso exa- 
men. Dividiendo la carga entre el area de la seccion no se obtiene el valor del esfuerzo en to- 
dos los puntos de aquella, sino solamente el valor medio del esfuerzo. Una determination 
mas exacta del esfuerzo exige dividir la fuerza diferencial dP entre el elemento de area dife- 
rencial sobre el que actua y escribir: 


dP 



Veamos ahora en que condiciones la expresion a = P/A define exactamente el esfuerzo 
en todos los puntos de la seccion transversal. La situation en la que el esfuerzo es constante o 
uniforme se llama estado de esfuerzo simple . Veremos seguidamente que una distribution 
uniforme de esfuerzos solo puede existir si la resultante de las fuerzas aplicadas pasa por el 
centroide de la seccion considerada.t 

Supongamos que, mediante un corte ideal, aislamos la mitad inferior de una de las 
barras de la figura 1-5. Entonces, como se observa en la figura 1-6, las fuerzas resistentes 
en la seccion y que representan la action de la portion superior suprimida sobre la inferior, 

* N. del S. En este ejemplo, y con fines de comparacion se utilizar& el kilogramo fuerza (kgf) para seftalar su rela- 
tion con la unidad SI, newton (N). Se emplea la equivalencia simplificada de 1 kgf = 10N, en vez de la real de un 
kgf= 9.8N. 

t En este libro, esfuerzo designar& siempre la intensidad de fuerza por unidad de &rea. 

$ Existen algunas excepciones a esta regia debidas al fendmeno de la concentration de esfuerzos (Secc. 13-3), a los 
cambios bruscos en la seccidn transversal y en el entorno de los puntos de aplicacion de las fuerzas (ver mas adelan- 
te). 
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Figure 1-6. Para que pueda existir un esfuerzo uniforme, P debe pasar por el 
centroide C. 

deben equilibrar la carga aplicada P, ya que la parte inferior aislada debe seguir en equilibrio 
como antes de la separacibn. Sea dP una fuerza resistente elemental. Aplicando las dos con- 
diciones de equilibrio piano resulta: 

[2Z «0] p • jdP - jadA 

[2A/, “ 0] Pb - jx dP - fx(a dA) 

Si, como se ha supuesto, la distribution de esfuerzos es uniforme en la secci6n, a es 
constante y sale de la integral en las expresiones anteriores, con lo que se obtiene: 


y por lo tanto 


P = o f dA = oA 


Pb = ( oA)b = ofx dA 


Por consiguiente, eliminando a se obtiene que; 

A 

es decir, la coordenada b del punto C es la misma coordenada x del centroide de la seccibn. 
Tomando momentos respecto del eje X , se obtendria andlogamente que y coincide con la 
coordenada y de C. De aqui se deduce que solo es posible obtener una distribucibn uniforme 
de esfuerzos cuando la fuerza aplicada pasa por el centroide (o centro de gravedad) de la sec- 
cion consider ada. 

No se puede inferir, sin embargo, que si la fuerza es tal que su linea dc accibn pasa por el 
centroide de la seccibn, resulte siempre una distribucibn uniforme de esfuerzos. Por ejemplo, 
la figura 1-7 representa el perfil de una placa de espesor constante con una carga P aplicada 
axialmente. En las secciones b-b y /-/ la distribucibn de esfuerzos es uniforme e ilustra el 
principio seflalado anteriormente; pero en las dem&s secciones indicadas, las tensiones no es- 
t&n uniformemente distribuidas. 

En la seccibn e-e la distribucibn de esfuerzos no puede ser uniforme porque la linea de 
accibn de P no pasa por el centroide de Ja seccibn. Tampoco resulta una distribucibn unifor- 
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Figure 1-7. En las secciones a-a, c-c, d-d y e-e no existe una distribution uniforme 
de esfuerzos. 


me en la secci6n c-c ni en la seccibn d-d, pbrque aunque la linea de accibn de P pasa por el 
centroide de cada seccibn, existen cambios bruscos en sus inmediaciones. En tales zonas, los 
esfuerzos esUtn muy localizados en ciertos puntos, y s61o se pueden determinar mediante la 
teoria matem&tica de la elasticidad o por algunos metodos experimentales como el de la foto- 
elasticidad. Tampoco es uniforme el esfuerzo en la seccion a-a, porque est& muy prbximo al 
punto de aplicacion de la fuerza. A menos que la seccion este a una distancia del extremo de 
la barra igual o mayor que la minima anchura de esta, no se obtiene una distribucion unifor- 
me de esfuerzos*. 

Para tener una idea de por que en las secciones a-a, c-c y d-d no existe un esfuerzo uni- 
forme, imaginemos que la fuerza aplicada P origina una especie de lineas de esfuerzo que ra- 
dian desde su punto de aplicacibn y se distribuyen por todo el solido, como se indica median- 
te las lineas punteadas de la figura. Aunque este concepto no es realmente correcto, muestra 
la existencia de una concentracibn de esfuerzos en cualquier parte en que la geometria del sb- 
lido obstaculice el «libre flujo» de las lineas de esfuerzo. El agrupamiento de estas lineas en 
las proximidades del orificio en la seccibn c-c y en el entrante de la seccibn d-d, lo cual indica 
una concentracion de esfuerzo, contrasta con el fluir suave y m&s uniforme junto al ensancha- 
miento entre e-e y /-/ que se ha suavizado mediante redondeos o filetes de gran radio. 


UNIDADES SI 

En todo lo que sigue se usar& siempre la unidad SI de fuerza, el newton (N). La unidad SI de 
esfuerzo, el newton por metro cuadrado (N/m 2 ), se denomina tambien pascal (Pa). Por 


* Ver S. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory of Elasticity, 2a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1951, p- 33, 
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ejemplo, un esfuerzo de 10 000 N/cm 2 tiene las siguientes equivalencias: 100 N/mm 2 = 
100 x 10 6 N/m 2 = 100MN/m 2 = 100 MPa. Recuerdese que 1 kN = 100 kgf, I MPa = 10 
kgf/cm 2 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

101 . Un tubo de aluminio esta rigidamente sujeto entre una barra de bronce y una de 
acero, segun se muestra en la figura l-8a. Las cargas axiales se aplican en las posiciones indi- 
cadas. Determine el esfuerzo en cada material. 


Aluminio 

Bronce A = 1000 mm2 

A = 700 mm 2 


20 kN- 


-500 mm- 


20 kN 


20 kN 


20 kN 


15 kN 15 kN 


Acero 

A = 800 mm 2 


*• k* Pa, 

15 kN ( 


15 kN 15 kN 


(b) 

Figura 1-8 


■ 10 kN 


-600 mm 4* 700 mm- 

(a) 


3 — 


Solucion: Para calcular el esfuerzo en cada section, debemos determinar primero la carga 
axial en cada una de estas- Los diagramas adecuados de cuerpo libre se muestran en la figura 
l-8b, por la que se determina la carga axial en cada seccion como P b = 20 kN (compresion), 


Pa, 


5 kN (compresion) y P a = 10 KN (tensidn). Los esfuerzos en cada seccion son 


P 

a = _ 


20 kN 


_ 20 x 10 3 N 

700 x 10- 6 m 2 


°aT 


700 mm 2 
= 28.6 x 10 6 N/m 2 = 28.6 MPa 
5 kN _ 5 X 10 3 N 

1000 mm 2 1000 X 10 _6 m 2 
= 5 X 10 6 N/m 2 = 5 MPa 
10 kN 10 X 10 3 N 


o„ - 


ow mm 2 800 X 10" 6 m 2 
= 12.5 X 10 6 N /m 2 = 12.5 MPa 


Resp, 


Resp. 


Resp. 
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Los esfuerzos en el bronce y el aluminio son de compresion, mientras que en el acero se tiene 
tension. 

Notese que ninguna de las longitudes de los tramos ni los materiales de que estan 
hechos, afectan el calculo de los esfuerzos. 

Como puede observarse en este ejemplo, el primer paso al calcular el esfuerzo en un ele- 
mento es determinar la fuerza interna que soporta. Este calculo se realiza mediante el analisis 
de diagramas de cuerpo libre correctos. Observese que en este ejemplo, podria haber sido 
mas facil determinar la carga en el tramo de acero tomando la seccion situada a la derecha de 
la seccion exploratoria en este material. 

102 . Para la armadura mostrada en la figura l-9a, determinar el esfuerzo en los 
miembros AC y BD. El area de la seccion transversal de cada uno es 900 mm 2 . 

Solucion: Las tres hipotesis utilizadas en el analisis elemental de armaduras son como sigue: 

1. Se desprecian los pesos de los miembros. 

2. Todas las uniones son de articulacion ideal. 

3. Todas las cargas externas se aplican directamente en las articulaciones. 

Usando las tres hipotesis anteriores, los elementos de la armadura pueden analizarse co- 
mo miembros de dos fuerzas ; el sistema de fuerzas internas soportado por cada miembro se 




Figura 1-9. 
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reduce a una sola fuerza (de tension o de compresion) que actua a lo largo de la linea central 
del elemento. 

El diagrama de cuerpo libre de la armadura completa se muestra en la figura l-9a. Un 
analisis del equilibrio de este diagrama resulta en los siguientes valores para las reacciones ex- 
ternas; A y = 40 kN, //„ = 60 kN y H x = 0. 

Para determinar la fuerza en AC , se hace pasar un piano de corte que aisle la junta o nu- 
do A (seccion ©, fig. l-9a). El diagrama de cuerpo libre del nudo A se muestra en la figura 
1 -9b. Aqui, AB y AC representan las fuerzas en los miembros AB y AC, respectivamente. 
Notese que ambas barras se han supuesto a tension. Analizando el diagrama de cuerpo libre 
de la figura l-9b, 

[2r = o] 0 4+f/i£ = o 

AB = -\A y = — | (40) = -66.7 kN 
[2* = 0] © AC +\AB = 0 

AC = -\AB = — 5 ( — 66.7) = 53.4 kN 

El signo negativo indica que la fuerza de 66.7 kN en AB es de compresion. La fuerza en AC 
es de 53.4 kN, de tension. 

Para determinar la fuerza en el miembro BD, se pasa un piano de corte que exponga la 
fuerza en BD (seccion (2), figura l-9a). El diagrama de cuerpo libre de la porcion de la arma- 
dura siruada a la izquierda de la seccion (2) se muestra en la figura l-9c. (La porcion a la de- 
recha de la seccion Q) se podria usar tambien.) Las fuerzas en los miembros BD, BE y CE se 
suponen de tension. Para calcular la fuerza BD, eliminamos las fuerzas BE y CE tomando 
una suma de momentos con respecto a su punto de intersection, E, y se escribe 

[1M e = 0] (g) - A v ( 8 ) + 30(4) - BD( 4) - 0 

4BD = —8A y + 120 = -8(40) + 120 = -200 
BD = -66.7 kN 


Asi, la fuerza en BD es de 66.7 kN, de compresion. 
Los esfuerzos en las barras AC y BD son 


o 



= 53.4 kN = 53.4 X IQ 3 N 
900 mm 2 900 X 10 “ 6 m 2 
= 59.3 X 10 6 N/m 2 = 59.3 MPa 
(tension) 

= 66.7 kN _ 66.7 x IQ 3 N 

900 mm 2 900 X 10 6 m 2 

= 74.1 X 10 6 N/m 2 = 74.1 MPa 

(compresion) 


Resp. 


Resp. 


En el analisis de armaduras, el metodo de analizar una sola junta o nudo, como se 
muestra en la figura 1 -9b, se conoce como metodo de nudos. El analisis de una seccion de la 
armadura compuesta de dos o mas nudos, como se muestra en la figura l-9c, se conoce con 
el nombre de metodo de secciones. Debe hacerse hincapie en que la fuerza interna en un 
miembro de una armadura esta dirigida a lo largo de la linea o eje de cada miembro, pues por 
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hipotesis solo son miembros de dos fuerzas. Como se describe en la seccion 1-2, las fuerzas 
internas en un elemento cargado arbitrariamente son mucho mas complicadas que una 
simple fuerza axial. 


PROBLEM AS 

103. Determine el maximo peso W que 
pueden soportar ios cables mostrados en la figura 
P-103. Los esfuerzos en Ios cables AS y AC no 
deben exceder 100 MPa, y 50 MPa, respectiva- 
mente. Las areas transversales de ambos son: 400 
mm 2 para el cable AB y 200 mm 2 para el cable 
AC . 



Resp. W = 33.5 kN 

104 . Calcule, para la armadura de la fig. 
P-104, los esfuerzos producidos en los elementos 
DF , CE y BD. El area transversal de cada ele- 
mento es 1200 mm 2 . Indique la tensidn (T) o bien 
la compresion (C). 


B 



Resp. DF - 188 MPa (C); 
CE = 113 MPa(T); 
BD = 80.1 MPa(C); 


105 . Determine, para la armadura de la fi- 
gura P-105, las areas transversales de las barras 
BE , BF y CF, de modo que los esfuerzos no exce- 
dan de 100 MN/m 2 en tension ni de 80 MN/m 2 
en compresion. Para evitar el peligro de un pan- 
deo, se especifica una tensidn reducida en la 
compresion. 


B 



Resp. A be - 625 mm 2 ; A BF = 427 mm 2 ; 

Ace = 656 mm 2 

106 . Todas las barras de la estructura arti- 
culada de la figura P-106 tienen una seccion de30 
mm por 60 mm. Determine la maxima carga P 
que puede aplicarse sin que los esfuerzos excedan 
a los fijados en el Prob. 105. 

107 . Una columna de hierro fundido (o fun- 
dicion) soporta una carga axial de compresion de 
250 kN. Determinar su diametro interior si el ex- 
terior es de 200 mm y el m&ximo esfuerzo no debe 
exceder de 50 MPa. 
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110. Un tubo de acero se encuentra 
rigidamente sujeto por un perno de aluminio y 
por otro de bronce, tal como se muestra en la fi- 
gura P-110. Las cargas axiales se aplican en los 
puntos indicados. Calcule el maximo valor de P 
que no exceda un esfuerzo de 80 MPa en el alu- 
minio; de 150 MPa en el acero; o de 100 MPa en 
el bronce. 

111. Una barra homogenea AB (de 150 kg) 
soporta una fuerza de 2-kN, como puede verse en 
la figura P-111. La barra esta sostenida por un 


Acero 


Bronce 



108. Calcule el diametro exterior de un ti- 
rante tubular de acero que debe soportar una 
fuerza de tension de 500 kN con un esfuerzo mk- 
ximo de 140 MN/m 2 . Suponga que el espesor de 
las paredes es una decima parte del diametro ex- 
terior. 

Resp. D - 107 mm 


Tirante tubular 
DE = 40 mm 
Dl = 30 mm > 

/TN 


R I 


Figura P-109. 


perno (en B) y un cable (CD) de 10 mm de 
diametro. Determine el esfuerzo ejercido en el 
cable. 


B 







‘ — 450 mm 




109. En la figura P-109 se muestra parte del 
tren de aterrizaje de una avioneta. Determine el 
esfuerzo de compresion en el tornapunta^45 pro- 
ducido al aterrizar por una reaction del terreno R 
= 20 kN. AB forma un angulo de 53. 1 0 con BC. 
BC. 

Resp. o - 65.7 MN/m 2 


4 m 



Figura P-112. 
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112. Calcule el peso del ciiindro mas pesado 
que se puede colocar en la posicion que se indica 
en la figura P-112, sin rebasar un esfuerzo de 50 
MN/m 2 en el cable BC. Desprecie el peso de la 
barra El area transversal del cable BC es 100 
mm 2 . 

113. Una barra homogenea/1# (de 1000 kg 
de masa) pende de dos cables AC y BD , cada uno 
de los cuales tiene un area transversal de 400 
mm 2 , como se observa en la figura P-113. Deter- 
mine la magnitud P, asi como la ubicacion de la 
fuerza adicional maxima que se puede aplicar a la 
barra. Los esfuerzos en los cables AC y BD 
tienen un limite de 100 MPa y 50 MPa, respecti- 
vamente. 

Resp. P = 50.2 kN; x = 0.602 m 


14. ESFUERZO CORTANTE 

El esfuerzo cortante (o de cizallamiento), a diferencia del axial (o de tension o de 
compresion), es producido por fuerzas que aetuan paralelamente al piano que las resiste, 
mientras que los de tension o de compresion lo son por fuerzas normales al piano sobre el 
que aetuan. Por esta razon, los esfuerzos de tension y de compresion se llaman tambien es- 
fuerzos normales , mientras que el esfuerzo cortante puede denominarse esfuerzo tangencial. 

Aparecen esfuerzos cortantes siempre que las fuerzas aplicadas obliguen a que una sec- 
cion del solido tienda a deslizar sobre la seccion adyacente. En la figura 1-10 se muestran va- 
rios ejemplos. En (a) el remache resiste el corte a traves de su seccion central, mientras que en 
la articulation representada en (b) el pasador lo resiste a traves de dos secciones; el caso (a) 
puede llamarse cortante simple , y el (b) cortante doble . En (c) se ha de punzonar una placa; 
el area resistente es semejante al canto de una moneda. En todos estos casos, el cizallamiento 
o corte tiene lugar en un piano paralelo a la carga aplicada. Puede llamarseles casos de fuerza 
cortante directa , a diferencia de la fuerza cortante indirecta que aparece en secciones inclina- 
das con respecto a la resultante de las cargas, como en la figura l-4a. 



2 m 

Figura P-113. 




Figura 1-10. Ejemplos de secciones sometidas a cortante. 
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La demostraci6n concerniente al esfuerzo normal uniforme dada en la seccion anterior 
permite deducir que tambien puede existir esfuerzo cortante uniforme si la fuerza de corte re- 
sultante pasa por el centroide de la seccion sometida a cortante. Si ocurre asi, el esfuerzo de 
corte viene dado por 



( 1 - 2 ) 


En realidad, la distribucion del esfuerzo cortante en una seccion no es uniforme practica- 
mente en ningun caso (p. ej., ver Art. 5-7) y por ello la expresion (1-2) debe interpretarse so- 
lamente como el esfuerzo cortante medio . Esto no restringe su empleo en modo alguno, 
siempre que el valor del esfuerzo cortante admisible para un material dado tenga en cuenta 
este hecho de que la distribucion real no es uniforme. Ademas, cuando la distancia entre las 
fuerzas que la producen sea muy pequena, o el ancho de la seccion que la soporta sea igual- 
mente pequeno, la distribucion del esfuerzo cortante tiende a ser uniforme. Estas son las 
condiciones existentes en la figura 1-10 y en los problemas siguientes. 


PROBLEMAS 

114. Se quiere punzonar una placa, tal co- 
mo se indica en la figura 1-1 0c, que tiene un es- 
fuerzo cortante ultimo de 300 MPa. (a) Si el es- 
fuerzo de compresion admisible en el punzon es 
400 MPa, determine el maximo espesor de la pla- 
ca para poder punzonar un orificio de 100 mm de 
diametro. (&) Si la placa tiene un espesor de 10 
mm, caicule el maximo diametro que puede pun- 
zonarse. 

Resp. (a) t = 33.3 mm; (b) d = 30.0 mm 

115. La figura P-115 muestra la union de un 
tirante y la base de una armadura de madera. 
Despreciando el rozamiento, (a) determine la di- 
mension b si el esfuerzo cortante admisible es de 
900 kPa. (b) Caicule tambien la dimension c si el 
esfuerzo de contacto no debe exceder de 7 MPa. 

Resp. (a) b = 321 mm; (b) c = 41.2 mm 

P = 50 k N 



116. En el dispositivo del tren de aterrizaje 
descrito en el Prob. 109, los pernos en A y B tra- 
bajan a cortante simple y el perno en C a cortante 
doble. Determine los diametros necesarios si el 
esfuerzo cortante admisible es de 50 MN/m 2 . 

117. Una polea de 750 mm sometida a la ac- 
tion de las fuerzas que indica la figura P-117 esta 
montada mediante una cuna en un eje de 50 mm 
de diametro. Caicule el ancho b de la curia si 
tiene 75 mm de longitud y el esfuerzo cortante 
admisible es de 70 MPa. 

Resp. b = 1 1.4 mm 


10 kN 



Figura P-117. 



118. La palanca acodada que representa la 
figura P-118 est& en equilibrio. (a) Determine el 
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diametro de la barra A B si el esfuerzo normal es- 
ta limitado a 100 MN/m 2 . (b) Determine el es- 
fuerzo cortante en el pasador situado en D, de 20 
mm de diametro. 



119. La masa de la barra homogenea AB 
mostrada en la figura P-119 es 2000 kg. La barra 
esta apoyada mediante un perno en B y mediante 
una superficie vertical lisa en A. Determine el 
diametro del perno mas pequeno que puede usar- 
se en B si su esfuerzo cortante est& limitado a 60 
MPa. El detalle del apoyo en B es identico al apo- 
yo D mostrado en la figura P-118. 



Resp. d = 14.9 mm 

120. Dos piezas de madera, de 50 mm de 
ancho y 20 mm de espesor, estan pegadas como 


indica la figura P-120, (a) Aplicando las ideas 
que se expresan en la figura l-4a, determine la 
fuerza cortante y el esfuerzo cortante en la union 
si P = 6000 NL (b) Generalice el procedimiento 
para demostrar que el esfuerzo cortante en una 
seccibn inclinada un angulo $ respecto a una sec- 
cion transversal de area A, tiene un valor dado 
por r = (P/2A) (sen 20). 



121. Un cuerpo rectangular de madera, de 
section transversal de 50 mm x 100 mm, se usa 
como elemento de compresibn, segun se muestra 
en la figura P-121 . Determine la fuerza axial ma- 
xima P que pueda aplicarse con confianza al 
cuerpo si el esfuerzo de compresion en la madera 
esta limitado a 20 MN/m 2 y el esfuerzo cortante 
paralel'o a las vetas lo est& a 5 MN/m 2 . Las vetas 
forman un angulo de 20° con la horizontal, segun 
se muestra. (Indication: Use los resultados del 
Problema 120.) 


P 



100 mm 


Figura P-121. 
Resp. P = 77.8 kN 
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Figura 1-11. La deformation de la placa superior por el esfuerzo de contacto, esta 
muy exagerada. (El subindice b es del ingles bearing = aplastamiento.) 

Pt>=Ab°t>= (td)o b 

1-5. ESFUERZO DE CONTACTO O APLASTAMIENTO 

Este esfuerzo, a diferencia del esfuerzo de compresion que existe en el interior de los 
cuerpos bajo la action de cargas exteriores, es el que se produce en la superficie de contacto 
de dos cuerpos. Ya hemos visto algun ejemplo de este tipo de esfuerzo de compresion, como 
la presion sobre el terreno bajo una columna, o la presion en las placas de apoyo. Ahora, 
examinaremos el esfuerzo de contacto entre un eje y su cojinete, o entre un remache o un per- 
no y las paredes del orificio de las placas que sujeta. 

En la figura 1-11 se observa como por un excesivo esfuerzo de contacto se puede llegar a 
la fluencia en el material de la placa, del remache o de ambos. La presion del remache contra 
las paredes del orificio no es constante, variando desde cero en los puntos en que desaparece 
el contacto hasta un maximo en el centro de la parte apoyada. Para salvar las dificultades 
inherentes a una distribution variable de esfuerzos se suele suponer que el esfuerzo de con- 
tacto se distribuye uniformemente sobre un area mas pequena, que es la proyeccion de la su- 
perficie de contacto sobre un piano diametral del orificio, perpendicular a la direccion de la 
fuerza. Con ello, la carga total se puede expresar por 

P b = A„o b = {td)o b (1-3) 

Este resultado tiene cierta analogia con lo que ocurre en un cilindro sometido a presion 
interior (ver la section siguiente, especialmente la figura 1-14). En este caso, como luego es- 
tudiaremos, la fuerza que actua, en una direccion es igual a la presion interior uni forme mul- 
tiplicada por la proyeccion del area sobre la que actua, en un piano normal a esa direccion. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

122. En la figura 1-12 se muestra el detalle de la union del extremo de una viga tipo 
W460 x 97 a una trabe W610 x 125 mediante dos angulos de 100 x 90 x 10, y remaches de 
19 mm de diametro. En las tablas del Ap6ndice B se relacionan las dimensiones y otros datos 
de 6stos y otros perfiles normalizados. Para los remaches, realizados en el taller,- que unen 
los Angulos a la viga puede tomarse r = 80 MPa y o b = 170 MPa. Para los demas, colocados en 
obra, t = 70 MPa y o b = 140 MPa. El alma de la trabe tiene 11.9 mm de espesor y la de la 
viga, 11.4 mm. Determinar la maxima reaction de la viga que puede soportar esta union re- 
machada. 
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Figura 1-12. Detalles de la union de una viga y una trabe o viga maestra. 

Solution: En la trabe, la section resistente al corte es la de los ocho remaches a cortante 
simple colocados en obra. Por tanto, 

[P = At] P = 8^)(19 X 10 - 3 ) 2 (70 X 10 6 ) = 159 kN 

La resistencia al aplastamiento o esfuerzo de contacto en esta union depende de la placa 
de menor espesor, que en este caso es el angulo de 10 mm de espesor. Para los ocho remaches 
se tiene: 

[P = A a b ] P = 8(19 X 10“ 3 )(10 X 1 0 — 3 ) ( 1 40 X 10 6 ) = 213 kN 

En la union viga-angulos, los cuatro remaches a cortante doble dan un total de ocho sec- 
ciones resistentes, como en la otra union, que con un esfuerzo admisible mayor, 80 MPa, ad- 
miten una fuerza tambien mayor. 

La resistencia al aplastamiento o esfuerzo de contacto en la viga se calcula para el alma 
de esta, ya que su espesor es menor que la suma de los espesores de los dos angulares, y para 
los cuatro remaches se obtiene: 

[P = Ao b ] P = 4(19 X 10~ 3 )(1 1.4 X 1 0 — 3 )( 170 X 10 6 ) = 147 kN 

La maxima reaction de la viga (carga de seguridad) que debe soportar esta union es la 
menor de las calculadas, o sea, 147 kN, y esta limitada por la fuerza cortante que pueden re- 
sistir los remaches en la union viga-angulos. 


PROBLEMAS 

123. En la figura 1-11 se supone que el re- 
mache tiene 20 mm de diametro y une placas de 
100 mm de ancho. (a) Si los esfuerzos admisibles 
son de 140 MN/m 2 para el aplastamiento y 80 
MN/m 2 para el esfuerzo cortante, determinar el 
minimo espesor de cada placa. (b) Segun las con- 
diciones especificadas en la parte (a), ^cual sera el 
maximo esfuerzo medio de tension en las placas? 

Resp. (a) 8.98 mm; (b) 35.0 MN/m 2 


124. La junta que se muestra en la figura 
P-124 esta sujeta mediante tres remaches de 20 
mm de diametro. Suponiendo que P = 50 kN, 
determine (a) el esfuerzo cortante en cada re- 
mache, (b) el esfuerzo de contacto en cada placa, 
y (c) el maximo esfuerzo promedio en cada placa. 
Suponga que la carga aplicada P esta distribuida 
igualmente entre los tres remaches. 

125. Para la junta traslapada del problema 
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130 

E 
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25 mm 

i z^v /--N 

25 mm 

L 
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i I 
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Figuras P-124 y 125. 


124, determine la maxima carga P que pueda 
aplicarse con confianza si el esfuerzo cortante en 
los remaches esta limitado a 60 MPa, el esfuerzo 
de contacto en las placas, a 1 10 MPa, y el esfuer- 
zo de tension medio en las placas, a 140 MPa. 

Resp. 56.5 kN 

126. En la articulacion de la figura 1 -10b de- 
termine el diametro minimo de perno el minimo 
espesor de cada rama de la horquilla si debe so- 
portar una carga P = 55 kN sin sobrepasar un es- 
fuerzo cortante de 70 MPa ni uno de 140 MPa a 
compresion. 



127. Un tornillo de 22.2 mm de diametro ex- 
terior y 18.6 mm en el fondo de la rosea, sujeta 
dos piezas de madera, como se indica en la figura 
P-127. Se aprieta la tuerca hasta tener un esfuer- 
zo de 34 kN en el tornillo. (a) Calcular el esfuerzo 
cortante en la cabeza del mismo y en la rosea, (b) 
Determinar tambien el diametro exterior de las 
arandelas si el interior es de 28 mm y el esfuerzo 
de aplastamiento admisible en la madera es de 6 
MPa. 

128. En la figura P-128 se muestra el es- 
quema de una armadura y en el croquis (b) el de- 

D 


B 


6 m 

F 

X c 



G 

L\ 4 m 

4 m 

4 m 

4m/ 

^9; > 

r > 

r * i 

r 


96 kN 200 kN 96 kN 
(a) 


talle de la union de las barras, mediante una pla- 
ca, en el nudo B . ^Cuantos remaches de 19 mm 
de diametro se necesitan para unir la barra BC a 
la placa, si los esfuerzos admisibles son r = 70 
MPa y ot, = 140 MPa? ^Cuantos para la barra 
BEP ^Cual es el esfuerzo medio de compresion o 
de tension en BC y BE ? 

Resp. Para BC , 7 remaches; para BE, 5. 

129. Repetir el problema anterior con re- 
maches de 22 mm de diametro sin variar los de- 
mas dat os. 


placa de 
union de 
14 mm 


75 X 75 X 6 mm^ 

Figuras P-I28 y P-129. (b) 
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^ d 



Figura 1-13. Determinacion analitica de la fuerza Fde presion, que tiende a separar 
las dos partes del cilindro. 

1-6. CILINDROS DE PARED DELGADA 

Un deposito cilindrico que contenga un fluido a una presion p N/m 2 esta sometido a 
fuerzas de tension segun sus secciones longitudinales y transversales, y las paredes han de re- 
sistir estas fuerzas para evitar que estalle. Consideremos primeramente una seccion longitu- 
dinal cualquiera A-A que corte diametralmente al cilindro de la figura 1- 13(a) sometido a 
presion interior. En la figura 1-1 3(b) se representa el diagrama de cuerpo libre de una de las 
mitades del cilindro. 

La fuerza elemental, que actua normalmente a un elemento diferencial de la pared del 
cilindro, a un angulo 6 del diametro horizontal, es 

dF — p cL4 = pL^-d6 

Por simetria respecto al piano vertical que pasa por el eje del cilindro, a cada dF le corres- 
ponde otra (no dibujada) cuya componente horizontal sera igual, pero de sentido contrario, 
por lo que todas las parejas de componentes horizontales se anulan y la fuerza total F que 
tiende a separar una mitad del cilindro de la otra es la suma de las componentes verticales de 
dichas fuerzas elementales: 

F = f ^ pF~~ d9 1 sen 0 ~ pL *“ [ cos 0]^ 

que se reduce a 

F = pDL 

Evidentemente, y para mantener el equilibrio del medio cilindro, la fuerza total F, que 
actua normalmente al piano A-A, es resistida por las fuerzas iguales P que actuan en las dos 
secciones cortadas de la pared del cilindro. Por tanto, 

[IV = 0] F = pDL = 2P (1-4) 

Un procedimiento mas sencillo para determinar la fuerza Fresultante de todas las fuer- 
zas elementales en una direccion, es el indicado en la figura 1-14. La mitad inferior del ci- 
lindro esta ocupada por un fluido, y puesto que este transmite por igual las presiones en to- 
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(a) (b) 

Figura 1-14. Determination directa del valor de F. 


das las direcciones, la distribution de presiones y de fuerzas elementales es la misma que en la 
figura 1-13. En estas condiciones, y de acuerdo con la figura 1- 14b, en donde se representa el 
diagrama de cuerpo libre correspondiente a la mitad inferior del cilindro, es evidente que la 
fuerza F (que es la misma que antes), es igual a la presion por el area en la que actua. Como 
esta area es la superficie libre del fluido, o sea, DL , se obtiene, como antes, que F = pDL. 
pDL. 

El esfuerzo en la seccion longitudinal que soporta la fuerza Fresulta de dividir esta entre 
el area de las dos secciones de corte. Por tanto, 


a 


£ 

A 


pDL _ pD 
“ ~2tL ~ ~2t 


(1-5) 


Este esfuerzo suele llamarse esfuerzo «tangencial» o circunferenciaL El adjetivo tangencial 
se debe a que actua tangencialmente a la circunferencia directriz del cilindro, pero es prefe- 
rible llamarlo circunferencial, para no confundirlo con el esfuerzo cortante, al que tambien 
se conoce con el nombre de tangencial. 

El esfuerzo calculado mediante la expresion (1-5) es el esfuerzo medio; para cilindros en 
los que la pared tenga un espesor igual o menor que un decimo de su radio interior, este es- 
fuerzo medio calculado es practicamente igual al esfuerzo maximo que aparece en la superfi- 



Figura 1-15. Fuerza total de presion que actua en una seccion transversal. 
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cie interior del cilindro, y el minimo de la superficie exterior se diferencia muy poco de este 
(vease la Sec. 13-11, que trata de la distribucion de esfuerzos en cilindros de pared gruesa). 

Si consideramos ahora el diagrama de cuerpo libre de una parte del deposito cilindrico 
separada del resto por una seccion transversal cualquiera B-B , figura 1-15, se observa que la 
fuerza F que tiende a separar esta parte del cilindro de la otra, y que es la fuerza que actua 
sobre el fondo del mismo, ha de ser contrarrestada por la resultante P de las fuerzas que ac- 
tuan en la pared del cilindro, normalmente al piano de la seccion transversal de corte, El area 
de esta seccion es igual al espesor de la pared multiplicado por la longitud de la circunferen- 
cia media, o sea w(D + f)t. Si t es muy pequeho comparado con £), el area es aproximada- 
mente igual a it D t. Por tanto, 

r _ _ 7 tD 1 

[ P = F] 7 rDtOf = — — — p 


o bien, 



( 1 - 6 ) 


en donde el subindice / indica que se trata de una tension longitudinal, porque actua parale- 
lamente al eje longitudinal del cilindro. 

Comparando las expresiones (1-5) y (1-6) se observa que el esfuerzo circunferencial tiene 
un valor doble del longitudinal y, por tanto, se puede afirmar que si la presion en un deposito 
cilindrico se eleva hasta alcanzar el valor de ruptura, la falla del material tendra lugar a lo 
largo de una seccion longitudinal, o de una junta longitudinal. Cuando un deposito 
cilindrico se construye con dos o mas placas remachadas, como en la figura 1-16, la resistencia 
de las juntas longitudinales debera hacerse doble que la resistencia de las juntas circunferen- 
ciales. Dicho con otras palabras, si las juntas longitudinales no tienen doble resistencia que 
las circunferenciales, cosa que ocurre con frecuencia, las presion interna admisible depende- 
ra de la resistencia de las juntas longitudinales. 



La deduccion de las ecuaciones (1-5) y (1-6) se ha hecho principalmente para aeterminar 
la relacion que se acaba de establecer en el parrafo anterior, y no para aprenderla de memo - 
ria . Es mucho mejor calcular los esfuerzos determinando la fuerza resistente P mediante un 
estudio del estado de equilibrio de la parte separada del cuerpo, utilizando despues la expre- 
sion o = P/A . En este orden de ideas, la figura 1-14 se puede sustituir por el esquema 
equivalente de la figura 1-17, que establece igualmente la relacion 2 P = pDL. 
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Figura 1-17. 



Si los extremes del cilindro son redondeados, como los de la figura 1-18, bien salientes o 
bien entrantes, la fuerza total que tiende a romper el deposito por una seccion transversal 
se calcula multiplicando la presion interna por el area encerrada en esta seccion transver- 
sal por interseccion con ella de la pared interna del cilindro o deposito en general, ya que, de 
acuerdo con lo expuesto con relacion a la figura 1-14, se puede suponer que el espacio 
comprendido entre la seccion transversal A-A y el extremo abombado de la figura 1-18 esta 
ocupado por un fluido. La fuerza total longitudinal es igual al producto de la presion interior 
por el area, rayada en la figura, de esta seccion transversal del deposito, no de sus paredes. 

Como otro ejemplo de aplicacion del concepto fluido como elemento que transmite pre- 
siones consideremos una camara de presion de una bomba, que ha sido construida en varias 
piezas, con pestafias salientes para sujetar unas a otras mediante tornillos, figura 1-19. La 
fuerza que han de resistir los tornillos en la seccion A -A es proporcional al area de la seccibn 
interior A-A y vale F x = p(irD x 2 /4). De la misma manera, la que tienen que resistir los tor- 
nillos en la seccion B-B es F 2 = p(irD 2 2 /4 ). 

Los principios expuestos en esta seccion sobre la determinacion del esfuerzo circunfe- 
rencial en cilindros de pared delgada se pueden aplicar igualmente al calculo del esfuerzo de 
contacto en el reforzamiento de cilindros mediante anillos o a los esfuerzos desarroilados en 
un anillo que gira en su piano. En este ultimo caso, por ejemplo, la fuerza que tiende a sepa- 
rar las dos mitades del anillo es la fuerza centrifuga desarrollada en una mitad del mismo. Su 
valor se calcula suponiendo el peso de esta mitad concentrado en el centro de gravedad (de 
una semicircunferencia, ya que se supone el espesor delgado). Se tiene, 

F = mru> 2 (a) 



Figura 1-19. 
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Figura 1-20. Diagrama de cuerpo iibre de la mitad de un anillo giratorio. 


donde w es la velocidad angular dada en radianes por segundo y m es la masa de la mitad del 
anillo. En un anillo delgado m esta dado por 

m = pV — p7rAr c 

donde p (letra griega ro minuscula) es la masa por volumen unitario del anillo; A es el area 
transversal del anillo y r c es el radio de la circunferencia media. De la mecanica, deducimos 
que el valor de r para un anillo semicircular es r = 2r c /ic. A1 sustituir estos valores, la 
ecuacion (a) se vuelve 

F — (pAirr c )^-^ jw 2 — 2 pAv 2 (b) 

siendo v = r c co la velocidad de un punto de la periferia del anillo. 

Por el equilibrio de fuerzas, segun el diagrama de cuerpo libre, representado en la figura 
1-20, se tiene, 

IP = F 


con lo que el esfuerzo en el anillo viene dado por 


P pAv 2 
= A = ~A =pV 


(c) 


Se observa que el esfuerzo, de tension, es directamente proporcional a la masa especifica y al 
cuadrado de la velocidad periferica. Al aplicar la formula (c) se ha de tener mucho cuidado 
en emplear unidades coherentes para las distintas magnitudes que en ella intervienen. 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

130. Una tuberia de gran tamaho, llamada tuberia de presion en obras hidraulicas, 
tiene 1.5 m de diametro. Esta formada por duelas de madera sujetas mediante aros de acero 
de 300 mm 2 de seccion, y se utiliza para suministrar el agua desde un embalse a la sala de ma- 
quinas. Si el maximo esfuerzo que se permite en los aros es de 130 MPa, y la carga hidraulica 
es de 30 m, determine la maxima separacion entre aros. 
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Figura 1-21. Separation de aros en una tuberia de presion. 


Solucion: La presion correspondiente a 30 m de carga hidraulica es 
[ p = pg/i] p = (1000 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(30 m) 

= 294 X 10 3 N /m 2 = 294 kPa 

Sea L la maxima distaneia entre dos aros de sujecion, como se observa en la figura 1-21 . 
Cada aro debe soportar la fuerza de presion que se ejerce en una longitud L de tubo. Puesto 
que la fuerza de tension en un aro viene dada por P = A a, segun el diagrama de cuerpo libre 
correspondiente, 

[ pDL = IP] (294 X 10 3 )(1.5)L = 2(300 X 10 6 )(130 X 10 6 ) 

de donde _ 

L = 0.177 m = 177 mm Resp. 


PKOBLEMAS 

131. Demuestre que el esfuerzo en un casca- 
ron esferico de pared delgada, de diametro D y 
espesor r, sujeto a una presion interna p y esta da- 
do por a = pD/At. 

132. Un recipiente cilindrico a presion esta 
fabricado de placas de acero que tienen un espe- 
sor de 20 mm. El diametro del recipiente es 500 
mm y su longitud, 3 m. Determine la maxima 
presion interna que puede aplic&rsele si el esfuer- 
zo en el acero esta limitado a 140 MPa. Si se 
aumentara la presion interna hasta que el reci- 
piente fallara, bosqueje el tipo de fractura que 
ocurriria. 

Resp. 11.2 MPa 

133. Hallar la velocidad periferica limite de 
un anillo giratorio de acero si el esfuerzo normal 


admisible es de 140 MN/m 2 y la densidad del ace- 
ro, 7850 kg/m 3 . Si el radio medio es de 250 mm, 
13. que velocidad angular se alcanzara un esfuer- 
zo de 200 MN/m 2 ? 

Resp. 134 m/s; 640 rad/seg 

134. Un deposito cilindrico de agua de eje 
vertical tiene 8 m de diametro y 12 m de altura. Si 
ha de llenarse hasta el borde, determinar el 
minimo espesor de las placas que lo componen si 
el esfuerzo esta limitado a 40 MPa. 

Resp. 11.8 mm 

135. En el depbsito cilindrico de la figura 
1-16 la resistencia de las juntas longitudinales es 
de 480 kN y de las trasversales, de 200 kN. 
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Si la presi6n interior ha de ser de 1 .5 MN/m 2 , de- 
terminar el maximo diametro que se puede dar al 
deposito. 

136. Una tuberia que conduce vapor a 3.5 
MPa tiene un diametro exterior de 450 mm y un 
espesor de 10 mm. Se cierra uno de sus extremos me- 
diante una placa atornillada al reborde de este 
extremo, con interposicion de una junta o empa- 
quetadura. ^Cuantos tornillos de 40 mm de 
diametro se necesitan para sujetar la tapa si el es- 
fuerzo admisible es de 80 MPa y tiene un esfuerzo 
de apriete de 55 MPa? ^Que esfuerzo cincunfe- 
rencial se desarrolla en la tuberia? £,Po r que es 
necesario el apriete inicial de los tornillos de la ta- 
pa? cQue sucederia si la presion del vapor hiciera 
duplicar el esfuerzo de apriete? 

Resp. 17. tornillos; 75.3 MPa 

137. Un conducto o tuberia de presion for- 
mado por una placa remachada en espiral tiene 
l ,5 m de diametro interior y 10 mm de espesor. El 
paso de la espiral es de 3 m. La junta, en espiral, 
consiste en un solape sencillo, sujetado con re- 
maches de 20 mm. Si los esfuerzos admisibles son 


r = 70 MPa y <r& = 140 MPa, determinar el espa- 
ciamiento de los remaches a lo largo de la junta 
para una presion de 1 .25 MPa de accion hidrauli- 
ca. Se desprecia el efecto del cierre de un extremo 
de la tuberia (esfuerzo longitudinal). ^Cual es el 
esfuerzo circunferencial? 

Resp. 43.7 mm; 93.8 MPa 


138. Repetir el problema anterior con un 
diametro del conducto de 2 m y remaches de 30 
mm de diametro sin modificar los otrcs datos. 

139. El deposito de la figura P-139 se cons- 
truyo con placa de 10 mm de acero. Calcular los 
esfuerzos maximos circunferencial y longitudinal 
que originara una presion interior de 1.2 MPa. 

Resp. 17.9 MPa; 60 MPa 

140. Calcule el minimo espesor de la placa 
que forma el deposito del problema anterior, si el 
esfuerzo admisible es de 40 MN/m 2 y la presion 
interior vale 1.5 MN/m 2 . 



RESUMEN 

Las cargas axiales originan una distribution uniforme de esfuerzo cuyo valor esta dado por 


a = 


P 

A 


(i-D 


El esfuerzo cortante y el de contacto tambien se calculan dividiendo la carga entre el 
area resistente, pero el resultado solo proporciona valores medios. En particular, la superfi- 
cie de contacto entre un remache y una placa se mide por su proyeccion diametral. 
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Los esfuerzos en cilindros de pared delgada sometidos a presion interior se obtienen rapi- 
damente aplicando las condiciones de equilibrio al diagrama de cuerpo libre correspondiente 
a la parte del cilindro separada por una seccion longitudinal o una transversal, segun el esfuer- 
zo a determinar sea circunferencial o longitudinal, respectivamente. Se supone que las fuerzas 
resistentes obtenidas se distribuyen uniformemente sobre las correspondientes secciones de 
corte. 

Para esta aplicacion del diagrama de cuerpo libre, vease por ejemplo, la figura 1-14. 
Para un cilindro, de diametro D y espesor de pared t , el esfuerzo circunferencial o tangencial 
a, y el esfuerzo longitudinal a, estan dados por 



(1-5) 


Oi 



En el caso de recipientes esfericos, el esfuerzo es 


( 1 - 6 ) 


o 



(1-7) 


2 

deformacion simple 


2-1. introducciOn 

El capitulo anterior se dedico exclusivamente a la resisteneia de un material, es decir, a 
las relaciones entre la fuerza (carga), la superficie y el esfuerzo. En este capitulo se estudia 
otro gran campo de la resisteneia de materiales, los cambios de forma, es decir, las deforma- 
ciones que acompanan a un determinado estado de fuerzas. Aunque se limita al caso de 
barras cargadas axialmente, los principios y metodos que se desarrollan son aplicables tam- 
bien a los casos m&s comptejos de torsion y de flexion. En particular, se estudian las rela- 
ciones geometricas entre las deformaciones elasticas que, junto con las condiciones de 
equilibrio y las relaciones fuerza-deformacion, permitan resolver los problemas estaticamen- 
te indeterminados. 

2-2. DIAGRAMA ESFUERZODEFORMACI 6 N 

La resisteneia de un material no es el unico criterio que debe utilizarse al disenar 
estructuras. Frecuentemente, la rigidez suele tener la misma o mayor importancia. En menor 
grado, otras propiedades tales como la dureza, la tenacidad y la ductilidad tambien influyen 
en la election de un material. Estas propiedades se determinan mediante pruebas, comparan- 
do los resultados obtenidos con patrones establecidos. Aunque la descripcion completa de 
estas pruebas corresponde al «ensayo de materiales», examinaremos una de ellas, la prueba 
de tension en el acero, dada su importancia y la inapreciable ayuda que proporciona en la 
introduccion de otros conceptos b£sicos. 

Consideremos una probeta de acero sujeta entre las mordazas de una maquina de 
pruebas de tension y observemos simultaneamente la carga y el alargamiento de una deter- 
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x Punto de ruptura 



minada longitud de la misma. Los resultados se suelen representar en un grafico en el que en 
ordenadas se llevan las cargas y en abscisas los correspondientes alargamientos. 

En la flgura 2-1 se representa un grafico de esta clase; se puede observar que no apare- 
cen representadas las fuerzas y los alargamientos totales, sino las fuerzas unitarias o esfuer- 
zos y los alargamientos unitarios o deformaciones , ya que solo se pueden comparar las pro- 
piedades de una muestra con las de la otra si se reducen los valores observad os a unos puntos 
de referenda comunes. El diagrama de la figura 2-1 se denomina diagrama esfuerzo- 
deformacion, cuyo nombre deriva de las magnitudes que aparecen en sus ejes de coordena- 
das. 


Deformation 


El valor de la deformacion (unitaria) e es el cociente del alargamiento (deformacion to- 
tal) 6 y la longitud L en la que se ha producido. Por tanto, 


(2-D 


Sin embargo, de este modo solo se obtiene el valor medio de la deformacibn. La expresion 
correcta de la deformacion en cualquier punto es 


€ 


d8 

dL 


(2-la) 


que determina el valor de la deformacion en una longitud tan pequena (dL) que puede consi- 
derate constante en dicha longitud. No obstante, en ciertas condiciones, se puede suponer 
que la deformacion es constante y aplicar la expresion (2-1). Esta s condiciones son: 

1. El elemento sometido a tension debe tener una section transversal o recta constante. 

2. El material debe ser homogeneo. 

3. La fuerza o carga debe ser axial, es decir, producir un esfuerzo uniforme. 
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Por ultimo, observese que, como la deformacion representa un cambio de longitud dividido 
entre la longitud inicial, la deformacion es una cantidad sin dimensiones. No obstante, cuan- 
do se habla de deformaciones se emplean unidades de metro por metro (m/m). En la practiea 
es frecuente encontrar deformaciones del orden de 1.0 x 10~ 3 m/m. 

Esfuerzos limites 

En la figura 2-1 se observa que, desde el origen O hasta un punto llamado limite de pro- 
porcionalidad , el diagrama esfuerzo-deformaci6n es un segmento rectilineo, de donde se de- 
duce la tan conocida relacion de proporcionalidad entre el esfuerzo y la deformacion, enun- 
ciada en el ano 1678 por Robert Hooke*. Queremos hacer resaltar que esta proporcionalidad 
no se extiende a todo el diagrama, si no que termina en el limite de proporcionalidad, y mas 
alia de este punto, el esfuerzo deja de ser proporcional a la deformacion. El limite de propor- 
cionalidad tiene una gran importancia, ya que toda la teoria subsiguiente respecto al com- 
portamiento de los solidos elasticos esta basada precisamente en la citada proporcionalidad t 
entre esfuerzos y deformaciones estableciendo, pues, un limite superior al esfuerzo admisible 
que un material dado puede soportar. Tambien proporciona una primera indication de por 
que debe de ser el limite de proporcionalidad y no el esfuerzo de ruptura el maximo esfuerzo 
al que un material puede ser sometido. Mas adelante volveremos a referirnos a esta observa- 
tion al hablar del esfuerzo de trabajo y del coeficiente de seguridad. 

Otros conceptos interesantes del diagrama esfuerzo-deformacion son los siguientes: (1) 
El limite de elasticidad (o limite elastico) es el esfuerzo mas alia del cual el material no recu- 
pera totalmente su forma original al ser descargado, sino que queda con una deformacion re- 
sidual llamada deformacion permanente. (2) El punto de fluencia es aquel en el que aparece 
un considerable alargamiento o fluencia del material sin el correspondiente aumento de car- 
ga que, incluso, puede disminuir mientras dura la fluencia. Sin embargo, el fenomeno de la 
fluencia es caracteristico del acero al carbono, mientras que hay otros tipos de acero, alea- 
ciones y otros metales y materiales diversos, en los que no se manifiesta, como se observa en 
la figura 2-2, en donde se representa el diagrama tipico de diversos materiales. Esta forma de 
los diagramas es tambien caracteristica de la primera carga de piezas en las que los materiales 
tienen esfuerzos residuales importantes, como consecuencia de ciertos tratamientos o de sus 
procesos de fabrication, pero al cabo de sucesivas cargas y descargas, los esfuerzos resi- 
duales van desapareciendo y la curva se hace practicamente recta, como se comprueba expe- 
rimentalmente en el laboratorio. (3) El limite aparente de proporcionalidad al 0.2% (o a otro 
tanto por ciento), esta estrechamente asociado al punto de fluencia. Se aplica este concepto 
en aquellos materiales que no tienen un punto de fluencia bien definido, o que carecen de el, 
mediante un procedimiento de equiparacion con los que si lo tienen. Consiste en trazar una 
paralela a la tangente en el origen a la curva partiendo de un valor normalizado (equivalente 
a la deformacion en el limite de proporcionalidad de otros materiales) que suele tomarse del 
0.2%, o sea 0.002 m/m. Como se observa en la figura 2-3, la intersection de esta recta con la 


* La celebre ley de Robert Hooke, Ur tensio sic vis, es decir, «Segun la deformacion, asi es la fuerza», relaciono 
la deformacibn total con la fuerza total sin admitir limite alguno a esta proporcionalidad. 

tEl diagrama esfuerzo-deformacion de muchos materiales es en realidad una curva en la que no est& definido 
limite de proporcionalidad alguno. En tales casos se suele admitir que existe proporcionalidad hasta un valor del es- 
fuerzo en que la relacion entre los incrementos de la deformacion y el esfuerzo es un 50% mayor que en el origen del 
diagrama. 
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Figura 2-2. Comparaci6n de diagramas Figura 2-3. Determination del iimite 

de distintos materiales. de proporcionalidad al 0.2%. 

curva esfuerzo-deformacion define el punto considerado. (4) El esfuerzo ultimo , o bien el 
Iimite de resistencia , es la maxima ordenada de la curva esfuerzo-deformacion. (5) El punto 
de ruptura o esfuerzo en el punto de ruptura, que en el acero al carbono es algo menor que el 
esfuerzo ultimo, debido a que el esfuerzo en este punto de ruptura se mide dividiendo la car- 
ga entre el area inicial de la seccion de la barra, lo que, aunque mas comodo, es incorrecto. 
El error es debido al fenomeno denominado estriccion . Proximo a tener lugar la ruptura, el 
material se alarga muy rapidamente y al mismo tiempo se estrecha, en una parte muy locali- 
zada de la probeta, figura 2-4, de forma que la carga, en el instante de la ruptura, se distribu- 
ye realmente sobre una seccion mucho mas pequena*. Si la carga en el momento de la ruptu- 
ra se divide entre el area medida despues de la fractura se tiene el valor real del esfuerzo en el 
punto de ruptura, pero aunque es bastante mayor que el esfuerzo ultimo, como puede obser- 
varse en la figura 2-4, se sigue tomando este, en la mayoria de los casos, como esfuerzo maxi- 
mo del material. 

Esfuerzo de trabajo y factor o coeficiente de seguridad 

El esfuerzo de trabajo es el esfuerzo real que soporta el material bajo la action de unas 
cargas, y no debe sobrepasar al esfuerzo admisible , que es el maximo al que puede ser some- 
tido el material, con un cierto grado de seguridad en la estructura o elemento que se conside- 
re. En un diseno real, el esfuerzo admisible a w ha de ser inferior al Iimite de proporcionali- 
dad, con objeto de que pueda aplicarse en todo momento la relation lineal entre esfuerzos y 



Figura 2-4. Estriccion, o estrechamiento subito, de una probeta de acero en la rup- 
tura. 


* Como se vera en la seccion 13-4 la ruptura se produce realmente por cortante, produciendose por esto en forma 
de copa, como se observa en la figura. 
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deformaciones que establece la ley de Hooke, y en la que se basa toda la teoria subsiguiente. 
Sin embargo, como es dificil determinar exactamente el limite de proporcionalidad, se acos- 
mmbra tomar como base para fijar el esfuerzo admisible el limite de fluencia (a yp ) o, en su de- 
fecto, el esfuerzo ultimo dividiendolos entre un numeroTV, convenientemente elegido, que se 
llama factor o coeficiente de seguridad: 




-^ p - o bien, o w 

iV vp 



( 2 - 2 ) 


En el acero al carbono se toma como base para la determinacion de o w el punto de fluencia, 
va que en el tiene lugar una deformacion permanente de gran magnitud y totalmente prohibi- 
tiva. En otros materiales, se suele considerar el esfuerzo ultimo como base para fijar el es- 
fuerzo admisible. 

Dada su importancia y los distintos factores a tener en cuenta, la determinacion del es- 
fuerzo admisible debe hacerse por equipos de ingenieros con experiencia. Los esfuerzos ad- 
misibles a emplear segun los casos suelen publicarse en numerosas especificaciones y normas 
de construction. En el breve examen de los factores que intervienen en la determinacion de 
los esfuerzos admisibles, empezaremos haciendo observar que en bastantes materiales el 
limite de proporcionalidad esta proximo a la mitad del valor del esfuerzo ultimo. A fin de 
evitar el peligro de sobrecargas accidentales, en el caso de estructuras con cargas permanen- 
tes gradualmente aplicadas, se suele tomar como esfuerzo admisible la mitad del limite de 
proporcionalidad. Al decir cargas permanentes nos referimos al peso propio de la estructura 
o a las cargas que, una vez aplicadas, ya no se van a suprimir. En este sentido, el coeficiente 
de seguridad N basado en el limite de resistencia es 4, recomendable para materiales que sean 
isotropos y homogeneos. Para otros materiales, como la madera, en los que pueden existir 
imprevisibles faltas de homogeneidad (los nudos) se deben considerar coeficientes de seguri- 
dad mayores. Los efectos dinamicos de las fuerzas aplicadas bruscamente requieren tambien 
un mayor coeficiente de seguridad. Estos, como vemos, no van a estar normalizados, ya que 
no son siempre los mismos, y los esfuerzos admisibles han de ser elegidos de acuerdo con la 
experiencia del disenador relativa a los diferentes materiales y condiciones en que vaya a ser 
utilizada la estructura o el elemento correspondiente. 


2-3. LEY DE HOOKE: DEFORMACION AXIAL— DISTORSION 

Consideremos de nuevo el diagrama esfuerzo-deformacion representado en la figura 
2-1, y observemos su parte rectilinea. La pendiente de la recta es la relation entre el esfuerzo 
y la deformacion; se llama modulo de elasticidad y se representa por la letra E : 

Pendiente de la linea esfuerzo-deformacion = E = — 

€ 

que se suele escribir en la forma <r = £c (2-3) 

que no expresa otra cosa que la conocida ley de Hooke. En principio, Hooke solo enuncio la 
ley de que el esfuerzo es proporcional a la deformacion. Fue Thomas Young, en el ano 1807, 
quien introdujo la expresion matematica con una constante de proporcionalidad que se lla- 
mo modulo de Young . Finalmente, este nombre se sustituyo por el de modulo de elasticidad 
o modulo elastico que, aunque da la impresion de que se trata de una medida de las pro- 
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piedades elasticas del material, es una medida de su rigidez. Un nombre mas apropiado hu- 
biera sido quiza el de «modulo de rigidez». 

De la ley de Hooke, ecuacion (2-3), podemos ver que las unidades para el modulo de 
elasticidad E son identicas a las unidades para el esfuerzo a — recordemos que la deformacidn 
e es una cantidad adimensional. Como ejemplo, el modulo de elasticidad para el acero es 
aproximadamente 200 x 10 9 N/m 2 (200 x 10 9 Pa). Si empleamos el prefijo G (lease 
“giga”) del SI para representar multiplos de 10 9 , esto se puede expresar como 200 GN/m 2 
(200 GPa). 

Otra forma de la expresion de la ley de Hooke, muy conveniente a veces, es la que se ob- 
tiene al sustituir a por su equivalente P/A y e por S/jL, de modo que la ecuacion (2-3) resulta 



o lo que es igual, 

a = — = — (2-4) 

AE E 

La expresion (2-4) relaciona la deformacion total 5 con la fuerza o carga aplicada P, la 
longitud de la barra L, el area de la seccion recta A y el modulo de elasticidad E. La deforma- 
cion total se obtiene en las mismas unidades que la longitud L, ya que ay E tienen las mismas 
unidades. Recalquemos que en la validez de la expresion (2-4) hay que tener en cuenta las hi- 
potesis siguientes: 

1. La carga ha de ser axial. 

2. La barra debe ser homogenea y de seccion constante. 

3. El esfuerzo no debe sobrepasar el iimite de proporcionalidad. 

Deformacion angular (o por cortante) — Distorsion 

Las fuerzas cortantes producen una deformacion angular o distorsion, de la misma 
manera que las fuerzas axiales originan deformaciones longitudinales, pero con una diferen- 
cia fundamental. Un elemento sometido a tension experimenta un alargamiento, mientras 
que un elemento sometido a una fuerza cortante no varia la longitud de sus lados, manifes- 
tandose por el contrario un cambio de forma, de rectangulo a paralelogramo como se obser- 
va en la figura 2-5. 

El proceso puede imaginarse como producido por el desplazamiento infinitesimal o res- 
balamiento de capas infinitamente delgadas del elemento unas sobre otras, siendo la suma de 



Figura 2-5. Deformacion angular o distorsion. 
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estos infinitos resbalamientos infinitesimales la deformacion transversal total <5 5 , en una longi- 
tu'd L. El proceso real es mas complejo que lo expuesto y serk examinado mas a fondo en la 
seccion 9-9, 

La deformacion angular media se obtiene dividiendo 5 S entre L. Por tanto, tan 
7 = 5/L, figura 2-5; ahora bien, como y es siempre muy pequeno, tan 7 —7 con lo que, 
que, 



(2-5) 


Para ser mas precisos, la distorsion es la variacion experimentada por el angulo entre dos ca- 
ras perpendiculares de un elemento diferencial. 

Suponiendo que la ley de Hooke tambien es valida en el cortante, existe una relacion li- 
neal entre la distorsion y el esfuerzo cortante dada por: 

t = Gy (2-6) 


en donde G es el modulo de elasticidad al cortante llamado a veces «modulo de rigidez». La 
relacion entre la deformacion tangencial total y las fuerzas cortantes aplicadas es 




VL 

A.G 


(2-7) 


en donde (''represent a la fuerza cortante que acttia sobre la seccion de area A s que la soporta. 
Observese la semejanza de este resultado con la expresion (2-4). 


PROBLEMAS 1LUSTRATIVOS 


201. Determinar el alargamiento producido por una fuerza de 100 kN aplicada a una 
barra plana de 20 mm de espesor y un ancho que varia gradual y linealmente desde 20 mm 
hasta40 mm en una longitud de 10 m, como se indica en la figura 2-6. SupongaseE = 200 x 
10 9 N/m 2 . 


20 mm de espesor i 

20 mm — * ^ mj 



f— 60 mm 



r> i 



[ 


p~ 

100 kN 

n 

1 


♦ 100 kN 

-< 10 n 

r* ax 


Figura 2-6. 


Solucion: Como el area de la seccidn transversal de la barra no es constante, la expresion 
(2-4) no se puede aplicar directamente. Sin embargo, si se puede utilizar para hallar el alarga- 
miento de una longitud diferencial para la que la seccion pueda considerarse constante. El 
alargamiento total sera la suma de los alargamientos infinitesimales. 

En una seccion m-n a una distancia .v del extremo mas estrecho, la semianchura y es, por 
consideraciones geometricas, 

y - 20 _ 60 - 20 




10 


de donde, y = (4x 4* 20) mm 
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y el area de esta seccion, , 

A = 20(2 y) = (160x 4- 800) mm 2 

Por tanto, en la seccion m-n y en una longitud diferencial dx, el alargamiento se puede 
obtener de la expresion (2-4): 


5 = 


PL 

AE 


dS = 


(100 X 10 3 ) dx 


( 1 60a: + 800)(10~ 6 )(200 X 10 9 ) 
0.500 dx 


160.x + 800 


por lo que el alargamiento total es 

•io dx 


= 0.500 f 


' 0 160x + 800 


-w[ ,n<160 * + 800, ]» 


10 


2400 

= (3.13 x 10'" 3 ) In — - ■ = 3.44 x 10" 3 m = 3.44 mm 
800 


Resp. 


202. Dos barras de acero AB y BC soportan una carga P = 30 kN, como se indica en la 
figura 2-7a. La seccion de AB es 300 mm 2 , y la de BC es 500 mm 2 . Si E = 200 GPa, determi- 
nar el desplazamiento horizontal y vertical del punto B . 




Figura 2-7. 


Solucion: Empezaremos por determinar las deformaciones totales producidas en cada 
barra por la accion de P. Del equilibrio se obtiene P AB = 50kN a tension y P BC = 40 kN a 
compresion. Las deformaciones correspondientes son; 



_ (50 x 10 3 )(5000) 

~ (300 x 10' 6 )(200 X 10 9 ) 

= 4.17 mm, alargamiento 

(40 x 10 3 )(400Q) 

” (500 x 10~ 6 )(200 x 10 9 ) 


= 1.60 mm, acortamiento 
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Para analizar el efecto de estas deformaciones en el movimiento de B, itnaginemos que 
se desconectan entre si las barras AB y BC de manera que puedan acortarse y alargarse, tal 
como se indica exageradamente en la figura 2-lb. Para reunir sus extremos B hay que gi- 
rarlas alrededor de A y de C hasta que se encuentren en B". Ahora bien, los arcos engendra- 
dos por estas rotaciones son tan pequehos que se pueden remplazar, sin error apreciable, por 
rectas perpendiculares a AB y BC; estas rectas, que se cortan en B' , determinan la posicion 
final de B. En la figura 2-8 se representan, a mayor escala, las deformaciones b AB y b BC . El 
desplazamiento total de B es el vector BB' o b dirigido como se indica. 

En la figura 2-8 se observa que el desplazamiento horizontal de B , o componente hori- 
zontal de <5, es 


b h — b BC - 1.60 mm, hacia la derecha 


Resp. 


Como b h es igual, por otra parte, a la suma algebraica de las componentes horizontales de b AB 
y de la longitud desconocida x, 


b h = x sen 0 — b AB cos 0 


de donde 


1.60 = ,x(|) - 4.17(|), x: = 8.23 mm 


Con este valor de jc se puede determinar y , es decir, 5 V ., que es la suma de las componen- 
tes verticales de b AB y de x; 


b v = b AB sen $ 4- x cos 6 = 4.17 \ + 8.23 * ~ 9.09 mm, hacia abajo 


Resp. 
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Volviendo a la figura 2-7b se puede determinar la magnitud de los angulos que giran las 
barras AB y BC, 




8.23 

5000 


= 1.65 X 10 -3 rad = 0.0945° 


y 


— 


y 


9.09 

4000 


= 2.27 X 10“ 3 rad = 0.130° 


Estas rotaciones son tan pequefias que justifican plenamente la simplification hecha al 
sustituir los arcos por las perpendiculares a AB y a BC que se cortan en B f (figura 2-7b) y su- 
poner que las direcciones de 8 AB y 8 BC coinciden con las iniciales de las barras AB y BC. 


PROBLEMAS 

203 . Durante una prueba esfuerzo-defor- 
macion se ha obtenido que para un esfuerzo de 
35 MN/m 2 la deformacion hasido de 167 x 10~ 6 
m/m y para un esfuerzo de 140 MN/m 2 , de 667 
x 10“ 6 m/m. Si el limite de proporcionalidad es 
de 200 MN/m 2 ^cual es el valor del modulo elasti- 
co? ^Cual es el esfuerzo correspondiente a una 
deformacion unitaria de 0.002? Si el limite de 
proporcionalidad hubiese sido de 150 MN/m 2 , 
^se hubieran deducido los mismos resultados? 
Razonar la respuesta. 

Resp E = 210 X 10 9 N/m 2 ; 

c = 381 X 10 -6 m/m 

204. Una barra prismatica de longitud L, 
seccion transversal A y densidad p se suspende 
verticalmente de un extremo. Demostrar que su 
alargamiento total es 5 = pgL 2 /2AE. Llamando 
M a su masa total demostrar que tambien 5 = 
MgL/2AE 

205 . Una varilla de acero que tiene una sec- 
cion constante de 300 mm 2 y una longitud de 150 
m se suspende verticalmente de uno de sus extre- 
mos y soporta una carga de 20 kN que pende de 
su extremo inferior. Si la densidad del acero es 
7850 kg/m 3 y E = 200 x 10 3 MN/m 2 , determi- 
nar el alargamiento de la varilla. Indicacidn : 
Aplique el resultado del problema 204. 

Resp. 8 = 54.3 mm 

206 . Un alambre de acero de 10 m de longi- 
tud que cuelga verticalmente soporta una carga 
de 2000 N. Determinar el di&metro necesario, 


despreciando el peso del alambre, si el esfuerzo 
no debe exceder de 140 MPa y el alargamiento 
debe ser inferior a 5 mm. Supongase E = 200 
GPa. 

207 . Una llanta de acero, de 10 mm de espe- 
sor, 80 mm de ancho y de 1500 mm de diametro 
interior, se calienta y luego se monta sobre una 
rueda de acero de 1500.5 mm de diametro. Si el 
coeficiente de friction estatica es 0.30, ^que par 
se requiere para girar la llanta con respecto a la 
rueda? Desprecie la deformacion de la rueda y 
use E - 200 GPa. 

Resp. T = 75.0 kN • m 

208 . Una barra de aluminio de seccion cons- 
tante de 160 mm 2 soporta unas fuerzas axiales 
aplicadas en los puntos que indica la figura 
P-208. Si E = 70 GPa, determinar el alargamien- 
to, o acortamiento, total de la barra. (No hay 
pandeo de este elemento.) 


35 kN 15 kN 30 kN 10 kN 



Figura P-208 y P-209. 

209 . Resolver el problema 208 intercam- 
biando las fuerzas aplicadas en sus extremos, en 
el izquierdo la fuerza de 10 kN y en el derecho la 
de 35 kN. 


Resp. 5 = 1.61 mm (acortamiento) 
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Bronce 

A =450 mm 2 


Alumimo 
A = 600 mm 2 


Acero 

A = 300 mm 2 


3 P* 


-0.6 m~ 


4 P 


1.0 m- 


-0.8 m — *-j 


-2 P 


Figura P-210. 


210. Un tubo de aluminio esta uni do a una 
varilla de acero y a otra de bronce, tal como se in- 
dica en la figura P-210, y soporta unas fuerzas 
axiales en las posiciones senaladas. Determinar 
el valor de P con las siguientes condiciones: La 
deformacion total no ha de exceder de 2 mm, ni 
las tensiones han de sobrepasar 140 MN/m 2 , en 
el acero, 80 MN/m 2 en el aluminio ni 120 
MN/m 2 en el bronce. Se supone que el conjunto 
esta convenientemente anclado para evitar el 
pandeo y que los modulos de elasticidad son 200 
x 10 3 MN/m 2 para el acero, 70 x 10 3 MN/m 2 
para el aluminio y 83 x 10 3 MN/m 2 para el 
bronce. 


211. Dos barras AB y CD que se suponen 
absolutamente rigidas estan articuladas en A y en 
D y separadas en C mediante un rodillo, como in- 
dica la figura P-211. En B , una varilla de acero 
ayuda a soportar la carga de 50 kN. Determinar 
el desplazamiento vertical del rodillo situado en 
C. 



/////// 

E — 200 X 10 9 N/m 2 
A — 300 mm 2 
L = 3 m I 50 kN 

2m { 2m t 

B ^ Y ■ 

- ■■ =c DV 

3 m l.o m 

Figura P-211. 



213. La barra rigida AB , sujeta a dos va- 
rillas verticals como se muestra en la figura 
P-213, esta en posicion horizontal antes de apli- 
car la carga P. Si P = 50 kN, determine el movi- 
miento vertical de la barra. 


//zz/ 


///./ 

Acero 

L - 3 m 
A = 300 mm 2 
E = 200 GPa 


-2 3 m *- 

IP 


Aluminio 

L = 4 m 
A = 500 mm 2 
E = 70 GPa 


Figura P-213. 


Resp. 2.82 mm 

212. Un bloque prismatico de concreto de 
masa M ha de ser suspendido de dos varillas cu- 
yos extremos inferiores estan al mismo nivel, tal 
como se indica en la figura P-212. Determinar la 
relacion de las secciones de las varillas, de mane- 
ra que el bloque no se desnivele. 

Resp. AJA a - 8.57 


214. Las barras rigidas AB y CD mostradas 
en la figura P-214 estan apoyadas mediante per- 
nos en A y en C, y mediante las varillas mostra- 
das. Determine la maxima fuerza P que pueda 
aplicarse como se muestra si el movimiento verti- 
cal de las barras est& limitado a 5 mm. Desprecie 
los pesos de todos los miembros. 

Resp. P = 76.3 kN 
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215. Una varilla de longitud L y section cir- 
cular tiene un diametro que varia linealmente 
desde D en un extremo hasta d en el otro. Deter- 
minar el alargamiento que le producira una fuer- 
za P de tension. 



de cada una y el desplazamiento horizontal y verti- 
cal del punto B . Considerese a = 30° y 6 = 30°. 


Resp. 6 = APL/irEDd 


Resp. 5 h = 0.412 mm, 5 V = 3.57 mm 


216. Una varilla delgada de longitud L y 
section recta constante A, situada en un piano 
horizontal, experimenta una rotation alrededor 
de un eje vertical que pasa por uno de sus extre- 
mos. Llamando p a la densidad y o> a la velocidad 
angular, demostrar que el alargamiento total de 
la varilla viene dado por pu 2 L 3 /3E. 

217. Dos varillas de aluminio AB y BC arti- 
culadas en A y C a soportes rigidos, como indica 
la figura P-217, estan unidas en B mediante un 
pasador y soportan la carga P = 20 kN. Si las va- 
rillas tienen una section de 400 mm 2 y E = 70 x 
10 3 MN/m 2 , determinar las deformaciones totales 


218. Resolver el problema 217 si la varilla 
AB es de acero de E = 200 x 10 3 MN/m 2 , a. = 
45° y 6 = 30°, sin modificar los dem&s datos. 


219. Una barra de section circular que varia 
linealmente desde un diametro D en un extremo 
hasta otro menor d en el opuesto, se suspende 
verticalmente de su extremo mas ancho. Si la 
densidad del material es p, determinar el alarga- 
miento debido a su peso propio. Aplicar el resul- 
tado a la determination del alargamiento de un 
solido de forma cdnica suspendido de su base 


pgL\D + d) 
6E(D - 


PgL 2 d 2 

3 ED{D - d ) 


2-4. RELAClON DE POISSON: ESTADOS DE 
DEFORMACION BIAXIAL Y TRIAXIAL 

Otro tipo de deformation elastica es la variation de las dimensiones transversales que 
acompana a toda tension o compresion axial. En efecto, se comprueba experiment almente 
que si una barra se alarga por una tension axial sufre una reduction de sus dimensiones 
transversales. Poisson comprobo en el afto 1811 que la relation entre las deformaciones uni- 
tarias en estas direcciones es constante, por debajo del limite de proporcionalidad. En re- 
cuerdo suyo, se ha dado su nombre a esta relation, que se nornbra con la letra griega v ( nu 
minuscula) y esta definida por: 


v = 


( 2 - 8 ) 
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donde e x es la deformacion debida solamente a un esfuerzo en la direction X , y e v y e z son las 
deformaciones unitarias que se manifiestan en las direcciones perpendiculares. El signo me- 
nos indica un acortamiento en las dimensiones transversales cuando e x es positiva, como 
ocurre con un alargamiento producido por tension. 

La relacibn de Poisson permite generalizar la aplicacion de la ley de Hooke al caso de es- 
fuerzos biaxiales. Por ejemplo, si un elemento esta sometido simultaneamente a esfuerzos de 
tension segun los ejes X y Y f la deformation en la direction X debida a a x es a x /E pero, al 
mismo tiempo, el esfuerzo a, producira una contraction lateral en la direccion X de valor 
vo y /E , por lo que la deformacion resultante en la direction X estara dada por: 



Analogamente, la deformation segun la direccion Y es: 



Resolviendo el sistema formado por (2-9) y (2-10) se obtienen los esfuerzos en funcion 
de las deformaciones: 


(<, + **,)E 

1 - v 2 


( e > + 


( 2 - 11 ) 



X 


2 


Mas aun estas expresiones pueden todavia generalizarse al caso de deformaciones por 
tension triaxiales, obteniendose: 



( 2 - 12 ) 


Todas las expresiones anteriores son igualmente validas cuando uno o varios esfuerzos son 
de compresion, sin mas que aplicar signos positivos a los alargamientos y esfuerzos de ten- 
sion, y signos negativos a los acortamientos y esfuerzos de compresion. 

Una importantisima relation* entre las constantes £, G y v para un material dado es: 


( 2 - 13 ) 


2(1 + v) 


que se suele utilizar para determinar el valor de v cuando se conocen las constantes E y G. 
Los valores mas frecuentes de la relation de Poisson son 0.25 a 0.30 para el acero, 0.33 apro- 
ximadamente para otros muchos metales y 0.20 para el concreto. 


* Esta relation se demostrara en la section 9-11. 
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

220. Una muestra de un cierto material se somete a un esfuerzo uniforme segun los tres 
ejes coordenados. Determinar el maximo valor tedrico que puede alcanzar la relacidn de 
Poisson. 


Solucion: Sumando las expresiones (2-12) resulta: 


e. + 


+ € = 


1 - 1v 


(o x + a v + a.) 


(«) 


Para un esfuerzo uniforme triaxial, e x = e y = e, y a x = a y = a, = a, con lo que de la 
ecuacion (a) se tiene: 


Ahora bien, como ey a han de tener el mismo signo, (1 — 2v) ha de ser positivo, por lo 
que 


1 - 2v ^ 0 


de donde 

v 

V 2 


Resp. 


221. Un eje macizo de aluminio de 80 mm de diametro se introduce concentricamente 
dentro de un tubo de acero. Determinar el diametro interior del tubo de manera que no exista 
presion alguna de contacto entre eje y tubo, aunque el aluminio soporte una fuerza axial de 
compresion de 400 kN. Para el aluminio v = y y E a = 70 x 10 9 N/m 2 . 


Solucion: La compresion axial en el aluminio es 


o — 


a = - 


400 X IQ 3 
^(0.080) 2 


= -79.6 MN/m 2 


Para el esfuerzo unidireccional, la deformacion transversal es: 




— V£ r — — V- 


*y 


1 / -79.6 X 10 6 \ 
3 \ 70 X 10 9 ) 


70 X 10 9 
= 379 X 10 -6 m/m 

por lo que la holgura diametral que se requiere es: 


[« = €/,] 8 y = (379 X 10 6 )(80) = 0.0303 mm 

El diametro interior del tubo de acero se ob tiene sumando el diametro del eje de aluminio a 
la holgura requerida 


D = 80 + 0.0303 = 80.0303 mm 


Resp. 
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PROBLEMAS 

222. Un cilindro macizo de diametro d so- 
porta una carga axial P. Demostrar que la va- 
riation ensu diametro es AFv/itEd. 

223. Un bloque rectangular de aiuminio 
tiene 100 mm de longitud segun la direction X y 75 
mm de ancho segun la direction Y y 50 mm de 
grueso en la direction Z. Esta sometido a tres 
fuerzas segun tres direcciones. Una fuerza de ten- 
sion uniformemente distribuida de 200 kN en la 
direction X y fuerzas de compresion uniforme- 
mente distribuidas de 160 y 220 kN segun las di- 
recciones Y y Z, respectivamente. Si v = -j- y E 
= 70 GPa, determinar que carga total uniforme- 
mente distribuida en la direction X produciria la 
misma deformation transversal en la direction Z 
que las cargas dadas. 

Resp. 410 kN (tension) 

224. Un tambor cilindrico de acero cons- 
truido de placa soldada de 10 mm, tiene un 
diametro interior de 1.20 m. Calcular el aumento 
de diametro bajo la action de una presion inte- 
rior de 1.5 MPa. Suponga que la relation de 
Poisson es 0.30 y E = 200 GPa. 

225. Un tubo de acero de 50 mm de 
diametro y 2 mm de espesor encaja perfectamen- 


te y sin holgura en un orificio absolutamente 
rigido e indeformable. Determinar el esfuerzo 
circunferencial en el tubo cuando se le aplica una 
fuerza axial de compresion de 10 kN. El coefi- 
ciente v = 0.30 y E = 200 x 10 9 N/m 2 . Despre- 
ciar la posibilidad de pandeo en las paredes del 
tubo. 

226. Un tubo de bronce de 150 mm de longi- 
tud, cerrado en sus extremos, tiene 80 mm de 
diametro y 3 mm de espesor. Se introduce sin 
holgura en un orificio de 80 mm de diametro re- 
alizado en un bloque absolutamente rigido e in- 
deformable y se somete a una presion interior de 
4 MN/m 2 . Con los valores v = yy£=83x 
10 3 MN/m 2 , determinar el esfuerzo circunferen- 
cial en el tubo. 

Resp. 8.89 MN/m 2 

227. Un tubo de aiuminio de 200 mm de lar- 
go, cerrado en sus extremos, tiene 100 mm de 
diametro y una pared de 2 mm de espesor. Si el 
tubo cabe justamente entre dos paredes rigidas 
con presion interna nula, determine los esfuerzos 
longitudinal y tangential para una presion inter- 
na de 4.00 MN/m 2 . Suponga v = 4-y£=70x 
10 9 N/m 2 . 


2-5. ELEMENTOS ESTATICAMENTE INDETERMINADOS (O HIPERESTAT1COS) 

Con frecuencia aparecen conjuntos de elementos cargados axialmente en los que las 
ecuaciones de equilibrio estatico no son suficientes para determinar las fuerzas que, en cada 
section, soportan. Estas condiciones se dan en estructuras en las que las reacciones o las 
fuerzas resistivas internas exceden en numero al de ecuaciones independientes de equilibrio 
que pueden establecerse. Tales casos se llaman estaticamente indeterminados y requieren 
ecuaciones adicionales que relacionen las deformaciones elasticas en los distintos elementos. 
La variedad de casos es tan grande que es preferible describirlos mediante ejemplos que 
muestren como se aplican los principios generates siguientes: 

1. En el diagrama de cuerpo libre de la estructura o de parte de ella, aplicar las 
ecuaciones del equilibrio estatico. 

2. Si hay mas incognitas que ecuaciones independientes de equilibrio, obtener nuevas 
ecuaciones mediante relaciones geometricas entre las deformaciones elasticas producidas por 
las cargas y por las fuerzas desconocidas. Para ver con claridad estas relaciones, dibujar un 
esquema, exagerando las deformaciones el&sticas. 
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Figura 2-9. Pilar de concreto armado. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

228. Un pilar de concreto de poca altura se refuerza axialmente con seis barras de acero 
de 600 mm 2 de seccidn colocadas simetricamente en circulo alrededor del eje del pilar, como 
se indica en la figura 2-9. Se le aplica una carga de 1000 kN. Determinar los esfuerzos en el 
concreto y en el acero teniendo en cuenta los mddulos elasticos E a ~ 200 x 10 9 N/m 2 (ace- 
ro) y E c = 14 x 10 9 N/m 2 (concreto). 

Solution: La fuerza aplicada y las fuerzas resistivas en cuaiquier seccidn m-n forman un sis- 
tema de fuerzas coaxiales. La unica ecuacion de equilibrio estatico es: 


P, + P c = lx 10 6 N 


(*) 


[ZF = 0 ] 


Como no existe ninguna otra ecuacidn estatica que muestre la proporcion en que se 
distribuye la fuerza total entre los dos materiales, se ha de acudir a la deformacidn elastica de 
la estructura. Es evidente que la placa de apoyo hace que el concreto y el acero se deformen 
la misma cantidad y, por tanto, aplicando la expresion <5 = oL/E a estas dos deformaciones 
iguales resulta: 



en donde simplificando y sustituyendo los valores dados de los modulos elasticos se deduce 
la relacion entre los esfuerzos: 



(b) 
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Observese que en esta ecuacion se ha tenido en cuenta el hecho de que ambos materiales 
se han de deformar la misma cantidad, pero que es independiente de las ecuaciones de la es- 
tatica y, por tanto, de las fuerzas y de las secciones del acero y del concreto, siendo valida 
mientras no se sobrepase el limite de proporcionalidad de ninguno de los dos materiales. 
Aplicando las relaciones P = A a a la ecuacion (a) se trasforma en 

o a [ 6(600 X 1CT 6 )] + a c {[(300 x 300) - 6(600)] X 10" 6 } = 1 X 10 6 

o a { 3.6 X 10 3 ) + a c (86.4 X 10~ 3 ) = 1 X 10 6 

Sustituyendo o a por 14.3a c como indica la ecuacion (6), resulta: 

14.3a r (3.6 X 10~ 3 ) + a c (S6A X 10 3 ) = 1 X 10 6 

o c = 7.25 X 10 6 N/m 2 - 7.25 MN/m 2 CSP * 

y de la ecuacion ( b ) 

= 14.3a c = 104 MN/m 2 Resp. 

229 . En el problema anterior y suponiendo que los esfuerzos admisibles son 120 
MN/m 2 en el acero y 6 MN/m 2 en el hormigon, determinar la maxima carga axial P que se 
puede aplicar. 

Solution: La sustitucion de los esfuerzos admisibles en la ecuacion de equilibrio estatico 
seria erroneo, pues entonces no se tendria en cuenta que las deformaciones en ambos mate- 
riales tienen que ser forzosamente iguales. En la ecuacion ( b ) del problema anterior veiamos 
que para iguales deformaciones se ha de cumplir la relacion entre los esfuerzos dada por: 

cr a = 14.3a c 

y de esta relacion se deduce que, cuando el concreto alcance su esfuerzo limite de 6 MN/m 2 , 
el correspondiente en el acero debe ser: 

= (14.3)6 = 85.8 MN/m 2 

Por tanto, el acero no podra alcanzar su esfuerzo admisible de 120 MN/m 2 sin que en el 
concreto se sobrepase el suyo. Los esfuerzos reales deben ser, pues, de 6 y 85.8 MN/m 2 
en el concreto y acero respectivamente, y estos son los valores que se deben sustituir en la 
ecuacion del equilibrio estatico. Se obtiene: 

P = P a + P c = A a (f + A c a c 

= (85.8 X 10 6 )(3.6 X 10“ 3 ) + (6 X 10 6 )(86.4 X 10~ 3 ) 

= 827 kN Resp. 

230 . Una varilla de cobre se introduce en un cilindro hueco de aluminio. La varilla 
sobresale 0. 130 mm, como indica la figura 2-10. Determinar la carga maxima P que se puede 
aplicar al conjunto por intermedio de la placa de apoyo con los datos que se especifican se- 
guidamente: 
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COBRE (Cu) 

ALUMINIO (Al) 

Area (mm 2 ) 

1200 

1800 

E (GPa) 

120 

70 

Esfuerzo admisible (MPa) 

140 

70 



Solution: Independientemente de la ecuacion de equilibrio estatico, que es la misma que en 
los problemas anteriores, hay que hallar una relation entre los esfuerzos a traves de una 
ecuacion entre deformaciones. Para ello, consideremos la figura 2-10 en la que se represen- 
tan, muy exageradas, estas deformaciones. Se tiene: 


[«o,= 8 a, + (0.130 x 10~ 3 )m] 


(#L-(fL + « u30x,0 "> 


®o<(0-25) a A i 0.25) 


+ (0.130 X 10~ 3 ) 


de donde 


120 x 10 9 70 x 10 9 

<J C = 1.71 a A , + (62.4 x 10 6 ) 


(a) 


La ecuacibn (a) determina la relacibn que debe existir necesariamente entre esfuerzos. Es evi- 
dente que si se llega a a Al = 70 MPa, se sobrecargarA el cobre por alcanzar, segun (b), un es- 
fuerzo de 182 MPa. Por tanto, es el esfuerzo en el cobre el que limita la carga y, entonces, el 
correspondiente, en el aluminio, debera ser, segun (a), 


(140 X 10 6 ) = 1.71^+ (62.4 X 10 6 ) a A = 45.4 MPa 
La carga total es: 

P = P r + P. , — a r A + a 4 

Cu Al Cu Cu At Al 

en la que, sustituyendo los esfuerzos por los valores que se acaban de determinar, resulta: 


p = (ho x 10 6 )(1200 X 10 -6 ) + (45.4 X 10 6 )(1800 X 10" 6 ) 
= 250 kN 


Resp. 
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231. Una barra horizontal de peso despreciable, y que se supone absolutamente rigida, 
esta articulada en A como indica la figura 2-1 la y cuelga de una varilia de bronce de 2 m y 
otra de acero de 1 m de longitud. Si los modulos el&sticos son de 83 y 200 GN/m 2 para el 
bronce y el acero, respectivamente, y los limites de proporcionalidad son de 240 MN/m 2 pa- 
ra el acero y 140 MN/m 2 para el bronce, determinar los esfuerzos en cada varilia. 

Solution: El diagrama de cuerpo libre correspondiente a la barra, figura 2-1 lb, muestra que 
el sistema es estaticamente indeterminado con un grado de indeterminacion, es decir, existe 
una incognita mks de las que pueden determinarse mediante las ecuaciones del equilibrio es- 
tatico. Tomando momentos con respecto a A se obtiene una relacion entre las fuerzas en las 
varillas, 

[1M a = 0] 0.6 P a + 1 ,6P b = 2.4(50 x 10 3 (a) 


Para determinar otra relacion entre estas fuerzas se ha de acudir a una relacion entre las 
deformaciones el&sticas de las varillas. Puesto que la barra se supone rigida, de la semejanza 


LLLLLLU 


Acero (a) 
(Area = 600 mm 2 ) 


r 


0.6 m- 


Bronce (b) 
(Area = 300 mm 2 ) 


1 m 


-1.0m' 


2 m 


-0.8 m- 


50 kN 


(a) 



final 


(b) 

Figura 2-11. 


50 kN 
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de triangulos en la figura 2-1 lb se obliene: 


1 P,(l) __ 1 P b {2) 

0.6 (600) (200) 1.6 (300)(83) 

de donde 

P a = 3.61 P b (h) 

Observeseque, en este caso, las areas de las varillas no se han expresado en metros cuadrados, 
ya que al ser la ecuacion una relacion simple entre ambas magnitudes, estas pueden escribirse 
en cualquier unidad, aunque la misma en las dos. En este sentido, tambien se han dividido 
los dos mbdulos elasticos entre el factor comun 10 9 . 

De las ecuaciones (a) y ( b ) 

P a = 115 kN 
P b = 31.9 kN 

Para calcular los esfuerzos se tiene: 

P 1 1 5 X 1 0 3 

a = -/ = = 192 X I0 6 N/m 2 = 192 MN/m 2 Resp. 

a A a 600 X 10” 6 


p 3 1 9 x 1 0 3 

°b=-r = — 1 r = 106 X 10 6 N/m 2 = 106 MN/m 2 Resp. 

A b 300 X 1(T 6 

Como ambos esfuerzos son inferiores a los limites de proporcionalidad respectivos, las 
soluciones son aceptables. Si, por ejemplo, el esfuerzo en el acero hubiera sobrepasado su 
limite de proporcionalidad, la soluci6n no seria v&lida y se tendrian que modificar las dimen- 
siones de las distintas partes del sistema. Quiz& lo mks simple seria aumentar la longitud de la 
varilla de acero para hacerla menos rigida. Se puede observar en este problema lo que suele 
ocurrir en las estructuras estaticamente indeterminadas, que los elementos de mayor rigidez 
soportan la mayor parte de las cargas. Este es un principio fundamental en la teoria de las 
estructuras hiperestaticas, que se conoce con el nombre de principio de las rigideces * 


PL \ 1 / PL \ 

AEJa - 1.6 V AE) b 


8 b w 1 / 
06 " 16 ° blen ’ 06 


PROBLEMAS 

232. Una barra de acero de 50 mm de 
diametro y 2 m de longitud se envuelve con un 
cascaron de hierro fundido de 5 mm de espesor. 
Calcular la fuerza de compresibn que es preciso 
aplicar para producir un acortamiento de 1 mm 
en la longitud de 2 m de la barra compuesta. Para 


el acero, E = 200 x 10 9 N/m 2 , y para el hierro 
fundido, E = 100 x 10 9 N/m 2 . 

P = 240 kN Resp. 

233. Una columna de concreto armado de 
250 mm de diametro se disena para soportar una 


Ver Parcel y Maney, Statically Indeterminate Stresses , 2. a ed., Wiley, Nueva York, 1936, pag. 109. 
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fuerza axial de compresion de 400 kN. Si el es- 
fuerzo admisible en el concreto es de 6 MPa y en 
el acero de 120 MPa, determinar la seccion de 
refuerzo de acero que se necesitara. E c - 14GPa 
y E a = 200 GPa. 

Resp. A a = 1320 mm 2 

234. Una columna de madera de seccion 250 
x 250 mm se refuerza mediante placas de acero 
de 250 mm de ancho y espesor /, en sus cuatro ca- 
ras laterales. Determinar el espesor de las placas 
de manera que el conjunto pueda soportar una 
carga axial de 1200 kN sin que se excedan los es- 
fuerzos admisibles de 8 MN/m 2 en la madera y 
de 140 MN/m 2 en el acero. Los modulos elasticos 
son E m — 10 x 10 3 MN/m 2 y E a = 200 x 10 3 
MN/m 2 . 

235. Un bloque completamente rigido de 
masa M se apoya en tres varillas situadas en un 
mismo piano, como indica la figura P-235. Las 
varillas de cobre tienen una seccion de 900 mm 2 , 
E = 120 GPa, y esfuerzo admisible de 70 MPa. 
La varilla de acero tiene una seccion de 1200 
mm 2 , E = 200 GPa, y el esfuerzo admisible es 
140 MPa. Calcular el maximo valor de M. 



Resp. M = 22.3 x 10 3 kg 

236. En el problema 235, ^qu£ variation ha 
de tener la longitud de la varilla de acero para que 
las tres varillas trabajen a su m&ximo esfuerzo ad- 
misible? 

237. Los extremos inferiores de las barras 
de la figura P-237 estan en el mismo nivel antes 
de colgar de ellas un bloque rigido de masa 18 
Mg. Las barras de acero tienen una seccibn de 
600 mm 2 y E = 200 GN/m 2 . La barra de bronce 
tiene una seccibn de 900 mm 2 y E = 83 GN/m 2 . 
Determinar el esfuerzo en las tres barras. 



Figura P-237. 


Resp. o a = 124 MN/m 2 ; o b = 32.0 MN/m 2 

238. La plataforma rigida de la figura P-238 
tiene masa despreciable y descansa sobre dos 
barras de aluminio, cada una de 250.00 mm de 
longitud. La barra central es de acero y tiene una 
longitud de 249.90 mm. Calcule el esfuerzo en la 
barra de acero una vez que la carga central P de 
400 kN se haya aplicado. Cada barra de aluminio 
tiene un &rea de 120 mm 2 y un modulo E de 70 
GPa. La barra de acero tiene un area de 2400 
mm 2 y un modulo E de 200 GPa. 

P 


1 


Aluminio 




Acero 


Aluminio 






Figura P-238. 

239. Tres barras de acero, de secciones 
iguales de 100 x 25 mm, han de unirse mediante 
pasadores rigidos de 20 mm de diametro que 
las atravesaran por unos orificios realizados en 
los extremos de las barras. La distancia entre 
centros de orificios es de 10 m en las dos barras 
laterales o exteriores, pero es 1.25 mm mas corta 
en la barra central. Determinar el esfuerzo cor- 
tante en los pasadores despreciando la deforma- 
cion local en los orificios. 

Resp. r = 66.2 MPa 
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240. Como indica la figura P-240, tres 
alambres de acero de 30 mm 2 de section cada uno 
soportan una carga de masa M. Las longitudes ini- 
tials de los alambres son 19.994 m, 19.997 m y 
20.000 m. (a) <,Cual es el esfuerzo en el alambre 
mas largo, si M = 600 kg? (b) Si M = 200 kg, de- 
terminar el esfuerzo en el alambre mas corto. 
Emplee E = 200 GN/m 2 . 


indeformables. Soporta una carga axial P aplica- 
da, como indica la figura P-242. Demostrar que 
las reacciones vienen dadas por R x — Pb/L y R 2 
= Pa/L. Observese que estas reaccciones son 
analogas a las de una viga simplemente apoyada 
con una carga concentrada transversal aplicada 
en el mismo punto. 
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Figura P-240. 


Figura P-242. 

B Pi C P 2 


(-0.60 m * 


-1.20 m- 


D 


-0.90 m- 


Figura P-243. 


241. El co nj unto de la figura P-241 consiste 
de una barra rigida AS, de masa despreciable, ar- 
ticulada en O mediante un perno y fija a las va- 
rillas de aluminio y de acero. En la configuration 
mostrada, la barra AB est& en position horizon- 
tal y hay un claro A = 4 mm entre la punta infe- 
rior de la varilla de aluminio y su articulation en 
D . Calcule el esfuerzo en la varilla de acero cuan- 
do la punta inferior de la varilla de aluminio se 
articula en el apoyo D. 


243. Una barra homogenea de section cons- 
tante igual a 500 mm 2 se empotra en sus extremos 
en soportes rigidos. Se somete a la action de las 
fuerzas axiales P x = 25 kN y P 2 = 50 kN, apiica- 
das como indica la figura P-243. Determinar el 
esfuerzo en el segmento BC. Indication: Apro- 
vechar el resultado del problema anterior y 
emolear el metodo de superposition. 


r 


0.6 m- 


-1.2m- 


A C 


Acero (a) 

A = 300 mm 2 
E = 200 GPa 
L = 1.5 m 


')/)/ 

O 




244. La barra representada en la figura 
P-244 esta firmemente empotrada en sus extre- 
mos. Determinar los esfuerzos en cada material 
cuando se aplica la fuerza axial P = 200 kN. 


Aluminio ( A l ) 

A = 400 mm 2 
E = 70 GPa 



r 4 mm 


- 200 mm ^ 


-300 mm 


Aluminio (A!) 

E - 70 GPa 
A •-?? 900 mm 2 ^ _ 


Acero (ff) 

E = 200 GPa 
1200 mm 2 


Figura P-244 y P-245. 


Figura P-241. 


Resp. o Al - 62.8 MN /m 2 ; o a = 120 MN/m 2 


Resp. o a = 174 MPa 

242. Una varilla homogenea de section 
constante se empotra en sus extremos en soportes 


245. En el problema anterior, ique fuerza 
maxima P puede aplicarse sin que se sobrepasen 
los esfuerzos admisibles de 70 MPa erf el alumi- 
nio y de 120 MPa en el acero? iSc puede aplicar 
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una fuerza mayor si se modifica la longitud de la 
varilla de aluminio permaneciendo constante la 
de acero? En caso afirmativo, determinar la 
nueva longitud de aquella. 

246. Una varilla esta formada de tres partes 
distintas, como indica la figura P-246, y soporta 
unas fuerzas axiales P x = 120 kN y P 2 = 50 kN. 
Determinar los esfuerzos en cada material si los 
extremos estan firmemente empotrados en unos 
muros rigidos e indeformables. 

Resp. o (l = 122MN/m 2 


de compresion de 30 MN/m 2 . Determinar el es- 
fuerzo si a continuacion se le da a la tuerca una 
vuelta mas. ^Cuantas vueltas habra que dar aho- 
ra en sentido contrario para reducir tal esfuerzo a 
cero? 
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Figura P-250. 


247. Resolver el problema anterior si los 
muros ceden, separandose 0.60 mm al aplicar las 
fuerzas dadas. 
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Bronce 

Aluminio 

* A — 2400 mm 2 

A = 1200 mm 2 

E = 83 GPa 

E = 70 GPa 


-300 mm - 


Acero y 

A = 600 mm 2 
E = 200 GPa 


Figura P-246 y P-247. 

248. Un tubo de acero de 2.5 mm de espesor 
ajusta exactamente dentro de otro de aluminio 
del mismo espesor. Si el diametro de contacto es 
de 100 mm determinar la presion de contacto y 
los esfuerzos circunferenciales si se somete el tu- 
bo de aluminio a una presion exterior de p = 4 
MN/m 2 . E a = 200 x 10 9 N/m 2 , y E 4I = 70 x 
10 9 N/m 2 . 


Resp. o b = 75.4 MN/m 2 ; 1.66 vueltas 

251. Segun se muestra en la figura P-251, 
una viga rigida de masa despreciable esta articu- 



Figura P-251. 


lada en O y sujeta mediante dos varillas de dife- 
rentes longitudes; pero por lo demas, identicas. 
Determine la carga en cada varilla si P = 30 kN 

Resp. P A = 9.10 kN; P B = 11.94 kN 


P c = 2.96 MN/m 2 ; 

Resp. 0(J = 59.2 MN/m 2 
o A/ = 20.8 MN/m 2 

249. En el problema anterior determinar la 
presion de contacto y los esfuerzos circunferen- 
ciales en el caso de que, inicialmente, exista una 
holgura radial de una centesima de milimetro 
entre ambos tubos, antes de aplicar la presion de 
4 MN/m 2 en el tubo de aluminio. 

250. La figura P-250 representa un tornillo 
de acero que sujeta, mediante unas arandelas y 
tuerca, un tubo o manguito de bronce. El paso 
del tornillo es de 0.80 mm, la seccion recta del tu- 
bo de bronce es de 900 mm 2 y la del tornillo de 
acero es de 450 mm 2 . Se aprieta la tuerca hasta 
conseguir en el manguito de bronce un esfuerzo 


252. Una viga rigida de masa despreciable 
esta articulada en un extremo y suspendida de 

\\\\\ 




Acero 

.4 = 600 mm 2 
E = 200 GPa 
L - 4 m 


Aluminio 
A = 900 mm 
E - 70 GPa 
L - 3 m 
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Figura P-252. 
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dos varillas. La viga esta inicialmente en position 
horizontal y en seguida se aplica la carga P. Cal- 
cule el movimiento vertical de la carga si P = 120 
kN. 

Resp. 2.92 mm 

253, Una barra rigida, de masa despre- 
ciable, esta articulada en un extremo y suspendi- 
da de una varilla de acero y una de bronce, segun 
se muestra en la figura P-253. ^Cuanto vale la 
carga maxima P que puede aplicarse sin exceder 
un esfuerzo en el acero de 120 MN/m 2 ni uno en 
ei bronce de 70 MN/m 2 ? 


zz 

Acero 

= 900 mm2 
= 200 GPa 
= 3 m 

fuL/ 

// 

/ // 


Bronce 

A = 300 mm 
E = 83 GPa 
L- 2 m 

) 



1 ml 

r* — 2 m — ^ 

* o m ^ 

T P 


Figura P-253. 


254. La figura P-254 representa la section 
esquem&tica de un balcon. La carga total, unifor- 
memente repartida es de 600 kN y esta soportada 
por tres varillas de la misma section y del mismo 
material. Determinar la parte de la carga que so- 
porta cada varilla. Se supone al suelo colgante 
como perfectamente rigido, y tengase en cuenta 
que no queda necesariamente horizontal. 



255, Tres varillas, situadas en un mismo 
piano, soportan conjuntamente una fuerza de 10 
kN como se indica en la figura P-255. Suponien- 
do que antes de aplicar la carga ninguna de las 
tres estaba ni floja ni tensa, determinar las ten- 
siones que aparecen en cada una. Para el acero, 
E a = 200 x 10 9 N/m 2 , y para el bronce, E b = 83 
x 10 9 N/m 2 . 



Figura P-255. 

256. Tres barras AB , AC y AD se articulan 
en A para soportar juntas un carga P = 20 kN, 
como se indica en la figura P-256. El desplaza- 
miento horizontal del punto A esta impedido por 
una corta varilla horizontal AE que se supone in- 
finitamente rigida. Determinar los esfuerzos en 
cada barra y la fuerza total en AE. Para la barra 
de acero, A = 200 mm 2 y E = 200 GPa, y para 
cada una de las barras de aluminio, A = 400 
mm 2 y E = 70 GPa. 

257. Con los mismos datos del problema an- 
terior, calcular el maximo valor P si los esfuerzos 
admisibles son de 40 MPa en el aluminio y de 120 
MPa en el acero. 



Resp. P B = 183 kN 


Figura P-256 y P-257. 
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2-6. ESFUERZOS DE ORIGEN TERMICO 

Es bien conocido el hecho de que los cambios de temperatura provocan en los cuerpos 
dilataciones o contracciones, de manera que la deformation lineal d T , viene dada por 

d T = aL{AT) (2-14) 

en donde a es el coeficiente de dilatation lineal, que se expresa en m/m-°C, o simplemen- 
te (°C) -i , L es la longitud y AT es la variation de temperatura en °C. Por la ecuacion de di- 
mensiones de la formula (2-14) se deduce que d T se expresa en las mismas unidades que L . 

Si no se impide la deformation debida a la temperatura, como ocurre en los sistemas es- 
taticamente determinados, no apareceran esfuerzos en la estructura, pero en multitud de ca- 
sos no es posible evitar que las deformaciones termicas esten total o parcialmente impedidas. 
Como resultado de ello aparecen fuerzas internas que contrarrestan, tambien partial o total- 
mente, estas deformaciones. Los esfuerzos originados por estas fuerzas internas se Hainan es- 
fuerzos termicos, o esfuerzos de origen termico . 

A continuation se indica el procedimiento general para determinar las fuerzas y los es- 
fuerzos originados cuando se impide la deformation termica. 

1. Se considera a la estructura descargada de toda fuerza aplicada y sin ligaduras que 
impidan la libre deformation termica. Representar en un esquema estas deformaciones, aho- 
ra ya posibles, exagerando sus magnitudes. 

2. Se aplica ahora a la estructura las fuerzas necesarias (desconocidas) para que vuelva 
a las condiciones iniciales de restriction de movimientos. Representar estas fuerzas en el es- 
quema anterior. 

3. Las relaciones geometricas entre las deformaciones debidas a la temperatura y las de- 
bidas a las fuerzas aplicadas en el esquema proporcionan unas ecuaciones que, junto con las 
de equilibrio estatico, permiten determinar las fuerzas desconocidas. 

Los ejemplos siguientes ilustran la aplicacion de este procedimiento a distintos casos. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

258. Una varilla de acero de 2.50 m de longitud esta firmemente sujeta entre dos muros. 
Si el esfuerzo en la varilla es nulo a 20°C, determinar el esfuerzo que aparecera al descender 
la temperatura hasta -20°C. La section es de 1200 mm 2 , a = 11.7 fim/ (m • °C), y E = 200 
GN/m 2 . Resolver el problema en los dos casos siguientes: (a) Muros completamente rigidos e 
indeformables, y (b) muros que ceden ligeramente, acortandose su distancia en 0.5 mm al 
descender la temperatura de la barra. 

Solution: 

Caso a) Imaginemos que se suelta la varilla del muro derecho. En estas condiciones 
puede producirse libremente la deformation termica. El descenso de temperatura origina 
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Figura 2-12. Muros rigidos. 


una contraction, representada por d T en la figura 2-12. Para volver a unir la varilla al muro, 
$e necesitara aplicar a la varilla una fuerza de tension P que produzca una deformation por 
carga <5. Del esquema de deformaciones se deduce en este caso que b T = <5, o bien, 


/ . T PL oL 

“< 4 T)L - ae - T 


de donde 


0 = aL( AT) = (200 X 10 9 )(1 1.7 X 10“ 6 )(40) = 93.6 X 10 6 N/m 2 
= 93.6 MN/m 2 


Resp. 


Observese que la longitud L no interviene en la ecuacion. Quiere esto decir que el esfuerzo es 
independiente de la longitud y solo depende de las caracteristicas fisicas de la barra y de la 
variacion de la temperatura, y no de sus caracteristicas geometricas. 

Caso b) Si el muro cede acercandose al otro, en la figura 2-13 se observa que la contrac- 
cion termica libre es igual a la suma de la deformacirin debida a la carga y del acercamiento 
de los muros. Es decir, 


S T = S p + acercamiento 


Sustituyendo los valores de las deformaciones resulta: 

aL(AT) = — + acercamiento 


o bien 


(11.7 X 1CT 6 )(2.5)(40) = - + (o.5 X 10“ 3 ) 

V A A 7 200 X 10 9 V 


de donde 


0 - 53.6 MN/m 2 


Resp. 


Observese que en este caso, al ceder ligeramente los muros en una cantidad fija, el es- 
fuerzo se reduce considerablemente y la longitud de la barra ya no desaparece de la ecuacion, 
como ocurria en el caso a). 



Acercamiento 


Figura 2-13. Muros no rigidos. 


2-6 Esfuerzos de origen termico 53 



Figura 2-14. Diagrams de cuerpo libre. 


259 . Un bloque rigido que tiene una masa de 5 Mg pende de tres varillas simetricamente 
colocadas, como se indica en la figura 2-14. Antes de colgar el bloque, los extremos infe- 
riors de las varillas estaban al mismo nivel. Determinar la tension en cada varilla despues de 
suspender el bloque y de una elevacion de temperatura de 40°C. Emplear los datos de la 
tabla siguiente: 



CADA 

VARILLA 


VARILLA DE ACERO 

DE BRONCE 

Area (mm 2 ) 

500 

900 

E (N /m 2 ) 

200 x 10 9 

83 x 10 9 

a [ [xm/ (m- °C)] 

11.7 

18.9 


Solucion: La figura 2-15 muestra el nivel inicial de las varillas antes de suspender el bloque. 
Con las varillas completamente libres, una elevacion de temperatura daria lugar a las defor- 
maciones termicas 8 Ta y d Tb en el acero y en el bronce, respectivamente. Finalmente, cuando 
las varillas estan unidas al bloque, despues de la elevacion de temperatura, se llega a la posi- 
tion final indicada en la figura. Pero para poder unir las varillas al bloque, habra sido preci- 
so estirarlas para alcanzar unas deformaciones 8 Pa y 5 Pb mediante la aplicacion de unas fuer- 
zas P a y P b9 en el acero y en el bronce. El diagrama del cuerpo libre correspondiente al blo- 
que, figura 2-14, representa los efectos en este de las fuerzas iguales y de sentido contrario 
que las varillas ejercen sobre el. 

Del esquema de deformaciones de la figura 2-15 se deduce la siguiente relation geo- 
metriea entre las deformaciones: 


Sr 0 + 8 Pa — 8r b + 8 Pb 


o sea 
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Nivel 
j / inicial 


~F 
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j i_._ 


_1_Z 


Nivel 

final 


Figura 2-15, Esquema de deformaciones. 


en donde, sustituyendo los datos, 


(11.7 X 10~ 6 )(0.5)(40) + 


^( 05 ) 

(500 X 10 _6 )(200 X 10 9 ) 


= (18.9 X 10 ’ 6 )(1)(40) + 


^0) 

(900 X 10~ 6 )(83 X 10 9 ) 


y reduciendo los terminos, 

P a - 2MP h = 104 x 10 3 N (a) 

Del diagrams de cuerpo libre de la figura 2-14 se deduce otra relation entre P a y P h , 

[2 7 = 0] 2 P a + P b = (5000)(9.81) = 49.05 x 10 3 N (b) 

Resolviendo el sistema formado por ( a ) y ( b ) results: 

P a = 37.0 kN 
P b = -25.0 kN 

El signo negativo de P b indica que esta fuerza actua en sentido contrario al supuesto, es de- 
cir, que la varilla de bronce esta comprimida y, por tanto, se debe prevenir su posible pandeo 
o flexion lateral. 

Los esfuerzos son: 


\ a -L] 

37.0 x 10 3 




° a 500 "X I0“ 6 




= 74.0 MN/m 2 

(tension) 

Resp. 


25.0 X 10 3 



° h ~ 900 X 10~ 6 




= 27.8 MN/m 2 

( compresion) 

Resp. 


260 . Con los mismos datos del problema 259 determinar la elevacion de temperatura 
necesaria para que la carga aplicada sea soportada unicamente por las varillas de acero. 
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Bronce 


Acero 


Acero 


6x 




Nivel 

inicial 


Nivel 

final 


Figura 2-16. La varilla de bronce no ha de soporiar carga alguna. 


Solution: En lugar de intentar aprovechar parte de los resultados del ejemplo anterior con- 
viene aplicar el procedimiento general con sus tres fases indicadas anteriormente. Imagine- 
mos las varillas separadas del bloque y colgando libremente, tai como se senala en La figura 
2-16. La elevacion de temperatura determina las deformaciones termicas d Ta y 8 Tb . 

Puesto que la varilla de bronce no ha de soportar parte alguna de la carga, la position fi- 
nal de las varillas de acero ha de ser al mismo nivel al que ha quedado, sin esfuerzo alguno, la 
de bronce. Por tanto, las varillas de acero deberan experimentar una deformation 5 Pa produ- 
cida por las tensiones P a , cada una de las cuales debe ser de 24.53 kN, para que entre las dos, 
y por simetria, soporten los 49.1 kN del bloque. 

En estas condiciones, la relation geometrica entre las deformaciones es 

^ r b = ^T a + ^ Pa 

o bien / PL \ 

de donde 

(18.9 X 10" 6 )(l)(Ar) = (11.7 X 10- 6 )(0.5)(Ar) 

(24.53 X 10 3 )(0.S) 

(500 X 10 6 )(200 X 10 9 ) 

A7'=9.4°C Resp. 

Es evidente que un incremento de temperatura mayor obligara al bronce, que se dilata 
mas que el acero, a empujar al bloque rlgido, originando as! una compresion en la varilla. 
Esto confirma el resultado obtenido en la problema 259, con una elevacion de temperatura 
de 40° C. 


PROBLEMAS 


261. Una varilla de acero de 150 mm 2 de 
section esta sujeta en sus extremos a dos puntos 
fijos, estando estirada con una fuerza total de 
5000 N a 20°C. Calcular el esfuerzo en la varilla a 
- 20°C. i A que temperatura se anulara el esfuer- 


zo? a = 11.7 M m/(m-°C) y E = 200 x 10 9 
N/m 2 . 

Resp. a = 127 MN/m 2 ; T = 34.2°C 
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262. Una varilla de acero anclada entre dos 
muros rigidos queda sometida a una tension de 
5000 N a 20°C. Si el esfuerzo admisible es de 130 
MN/m 2 , hallar el diametro minimo de la varilla 
para que no se sobrepase aquel al descender la 
temperatura hasta -20°C. Suponga a = 11.7 

• °C) y E = 200 GPa. 

263. Los rieles de una via ferrea, de 10 m de 
longitud, se colocan a una temperatura de 15°C 
con una holgura de 3 mm. L A que temperatura 
quedaran a tope? Calcular el esfuerzo que 
adquiririan a esta temperatura si no existiera la 
holgura senalada. ex = 11.7 /cm/(m-°C) y E = 
200 GPa. 

264. Una llanta de acero de 10 mm de espe- 
sor y 75 mm de ancho se coloca sobre una rueda 
motriz de locomotora, de 1.8 m de diametro, ca- 
lentandola a 90°C, temperatura a la cual encaja 
perfectamente sobre la rueda, que esta a 20°C. 
Determinar la presion de contacto entre ambas 
ruedas al descender la temperatura comun a 
20°C. Despreciar la deformacion de la rueda pro- 
ducida por la presion de contacto. ex = 11.7 
/an/(m • °C) y E = 200 x 10 9 N/m 2 . 

265. Un aro de bronce de 20 mm de espesor 
cuyo diametro interior es de 600 mm se coloca 
perfectamente ajustado sobre otro de acero de 15 
mm de espesor, a una temperatura comun de 
130°C. El ancho, igual para los dos, es de 100 
mm. Determinar la presion de contacto entre am- 
bos aros cuando la temperatura descienda hasta 
20°C. Despreciar el hecho de que el aro interior 
pueda abollarse por pandeo. E a = 200 GPa y a 
= 11.7 pai i/(m • °C). E h = 83 GPa y cx = 19 
/tm/(m • °C). 

Resp. p = 2.86 MN/m 2 

266. A una temperatura de 20° C se coloca 

una plancha rigida que tiene una masa de 55 Mg 
sobre dos varillas de bronce y una de acero, como 
se indica en la figura P-266. que temperatura 
quedara descargada la varilla de acero? Datos: 
Acero: A = 6000 mm 2 , E = 200 x 10 9 N/m 2 y cx 
= 11.7 • °C). Bronce (cada una): A - 

6000 mm 2 , E = 83 x 10 9 N/m 2 y cx = 19.0 
pa n/(m • °C). 

Resp. T = 129°C 



267. A una temperatura de 20°C hay un cla- 
ro A = 0.2 mm entre el extremo inferior de la 
barra de bronce y la losa rigida suspendida de las 
dos barras de acero, segun se muestra en la figura 
P-267. Despreciando la masa de la losa, determi- 
ne el esfuerzo en cada barra cuando la tempera- 
tura del conjunto se eleva a 100°C. Para la barra 
de bronce, A = 600 mm 2 , E = 83 x 10 9 N/m 2 y 
a = 18.9 fxm/(m • °C). Para cada barra de acero, 
A = 400 mm 2 , E — 200 x 10 9 N/m 2 ycx =. 11.7 
/*m/(m • °C). 



Figura P-267. 


268, Un cilindro de aluminio y otro de 
bronce, perfectamente centrados, se aseguran 
entre dos placas rigidas que se pueden apretar 
mediante dos tornilios de acero, com o se observa 
en la figura P-268. A 10°C no existen fuerzas 
axiales en conjunto del dispositivo. Determinar 
las tensiones en cada material a 90° C, con los si- 
guientes datos: 

Aluminio, A = 1200 mm 2 , £ = 70 x 10 9 N/m 2 , 
y cx = 23 p.m/(m • °C). 

Bronce, A ~ 1800 mm 2 , E = 83 x 10 9 N/m 2 , y 
cx = 19.0 /xm/(m • °C). 

Cada tornillo, A = 500 mm 2 , E = 200 x 10 9 
N/m 2 , y a = 11.7 pan/(m • °C). 

Resp. = 33.7 MN/m 2 
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20 mm 


20 mm 



269 . Resuelva el problema anterior supo- 
niendo que hay un claro de 0.05 mm entre el 
extremo derecho del cilindro de bronce y la placa 
rigida a 10°C. 

270 . Un cilindro de acero esta dentro de un 
manguito de bronce, ambos de la misma longi- 
tud, y los dos juntos soportan una fuerza vertical 
de compresion de 250 kN que se aplica por inter- 
medio de una placa de apoyo horizontal. Deter- 
minar: (a) la variacion de temperatura con la que 
el acero queda totalmente descargado, y (b) la 
que descarga por completo al bronce. Datos: 
Acero: A = 7200 mm 2 , E = 200 GPa, y a - 
11.7 /xm/(m • °C). Bronce: A = 12 x 10 3 mm 2 , E 
= 836 P a9 y E = 83 GPa, a = 19.0 ixm /( m • °C). 


271. Un manguito de bronce se monta sobre 
un tornillo de acero y se sujeta mediante una 
tuerca. Calcule el cambio de temperatura que 
causara que el esfuerzo en el bronce sea de 20 
MPa. Para el tornillo de acero, A = 450 mm 2 , E 
= 200 GPa y a = 11.7 p n/(m • °C). Para el 
manguito de bronce, A = 900 mm 2 , E = 83 GPa 
y a = 19.0 ^m/(m • °C). 

272. En el caso del problema 271 suponga 
que la tuerca se aprieta para producir un esfuerzo 
inicial de 1 5 x 10 6 N/m 2 en el manguito. Halle el 
esfuerzo en este ultimo despues de un aumento de 
temperatura de 70°C. 

Resp. 38.2 MN/m 2 


273 . La barra compuesta de la figura P-273 
esta firmemente sujeta a soportes indeformables. 


- 200 mm 


* 300 mm — H> 


Aluminio 


Acero 


A' = 70 X 10 9 N/m- £ n 200 X 10 9 N/m 2 

A 900 mm 2 A 1200 mm 2 


Figura P-273 y P-274. 


Se aplica una fuerza axial P = 200 kN a una tem- 
peratura de 20° C. Calcular los esfuerzos en cada 
material a la temperatura de 60°C. a = 11.7 
fim/(m • °C) para el acero y 23.0 ^m/(m • °C) pa- 
ra el aluminio. 

274 . En el problema anterior, ^a que tempe- 
ratura alcanzara el esfuerzo en el aluminio y el 
acero el mismo valor numerico? 

Resp. a At = 18.7 MN/m 2 ; o a = 181 MN/m 2 

275 . Una varilla esta formada por los tres 
segmentos que indica la figura P-275. Si las fuer- 
zas axiales P x y P 2 son nulas, determinar los es- 
fuerzos en cada material al descender la tempera- 
tura 30°C en los casos siguientes: (a) los soportes 
no se mueven en absoluto, y (b) los soportes ce- 
den 0.300 mm. a = 18.9 fi m/(m * °C) para el 
bronce, 23.0 ^m/(m • °C) para el aluminio y 11.7 

• °C) para el acero. 

Resp. (a ) o a = 118 MPa; 

(b) o Al = 40.0 MPa 


276. Resolver el problema anterior si P x y P 2 
son de 50 kN y los apoyos ceden 0.30 mm al des- 
cender la temperatura 50°C. 

Resp. A s / A a = 0.516 


-800 mm- 


Pr 


500 mm- *t-»- 400 mm - 

i 

I 

gE*3=zz: 


Bronce Aluminio Acero 

A 2400 mm 2 A - 1200 mm 2 A =- 600 mm 

E 33 e - 70 E ^ 200 

X 10° N/m 2 X 10 9 N/m 2 x 10"N 

Figura P-275, P-276. 


277 . La barra rigida AB esta articulada me- 
diante un perno en O y conectada a dos varillas 
segun se muestra en la figura P-277. Si la barra 
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Figura P-277. 


/i# se mantiene en position horizontal a determi- 
nada temperatura, calcule la relation de areas de 
las varillas para que la barra AB se mantenga ho- 
rizontal a cualquier temperatura. Desprecie la 
masa de la barra AB 

Resp. A a /A AI = 0.56 

278. Una barra rigida horizontal de masa 
despreciable esta conectada a dos varillas segun 
se muestra en la figura P-278. Si el sistema esta 
originalmente libre de esfuerzos, determine el 
eambio de temperatura que causara un esfuerzo 
de tensidn de 60 MPa en la varilla de acero. 


Resp. o a - 134 MPa (tension); o Al - 11.3 MPa 
(compresion) 

280. Los extremos inferiores de las tres va- 
rillas de acero de la figura P-280 estan al mismo 
nivel antes de aplicar la fuerza de 600 kN. Las 
tres varillas tienen la misma section, A = 2000 
mm 2 , a = 11.7 /im/(m • °C), y E = 200 x 10 9 
N/m 2 . Determinar la relation entre la fuerza en 
la varilla C y el eambio de temperatura AT medi- 
do en grados Celsius, despreciando la masa de la 
placa rigida. 


Acero 


3 m 


A = 900 mm 2 

E = 200 GPa 

cv = 11.7 gm/(m • °C) 


-2 m- 


-3 m- 


2 m 


Bronce 

A = 1200 mm 2 
E = 83 GPa 
of = 18.9 Mm/(m • °C) 
// A / / 



Figura P-280. 


Figura P-278. 

279. Para el conjunto mostrado en la figura 
P-219, determine el esfuerzo en cada una de las 
dos varillas verticales si la temperatura se eleva 
40°C despues que se aplica la carga P = 50 kN. 
Desprecie la deformation y la masa de la barra 
horizontal AB. 


281. Como se observa en la figura P-281, 
cuatro barras de acero soportan una masa de 15 
Mg. Cada barra tiene una section de 600 mm 2 . 
Determinar la fuerza de tensidn en cada barra 
despues de un incremento de temperatura de 
50°C. a = 11.7 • °C) y E = 200 x 10 9 

N/m 2 . 

Resp. Pa = Pd = 21.5 kN; 

P B = p c = 67.3 kN 
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282. Resolver el problema anterior si A y D 
son de acero y B y C, de aluminio. Para este me- 
tal a = 23.0/im/(m- °C)yE = 70 x 10 9 N/m 2 . 


15 Mg 


Figura P-281 y P-282. 


RESUMEN 


Las fuerzas axiales producen una distribution uniforme de esfuerzo cuyo valor es: 


P 


( 1 - 1 ) 


y dan lugar a unas deformaciones totales dadas por: 



(2-4) 


Recuerdese que la expresion (2-4) solo es valida si: 1) el material es homogeneo, 2) la section, 
constante, 3) la fuerza, axial y 4) los esfuerzos, inferiores al limite de proporcionalidad. 

Las fuerzas axiales producen deformaciones laterales que se determinan por la relation 
de Poisson. En los casos en que estas deformaciones laterales esten partial o totalmente 
impedidas, se aplica la ley de Hooke para esfuerzos segun dos o tres ejes perpendiculares. 

Las estructuras estaticamente indeterminadas se resuelven aplicando las ecuaciones de 
equilibrio estatico junto con ecuaciones adicionales entre las deformaciones, deducidas de 
consideraciones geometricas. 

Los esfuerzos de origen termico se calculan determinando las relaciones entre las defor- 
maciones termicas 


8 t = aL(lT) 


(2-14) 


y las deformaciones el&sticas que, junto con las ecuaciones de equilibrio estatico, permiten 
resolver los distintos problemas que se presentan en la practica. 



3-1. INTRODUCCION E HIPOTESIS FUNDAMENTALES 

En este capitulo se estudia el problema de la torsion y sus aplicaciones, pero solo en el 
caso de arboles de seccion circular, o de tubos de pared delgada. La torsion de arboles* de 
seccion arbitraria es un problema complejo del que solo se exponen las formulas de aplica- 
cion. 

Con la torsion se inicia, por otra parte, el estudio de los problemas en los que el esfuerzo 
no se distribuye uniformemente dentro de una seccion. Aunque la teoria general de este tipo 
de problemas es complicada, su aplicacidn es sencilla, y una vez deducidas las formulas, no 
hay mas que sustituir en ellas los valores de los datos y nada mas. 

El procedimiento general que se sigue en todos los casos de distribution no uniforme de 
esfuerzos se puede resumir en los siguientes puntos: 

1. Del examen de las deformaciones elasticas que produce un determinado tipo de car- 
ga, y la aplicacion de la ley de Hooke, se determinan unas relaciones entre los esfuerzos en 
los distintos puntos de la seccion, de manera que sean compatibles con las deformaciones. 
Tales relaciones se denominan ecuaciones de compatibilidad. 

2; Aplicando las condiciones de equilibrio en el diagrama del cuerpo libre correspon- 
diente a una portion del cuerpo, se obtienen otras relaciones entre los esfuerzos. Dichas rela- 
ciones, deducidas de la consideration del equilibrio entre las fuerzas exteriores aplicadas y 
las fuerzas resistentes interiores en una seccion de exploration, se llaman ecuaciones de 
equilibrio . 


* N. del R. Se conoce como drbol a todo elemento mec&nico que tiene la forma.de un sblido de revolucidn y que 
se utiliza para trasmitir par. El arbol de seccidn circular suele llamarse “eje” o “flecha” (en ingles, shaft). 
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3. Comprobacion de que la solution del sistema de ecuaciones de los puntos 1 y 2 satis- 
face las condiciones de carga en la superficie del cuerpo. Es decir, se han de verificar las con - 
diciones de frontera impuestas. 

En la teoria de elasticidad se demuestra que si existe una solution que satisface estos tres 
grupos de ecuaciones, esta solution es unica. 

Para deducir las formulas de la torsion se debe establecer una serie de hipotesis que 
pueden demostrarse matematicamente y algunas de ellas, comprobarse experimentalmente. 
Las dos primeras corresponden a secciones circulares. 

1. Las secciones circulares permanecen circulares despues de la torsion. 

2. Las secciones planas permanecen planas y no se alabean despues de la torsion. 

3. La proyeccion sobre una section transversal de una linea radial de una section per- 
manece radial despues de la torsion. 

4. El arbol esta sometido a la action de pares torsores o torsionantes que actuan en pia- 
nos perpendiculares a su eje. 

5. Los esfuerzos no sobrepasan el limite de proporcionalidad. 

3-2. DEDUCCION DE LAS FORMULAS DE TORSION 

En la figura 3-1 se muestran dos proyecciones de un arbol circular macizo. A1 aplicar un 
momento torsionante T a los extremos del arbol, una generatriz cualquiera, tal como A£, en 



Figura 3-1. Deformaci6n de un arbol circular. 
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la superficie del cilindro, inicialmente recta y paralela al eje, se tuerce formando una helice 
AC, al tiempo que la seccion en B gira un cierto angulo 6 respecto de la seccion en A. Se 
puede adquirir una representation intuitiva de como se forma esta helice de la manera si- 
guiente: 

Imaginemos que el arbol esta formado por innumerables «rebanadas» o porciones elis- 
coidales muy delgadas, todas ellas perfectamente rigidas y unidas mediante fibras elasticas. 
La (2) sufrira una rotation, resbalando sobre la (T) hasta que la fibras elasticas que las unen 
se deformen y produzcan, al estirarse, un par resistente que equilibre al par aplicado. En este 
momento, las “rebanadas” o porciones discoidales (T) y (2) actuaran como un conjunto 
unico y rigido, trasmitiendo el par torsionante a la (3) ; esta girara hasta que las fibras elasti- 
cas que la unen a (2) desarrollen como antes un par resistente igual al par aplicado, y asi su- 
cesivamente, propagandose la deformacion a lo largo de la longitud L del arbol. La helice 
AC es la linea que une los puntos iniciales de referenda de todas las rebanadas infinitamente 
delgadas, puntos que antes de la deformacion estaban sobre AB. Esta description intuitiva 
de la deformacion por torsion en un arbol es puramente ideal, pero la helice que resulta esta 
perfectamente definida. En realidad, todas las rebanadas empiezan a girar al mismo tiempo 
sobre las anteriores, tan pronto como se aplica el momento torsionante, y el angulo total de 
torsion $ de uno a otro extremo aumenta si el momento de torsion se incrementa. 

Consideremos ahora una fibra cualquiera a una distancia p del eje del arbol. Por la hi- 
potesis 3 de la seccion 3-1 , el radio de dicha fibra gira tambien el mismo angulo 6 , producien- 
dose una deformacion tangencial <5, igual a DE. La longitud de esta deformacion es el arco de 
circulo de radio p y angulo 6 y viene dada por: 

8 S = DE = f)9 ( a ) 


En estas condiciones, la distorsion es: 


S s PO 
Y = T = T 


y el esfuerzo cortante, segun la ley de Hooke, 


r — Gy 



C b ) 


(c) 


La expresion (c) se suele llamar ecuacion de compatibilidad, ya que los esfuerzos expre- 
sados por ella son compatibles con las deformaciones elasticas. Observese que los terminos 
de parentesis son constantes que no dependen de la posicion de la fibra; de aqui que el esfuer- 
zo cortante en un punto interior sea el producto de una constante por su distancia al centro, 
es decir, la distribution de esfuerzos a lo largo de cualquier radio varia linealmente con la 
distancia al centro de laseccidn. La figura 3-1 representa graficamente esta variacion a lo lar- 
go de OB\ el esfuerzo cortante maximo, r m ^ x , tiene lugar evidentemente en la fibras exte- 
riores. 

Siguiendo el procedimiento general de la seccion 3-1 se divide el arbol en dos mediante 
una seccion M-N perpendicular a su eje y se traza el diagrama del cuerpo libre correspon- 
diente a una de las partes, como el representado en la figura 3-2. 

Un elemento diferencial de area de esta seccion estara sometido a una fuerza resistente 
dP = r dA, ya que al ser diferencial se puede admitir que el esfuerzo es constante dentro del 
elemento. Como la mision de estas fuerzas resistentes, que representan la accion sobre esta 
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Figura 3-2. Diagrama del cuerpo libre de la figura 3-1. 


seccion de la parte suprimida del solido, es oponerse al momento torsionante aplicado T, han 
de tener la direction perpendicular al radio para producir el maximo efecto. En una seccion 
circular esto es matematicamente cierto, pero dificil de demostrar aqui; baste con decir, aun- 
que se considere como axioma, que, como consecuencia del principio de conservation de la 
energia, las fuerzas resistentes se distribuyen siempre de manera que sean lo mas eficaces po- 
sibles y que, por tanto, dP ha de ser perpendicular a p de forma que produzca la maxima re- 
sistencia a la torsion. 

Para que se cumplan las condiciones de equilibrio estatico, apliquemos la condition LM 
= 0, es decir, que el par torsor resistente ha de ser igual al momento torsionante aplicado. El 
par resistente T r es la suma de los momentos respecto al centro de todas las fuerzas diferen- 
ciales dP : 


T = T r = fpdP = fp(r dA ) 
Sustituyendo r por su valor dado en (c) resulta: 



Ahora bien, \p 2 dA = 7, es el momento polar de inercia de la seccion recta, con lo que: 



que tambien se suele escribir en la forma:* 



( 3 - 1 ) 


A fin de expresar 6 en las unidades apropiadas (radianes), T debe estar en N • m y L en 
m; J por supuesto esta en m 4 y G, en N/m 2 . Si deseamos expresar 8 en grados, multiplicamos 
el segundo miembro de la ecuacion (3-1) por la fraccion unitaria, 180 grad/7r rad = 57.3 
grad/rad. 


* Observese la semejanza de la ecuacion (3-1) con la ecuacion de la deformacion lineal 5 - PL/AE , analogia que 
hace recordar mas facilmente estas expresiones. 
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Sustituyendo el valor de GO/L en la ecuacion (c) por su equivalente T/J dado por (3-1) 
se obtiene: 



que es la formula de la torsion. Para calcular el maximo esfuerzo cortante, que es la expre- 
sion mas utilizada en la practica, se sustituye p por el radio r del arbol, es decir: 


7> 

J 


r . 

max 


(3-2a) 


observese que al haber aplicado la ley de Hooke en la deduction de estas formulas, los es- 


fuerzos no deben sobrepasar el limite de proporcionalidad*. Ademas, conviene insistir en 
que estas expresiones solo son validas en el caso de secciones circulares, llenas o huecas 1 ". 

En la figura 3-3 se muestran los valores del momento polar de inercia para secciones cir- 
culares. Sustituyendo estos valores en la formula de la torsion, esta adquiere las siguientes 
formas: 


IT _ 16 T 
*nr* wd 3 


Eje macizo: 


(3-2b) 


^max 


277? 1 6TD 


Eje hueco: T - 

J max 


(3-2c) 


■n(R* - r 4 ) m(D 4 - d 4 ) 


En muchas aplicaciones practicas, los arboles se utilizan para trasmitir potencia. Del es- 
tudio de la dinamica se sabe que la potencia 9 transmitida por un par constante T que gira a 
velocidad angular constante o> esta dada por 


9 = Tco 


donde co esta medida en radianes por unidad de tiempo. Si el arbol gira a una frecuencia de / 
revoluciones por unidad de tiempo, a> = 2?r/, y se tiene 


<eP = T 27 rf 

Asi, el momento torsionante trasmitido puede expresarse como 


9 _ 

2<nf 


(3-3) 


* La expresion (3-2a) tambien se emplea para determinar el esfuerzo de ruptura por cortante. Aunque en el ins- 
tante de la ruptura de un arbol se habra excedido el limite de proporcionalidad, el esfuerzo cortante obtenido apli- 
cando esta formula, que suele llamarse mddulo de ruptura a torsidn , sirve para comparar los esfuerzos ultimos o de 
ruptura de muestras de distintos materiales y diametros. 

+Una formula suficientemente aproximada para determinar el esfuerzo cortante maximo en una barra de seccion 
rectangular es 



en donde a es el lado mayor y b, el lado menor del rect&ngulo. 
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Seccidn hueca 



d 


d- 

D 


4 j 4 
_ nr _ na 

2 “ 32 



Figura 3-3. Momentos polares de inercia. 


Con 6 } medida en watts (1 W = 1 N • m/s) yf en revoluciones por segundo (r/s), la ecuacion 
anterior determinara el momento torsionante en newton-metros. Puede usarse este valor de 
T en la ecuacion (3-2) para obtener el esfuerzo cortante maximo y en la ecuacion (3-1) para 
determinar el angulo de giro. 

PROBLEMAS iLUSTRATIVOS 

301. Un arbol macizo de un tren de laminacion tiene que trasmitir una potencia de 20 
kW a 2 r/s. Determinar su diametro de manera que el esfuerzo cortante maximo no exceda 
de 40 MN/m 2 y que el angulo de torsion, en una longitud de 3 m, sea como maximo de 6°. 
Emplee un valor de G de 83 GN/m 2 . 

Solution: Este problema es un ejemplo de diseno de un elemento de maquina en el que se ha 
de tener en cuenta tanto la resistencia como la rigidez. Se comienza por determinar, segun 
(3-3), el momento torsionante a que esta sometido el arbol. 


Para satisfacer la condicion de resistencia se aplica (3-2b) que da el esfuerzo cortante maxi- 
mo, 


16(1590) 
t rd* 


16 T 

T = 


40 X 10 6 = 


de donde = 202 x 10 6 m 3 = 202 X 10 3 mm 3 y d = 58.7 mm 

Ahora, de la expresion del angulo de torsion (3-1), se deduce el diametro necesario que 
satisface la condicion de rigidez, 

9 = X 57.3 o bien, J = -^ X 57.3 


JG 


9G 


■ad* = 1590(3)(57.3) 
32 ~ (6)(83 X 10 9 ) 


de donde 
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G a = 83 GN/m 2 


Figura 3-4. Arbol compuesto estaticamente indeterminado. 


Per tanto: 

d 4 = 5.59 X 10“ 6 m 4 = 5.59 X 10 6 mm 4 y d = 48.6 mm 

El diametro mayor de 58.7 mm satisface, pues, a las dos condiciones de resistencia y de 
rigidez. 

302. La figura 3-4 muestra un arbol macizo de dos materiales y diametros distintos, fir- 
memente unidos y perfectamente empotrado en sus extremos. La parte de aluminio tiene 75 
mm de diametro y G Al v ale 28 x 10 9 N/m 2 y la de acero tiene 50 mm de diametro y G a = 83 
x 10 9 N/m 2 . El par torsor aplicado es de 1000 N * m, y como se observa en la figura, se apli- 
ca en la union de las dos partes. Calcular el maximo esfuerzo cortante en el acero y en el alu- 
minio. 

Solution: Se trata de un problema estaticamente indeterminado en el que se desconoce en 
que proportion $e reparte el par torsor aplicado entre las dos partes, derecha e izquierda, del 
arbol. El procedimiento a emplear es exactamente el mismo que el seguido en la seccion 2-5 
para elementos estaticamente indeterminados en el caso de fuerzas axiales. Aplicando en pri- 
mer lugar las condiciones de equilibrio estatico se tiene: 

[2M = 0] T a +T AI =T= 1000 (a) 

La otra relaci6n entre T a y T AI se obtiene por las condiciones geomtiricas de la deforma- 
tion que, en este caso, se expresa por la igualdad del angulo de torsion desde la seccion en 
que se aplica el par torsor, a los dos extremos del eje. Es decir d„ c = d al . Por consiguiente, se- 
gun (3-1), 

7;(1.5) 5/(3) 

«(«! x ,0») ' X 10’) 

de donde 

T a = 1. 177.4, (b) 

Resolviendo el sistema formado por (a) y (b) resulta: 



T a ,= 461 N-m y r= 539 N-m 
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Teniendo ahora en cuenta la formula de la torsidn, los esfuerzos respectivos vienen da- 
dos por: 


167] 


16(461) 
tt( 0.075 ) 3 


= 5.57 x 10 6 N/m 2 


71 d 


= 5.57 MN/m 2 
_ 16(539) = . 

tt( 0.050) 3 
= 22.0 MN/m 2 


= 22.0 X 10 6 N/m 2 


303. Un arbol de seccion constante, de 50 mm de diametro esta sometido a los pares 
torsores que se indican en la figura 3-5 a traves de engranes montados sobre el. Si G = 83 x 
10 3 MN/m 2 , determinar, en grados, el angulo total de torsion entre A y D. (Material: acero.) 

Solution: El empleo de vectores para indicar el sentido de los pares aplicados, como se ve en 
la parte inferior de la figura 3-5, facilita la determinacion del momento torsionante resultan- 
te sobre cada parte del arbol. Para ello, apliquemos las condiciones de equilibrio al diagrama 
de cuerpo libre entre una seccion cualquiera y un extremo del eje, por ejemplo, D. Entonces, 
con respecto a D, los pares trasmitidos por cada porcion y, por tanto, los momentos tor- 
sionantes a que estan sometidos, son: T AB = 700 N • m en sentido del reloj, T BC = 500 N • m 
en sentido contrario al del reloj y T CD = 800 N - m en sentido del reloj. 

El angulo de torsion total es la suma algebraica de los angulos parciales en cada porcion. 


700 N ■ m 



2 m 


50 mm di&m 



800 N • m 


1300 N-m 1200 N-m 


700 N* m 




I) 


C B 

r CD = 800 T bc = -500 T ar = 700 



Figura 3-5. Deformaciones angulares por torsion. 
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Tomando arbitrariamente la deformation en sentido del reloj como positiva, y aplicando la 
expresion (3-1) con el factor 57.3 para obtener el angulo en grados, se obtiene: 


®A/D 2 


TL 

JG 


6 A/D =—'2TL X 57.3 
57.3 


w(0.050) 4 


[700(3) - 500(1.5) + 800(2)] 


32 


(83 x 10 9 ) 


Lo cual da 


6 A/D = 3.32° Resp. 

El signo positivo indica que el angulo de torsiOn de A respecto a 22 es en sentido del reloj. 


PROBLEMAS 

304. Calcular el rrunimo diametro de un kx- 
bol de acero que, sometido a un momento tor- 
sionante de 14 kN • m, no debe experimentar una 
deformation angular superior a 3° en una longi- 
tud de 6 m. <,Cual es entonces el esfuerzo cortan- 
te maximo que aparecer& en el? Use G = 83 
GN/m 2 . 

Resp. d = 118 mm; r = 43.4 MN/m 2 

305. En un arbol macizo de 5 m de longitud, 
en el que el Angulo total de torsion es de 4° , el es- 
fuerzo cortante maximo es de 60 MPa. Si G = 83 
GPa, calcular su diametro. iQut potencia podra 
transmitir a 20 r/s? 

Resp. d = 104 mm; = 1.67 MW 

306. Hallar la longitud de una varilla de 
bronce de 2 mm de diametro para que pueda tor- 
cerse dos vueltas completas sin sobrepasar el es- 
fuerzo cortante admisible de 70 MPa. Use G = 
35 GPa. 

307. Un gran &rbol de trasmision para la he- 
lice de un barco tiene que transmitir 4.5 MW a 3 
r/s sin que el esfuerzo cortante exceda de 50 
MN/m 2 y sin que el Angulo de torsion sea supe- 
rior a un grado en una longitud de 25 di&metros. 
Determinar el di&metro m&s apropiado si G = 83 
GN/m 2 . 


308. Demostrar que un arbol hueco de sec- 
cion, circular, cuyo di&metro interior sea la mitad 
del exterior, tiene una resistencia a la torsion que 
es igual a l ~ de la que tiene un arbol macizo del 
mismo diametro exterior. 

309. Un arbol de acero de diametro cons- 
tante e igual a 60 mm esta cargado mediante pa- 
res aplicados a engranes montados sobre el, se- 
gun se muestra en la figura P-309. Usando un 
modulo G = 83 GN/m 2 , calcule el angulo de tor- 
sion del engrane D con respecto al A. 

310. Determinar el m&ximo momento tor- 
sionante que puede soportar un arbol hueco de 
seccibn de 100 mm y 70 mm de di&metros exterior 
e interior, respectivamente, sin que se sobrepase 
un esfuerzo cortante de 60 x 10 6 N/m 2 y sin que 
la deformacion sea superior a medio grado por 
metro de longitud. Use G = 83 x 10 9 N/m 2 . 

311. Un &rbol de transmisibn de acero cons- 
ta de una parte hueca de 2 m de longitud y 
diametros de 100 mm y 70 mm, y otra parte maci- 
za de 70 mm de diametro y 1.5 m de longitud. 
Determinar el maximo momento torsionante que 
puede soportar sin que el esfuerzo sobrepase el 
valor de 70 MN/m 2 , ni el angulo total de torsibn 
supere el valor de 2.5° en la longitud total de 3.5 
m. Use G = 83 GN/m 2 . 

Resp. T - 4.01 kN • m 


3-2 Deducci6n de las f6rmulas de torsidn 69 


800 N • m 



312. Una trasmision flexible consta de un 
alambre de acero de 5 mm de diametro encerrado 
en un tubo guia en el que encaja tan ajustado que 
se produce un par torsor resistente por friccion 
de 2 N • m/m. Determinar la maxima longitud 
que puede tener si el esfuerzo cortante no debe 
exceder de 140 MPa. ^Cual sera el angulo total de 
torsion? Use G = 83 GPa. 


mitado a 60 MN/m 2 y el angulo de rotation en el 
extremo libre no debe exceder de 4°. 



Resp. L = 1.72 m; 6 = 33.3° 

313. El arbol de la figura P-313 gira a 3 r/s 
absorbiendo 30 kW en A y 15 kW en B de los 45 
kW aplicados en C. Si G = 83 x 10 9 N/m 2 , cal- 
cular el esfuerzo cortante maximo y el angulo de 
torsion de la rueda A respecto de la rueda C. 
(Material acero.) 



Resp. 7 m ax = 64.9 MN/m 2 ; 6 = 8.23° 

314. Un arbol de acero se encuentra carga- 
do segun se muestra en la figura P-314. Usando 
un modulo G = 83 GN/m 2 , calcule el diametro 
requerido del arbol si el esfuerzo cortante esta li- 


Figura P-314. 

315. A un eje de seccibn constante y 5 m de 
longitud que gira a 2 r/s se le aplican 70 kW a tra- 
ves de un engrane situado a 2 m del extremo iz- 
quierdo, en donde se absorben 20 kW. En el 
extremo derecho se utilizan 30 kW y a 1.5 m de 
este, los otros 20 kW. (a) Dimensionar el arbol si 
el esfuerzo cortante no ha de exceder de 60 
MN/m 2 . (b) Si el eje tiene un diametro de 100 
mm, determinar el angulo total de torsidn de un 
extremo al otro. Use G = 83 GN/m 2 . 

Resp. d = 69.6 mm; 6 = 0.448° 

316. Un eje de acero de 3 m de longitud 
tiene un diametro que varia uniformemente des- 
de 60 mm en un extremo hasta 30 mm en el otro. 
Suponiendo que es valida la ecuacibn (3-1) en ca- 
da elemento diferencial de longitud sin error 
apreciable, determinar el angulo total de torsion 
si trasmite un par torsor de 170 N • m. Use G = 
83 x 10 3 MN/m 2 . 

Resp. 6 = 1.29° 
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317. Un arbol hueco de bronce de 75 mm de 
diametro exterior y 50 mm interior tiene dentro 
un eje de acero de 50 mm de diametro y de la mis- 
ma longitud, estando ambos materiales firme- 
mente unidos en los extremos del eje. Determinar 
el maximo esfuerzo en cada material cuando se 
somete el conjunto a un par torsor de 3 kN * m. G 
= 35 GN/m 2 para el bronce y G = 83 GN/m 2 
para el acero. 

Resp. T b = 28.5 MN/m 2 ; r a = 45.1 MN/m 2 

318. Un arbol compuesto esta construido 
con tres materiales diferentes y sujeto a dos pares 
aplicados segun se ilustra en la figura P-318, (a) 
Calcule el maximo esfuerzo cortante desarrollado 
en cada material, (b) Calcule el angulo de rota- 
cion del extremo libre del arbol. Use los siguien- 
tes valores: G at = 28 GN/m 2 , G ac = 83 GN/m 2 y 
G b = 35 GN/m 2 . 


100 mm diam. 75 mm diam. 



1 .5 m 

Figura P-318. 

319 . En el arbol de la figura P-319, firme- 
mente empotrado en sus extremos, la porcibn AB 
tiene 75 mm de diametro y es de bronce, con r < 
60 MN/m 2 y G = 35 GN/m 2 . La portion BC es 
de acero, de 50 mm de diametro, r < 80 MN/m 2 
y G = 83 GN/m 2 . Si a = 2 my b = 1.5 m, deter- 
minar el par torsor maximo T que puede aplicar- 
se en el punto B de union de las dos partes. 

320 . En el problema anterior determinar la 
relacibn de longitudes b/a que debe existir para 
que el acero y el bronce trabajen al maximo es- 
fuerzo posible. iQ ue par torsor T es necesario 
para ello? 


b/a = 1.19; T = 6.93 kN • m 
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Figura P-319 y P-320. 


321. Un arbol compuesto, que consta de un 
segmento de aluminio y uno de acero, esta some- 
tido a dos momentos de torsion como se muestra 
en la figura P-321 . Calcule el maximo valor admi- 
sible de T de acuerdo con las siguientes condi- 
ciones: r ac < 100 MPa, r al < 70 MPa, y el angulo 
de rotacior del extremo libre, limitado a 12°. Use 
los valores G ac = 83 GPa y G a , = 28 GPa. 


75 mm diam. 5Q mm dj - 



Figura P-321. 


322. Un par torsor T se aplica, como indica 
la figura P-322, a un arbol macizo con extremos 
empotrados. Demostrar que los momentos tor- 
sionantes en los empotramientos son 7\ = Tb/L 
y T 2 = Ta/L Variarian estos valores si el arbol 
fuera hueco? 



a 


L 
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Figura P-322. 


323 . Un arbol de 100 mm de diametro y 3 m 
de longitud, con los extremos empotrados, se so- 
mete a un par torsor de 4 kN « m aplicado a 1 m 
del extremo izquierdo y a otro del mismo sentido 
de 16 kN • m a 2 m de ese extremo. Determinar el 
esfuerzo cortante maximo en cada porcion del ar- 
bol. Indication : Aplicar el metodo de superposi- 
cion con la solucion del problema anterior. 

324 . Un arbol se compone de tres porciones 
AC y CD y DB soldadas entre si y el conjunto fir- 
memente empotrado en sus extremos y cargado 
como indica la figura P-324. Para el acero G = 
83 GN/m 2 ; para el aluminio G = 28 GN/m 2 ; y 
para el bronce G = 35 GN/m 2 . Determinar la 
tension cortante maxima en cada material. 

Resp. T b = 472 N • m; T al = 9.3 MN/m 2 
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T c - 300 N * m T d = 700 N • m 



C 




325. Los dos arboles de acero mostrados en 
la figura P-325, cada uno con un extremo em- 
potrado en un apoyo rigido, tienen sendas bridas 
rigidamente sujetas a sus extremos libres. Los 
ejes estan atornillados uno al otro en sus bridas. 
Sin embargo, existe una desaiineacion de 6° en la 


localization de los barrenos de los tornillos, se- 
gun se ilustra en la figura. Calcule el maximo es- 
fuerzo cortante en cada arbol una vez que los ejes 
se hayan atornillado uno al otro. Use un valor de 
G = 83 GN/m 2 y desprecie la deformation 
de tornillos y bridas. 



3-3. ACOPLAMIENTOS POR MEDIO DE BRIDAS 

Una conexion o acoplamiento rigido muy empleado entre dos arboles es el que se repre- 
senta en la figura 3-6, y que consiste en unas bridas o discos que forman cuerpo con cada ar- 
bol, y que se unen entre si mediante pernos o tornillos. El par torsor se trasmite por la resis- 
tencia al esfuerzo cortante de los pernos. 




Figura 3-6. Acoplamiento por medio de bridas. 
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Figura 3-7. Acoplamiento por bridas con dos series concentricas de pernos. 


Suponiendo que el esfuerzo se distribuye uniformemente, la fuerza en cada perno viene 
dada por la formula del esfuerzo cortante simple P = At, es decir, (ird 2 /A)r, y actua en el 
centro de cada perno, tangente a la circunferencia de radio R en donde se situan est os. El par 
torsor que resiste cada perno es PR , y para un numero cualquiera n de pernos, la capacidad 
del acoplamiento viene dada por 



(3-4) 


En ocasiones, un acoplamiento tiene dos series concentricas de pernos, como se observa 
en la figura 3-7. Llamando P x y. P 2 a las fuerzas cortantes que soportan cada perno en los 
circulos exterior e interior, la resistencia del acoplamiento es: 


T = PiRirt, + PjR^n 


(3-5) 


2 a 2"2 


La relacion entre P x y P 2 puede determinarse del hecho que las bridas, de rigidez relati- 
vamente grande, causan deformaciones angulares en los pernos, que son proporcionales a 
sus distancias al eje del arbol. Asi, las deformaciones angulares estan relacionadas por 


Usando la ley de Hooke para la deformacion angular, G = 7 / 7 , tenemos 


Si los pernos en ambos circulos tienen la misma area A x = A 2 , y si ademas son del mismo 
material, G x = G 2 , la relacion entre 'Px y P 2 se reduce a 



Este es el caso mostrado en la figura 3-7. Usando la relacion entre P x y P 2 , ecuacion (3-5), de- 
terminar la capacidad torsional del acoplamiento. 
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Para tres o mas tirculos concentricos de pernos se puede aplicar el mismo procedimien- 
lo. Como se vera en el Capitulo 12, esta forma de trabajar de los pernos, pasadores o re- 
maches tambien ocurre en las uniones de placas cuando, cargadas excentricamente, se pro- 
duce un momento en el piano de la union. 


PROBLEMAS 

326. Un acoplamiento por medio de bridas 
tiene 8 pernos de 20 mm de diametro, equidistan- 
temente espaciados en un circulo de 300 mm de 
diametro. Determinar el par torsor que puede 
trasmitir si el esfuerzo cortante admisible en los 
pernos es de 40 MN/m 2 . 

Resp. T = 15.1 kN - m 

327. Un acoplamiento por medio de bridas 
conecta un arbol de 90 mm de diametro y otro 
hueco de diametros exterior e interior de 100 y 90 
mm, respectivamente. Si el esfuerzo cortante ad- 
misible es de 60 MN/m 2 , determinar el numero 
de pernos de 10 mm que se necesitarian, dispues- 
tos en una circunferencia de 200 mm de 
diametro, para que el acoplamiento sea igual- 
mente resistente que el mas debil de los arboles. 

328. Un acoplamiento por medio de bridas 
tiene 6 pernos de 10 mm situados en una circun- 
ferencia de 300 mm de diametro y cuatro pernos 
del mismo diametro, en otro circulo concentrico 
de 200 mm de diametro, como se indica en la fi- 
gura 3-7. <,Que par torsor puede trasmitir sin 
que el esfuerzo cortante exceda de 60 MPa en los 
pernos? 

Resp. T = 5.50 kN • m 

329. Determinar el numero de pernos de 
acero de 10 mm de diametro que se necesitarian 
en el circulo exterior del problema anterior para 
poder trasmitir un par torsor de 8 kN * m. 

Resp. 10 pernos 

330. Resolver el problema 328 si en el 
circulo interior los pernos son de 20 mm de 
diametro. 

331. En un conjunto de remaches sometidos 
a la action de un par torsor, demostrar que se 
puede aplicar la formula de la torsidn r = Tp/J 
para determinar el esfuerzo cortante en el centro 


de un remache, siendo J = A p 2 , donde A es el 
area de la section recta de un remache situado a 
una distancia p del centroide del conjunto de re- 
maches. 

332. Una placa se sujeta a un elemento fijo 
y rigido mediante cuatro remaches de 20 mm de 
diametro, como se indica en la figura P-332. De- 
terminar el maximo y minimo esfuerzos cortantes 
que aparecen en los remaches. 



Figura P-332. 


333. Seis remaches de 20 mm de diametro 
sujetan la placa de la figura P-333 a una base 
rigida. Determinar el esfuerzo cortante medio en 
cada remache producido por las fuerzas de 40 kN 
aplicados como se indica. iQub fuerzas adiciona- 
les P podrian aplicarse sin que el esfuerzo cortan- 
te sobrepase el valor de 60 MN/m 2 en remache 
alguno? 



Resp. r m4x = 45.9 MN/m 2 ; P = 55.4 kN 
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334. La placa de la figura P-334 se sujeta a 
una base rigida mediante 3 remaches de 10 mm. 



Figura P-334. 


Determinar el valor de las fuerzas P de manera 
que en ninguno de los remaches se sobrepase el 
esfuerzo cortante admisible de 70 MPa. 

Resp. P = 7.12 kN 

335. Un acoplamiento por medio de bridas 
tiene seis pernos de acero de 10 mm de diametro, 
espaciados uniformemente en una circunferencia 
de 300 mm de diametro, y cuatro pernos de alu- 
minio de 20 mm de diametro en un circulo de 200 
mm de diametro. <,Que par torsor puede transmi- 
ts sin exceder el valor de 60 MN/m 2 en el acero o 
de 40 MN/m 2 en el aluminio? Para el acero G a = 
83 GN/m 2 y para el aluminio G A/ = 28 GN/m 2 . 

Resp, T = 5.94 kN * m 


3-4. ESFUERZO CORTANTE LONGITUDINAL 

En el estudio de los esfuerzos debidos a la torsion, se ha considerado hasta ahora el es- 
fuerzo cortante que se produce en las secciones transversales. Sin embargo, tambien aparece 
un esfuerzo cortante longitudinal, de direccion perpendicular al anterior, y del mismo modu- 



Figura 3-8. Equivalencia de los esfuerzos cortantes longitudinal y transversal en la torsibn. 
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lo. Es un ejemplo del principio general que veremos mas adelante, en la seccion 5-7, de que 
todo esfuerzo cortante que actua sobre una cara de un elemento va acompanado siempre de 
otro de igual valor absoluto en otra cara perpendicular a la primera. 

Para demostrar la existencia de este esfuerzo longitudinal, consideremos un elemento 
aislado por dos secciones transversales, dos pianos axiales longitudinales y dos superficies 
cilindricas de distinto radio, como se observa en la figura 3-8a. Si en el diagrama de cuerpo 
libre de este elemento, muy ampliado en la figura 3-8b, se toman momentos de las fuerzas 
aplicadas respecto al eje gh, se deduce que solo es posible el equilibrio si ademas del esfuerzo 
cortante r ya estudiado actua otro longitudinal r\ Multiplicando los esfuerzos por las areas 
de las caras sobre las que actuan para tomar momentos de las fuerzas, resulta: 

2 A i gh — Oj (r dr r dO ) dx — (Y dr dx)r dO = 0 

y dividiendo entre el factor comun r dO dr dx , 

r' — T 

En la figura 3-8c se observa, en perspectiva, un corte de un arbol de seccion circular, con 
la presentation, de los esfuerzos cortantes transversales y longitudinales. 

3-5. TORSION DE TUBOS DE PARED DELGADA; 

FLUJO DE CORTANTE 

Aunque la torsion de ejes de seccion distinta a la circular requiere metodos de calculo 
mas avanzados, en el caso de tubos de pared deigada es facil obtener una solucion sencilla y 
muy aproximada a la solucion exacta. En la figura 3-9a se observa uno de estos tubos, de 
forma arbitraria y espesor de pared variable f, siempre pequeno comparado con las dimen- 
siones de la seccion. La figura 3-9b muestra, ampliado, un elemento cualquiera de este tubo 
a modo de cuerpo libre y con una longitud A L. El esfuerzo cortante transversal t x que existe 
en el punto de espesor t 1 produce otro longitudinal igual, como hemos visto en la seccion an- 
terior, y lo mismo ocurre con r 2 en la parte de espesor t 2 . 




Figura 3-9. Flujo de cortante en un tubo de pared deigada. 
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Figura 3-10. 


Las resultantes de estos esfuerzos cortantes longitudinales son 


F x - q x AL y F 2 = q 2 AL 


(a) 


en donde el simbolo q representa $ t i 2 t/2 r dt. El termino q se suele llamar flujo de cortante, y 

es un concepto muy interesante y conveniente cuando no se conoce, o no inter esa mucho, la 
distribution exacta del esfuerzo en un espesor dado. Considerando el equilibrio longitudinal 
del elemento se tiene, 


(b) 


q x A L = q 2 AL o bien, q x = q 2 


La igualdad de los valores del flujo de cortante en dos lugares arbitrariamente escogidos 
prueba que debe ser constante en todo el perimetro del tubo. De hecho, el nombre de flujo de 
cortante se debe a la analogia matematica entre este flujo y el flujo evidentemente constante 
de un fluido incompresible que circulara a traves de un conducto cerrado cuyos contornos 
fueran las paredes interior y exterior del tubo. 

Para relacionar el flujo de cortante con el par torsor aplicado T , analicemos la figura 
3-10. La fuerza tangencial q dL que actua en una longitud dL , contribuye al par resistente 
con un momento diferencial r(q dL) con respecto a un determinado centro O. Puesto que el 
momento torsionante es independiente del centro de momentos que se considere, igualando 
T a la suma de los momentos diferenciales, se tiene 



(c) 


En vez de efectuar la integracion, observamos que r dL es el doble del area del triangulo ra- 
yado cuya base es dL y cuya altura es el radio r. Por tanto, y puesto que q es constante, el va- 


lor de la integral es q veces el doble del area encerrada por la linea media de la pared del tubo, 
es decir, 


T = 2 Aq 


(3-7) 
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Por ultimo el esfuerzo cortante medio, en cualquier punto de espesor t, viene dado por: 


T = 


1 

t 


T 

2 At 


(3-8 > 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

336. Un tubo de pared delgada tiene la forma semicircular de la figura 3-11. Prescin- 
diendo de la concentracion de esfuerzos que se produce en las esquinas, calcular el momento 
torsionante que producira un esfuerzo cortante de 40 MN/m 2 . 



Solution: Aplicando (3-8) y teniendo en cuenta que A es el area encerrada por la linea media 
del tubo resulta: 


[T= 2Atr] 




tr 


7 ir 
, ~2 

= 2 

= 157 N * m 


y (0.025) 2 1 (0.002)(40 X 10 6 ) 


Resp. 


PROBLEMAS 


337. Se aplica un momento torsionante de 
600 N • m a un tubo de seccion rectangular, como 
el de la figura P-337. Determinar el espesor t de 
sus paredes de manera que el esfuerzo cortante 
no exceda de 60 MPa. Calcular el esfuerzo en los 
lados cortos. Despreciar la concentracion de es- 
fuerzo s en las esquinas. 



Figura P-337. 

338. Un tubo de 3 mm de espesor tiene una 
forma eliptica, como se indica en la figura P-338. 


Hallar el momento torsionante que producira en 
el un esfuerzo cortante de 60 MN/m 2 . 



Resp. T = 3.18 kN • m 

339. Un tubo de 3 mm de espesor tiene la 
forma y dimensiones que se indican en la figura 
P-339. Calcular el esfuerzo cortante si se le aplica 
un momento torsionante de 700 N • m, y el valor 
de a es 75 mm. 
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340. Determinar la dimension a del proble- 
ma anterior de manera que pueda soportar un 
momento torsionante de 600 N • m con un esfuer- 
zo cortante admisible de 70 MN/m 2 . 

Resp. a - 55.7 mm 

341. Deducir la formula de la torsion r = 
Tp/J para una seccion circular, partiendo de que 
esta puede considerarse formada por una serie de 
tubos de paredes delgadas encajados unos dentro 
de otros, y suponiendo que el esfuerzo cortante 
en cada fibra es proporcional a su distancia al 
centro. 


La figura 3-12 representa un resorte helicoidal de espiras cerradas, estirado bajo la ac- 
tion de una fuerza axial P. El resorte esta formado por un alambre o varilla redonda de 
diametro d enrollada en forma de helice de radio medio R. La pendiente de esta helice es pe- 
quena, de manera que se puede considerar con bastante aproximacion que cada espira esta 
situada en un piano perpendicular al eje del resorte. 

Para determinar los esfuerzos producidos por P seguiremos el procedimiento general de 
cortar el resorte por una seccion de exploration m-n , y determinar las fuerzas resistentes que 
se necesitan para el equilibrio de una de las porciones separada por esta seccion. Despues se 
analiza la distribution de esfuerzos que originan estas fuerzas resistentes. 

La figura 3- 13a representa el diagrama de cuerpo libre de la portion superior del resorte. 
Para el equilibrio en direction axial, la fuerza resistente P r , que representa la action sobre es- 



Figura P-339 y P-340. 


3-6. RESORTES HELICOIDALES 



Figura 3-12. Resorte helicoidal. 
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(b) Seccion w-/7 del resorte 


5 




1 2 


p r =p 

(a) Diagrama de cuerpo libre 


Figura 3-13. Analisis de un resorte helicoidal. 


ta seccion de la portion suprimida, ha de ser igual a P. El equilibrio horizontal tambien se 
cumple, ya que ninguna de las dos, ni P ni P r , tienen componentes en esta direccion. Para el 
equilibrio de momentos, como P y P r , opuestas y paralelas, producen un par PR, en la sec- 
cion debe existir otro par resistente PR igual y opuesto al anterior, originado por un esfuer- 
zo cortante de torsion, distribuido en la seccion de corte. Se representa por T = PR. 

La figura 3- 13b representa la distribution de esfuerzos que producen estas fuerzas resis- 
tentes en la seccion de corte. Observemos dos tipos de esfuerzo cortante: (1) un esfuerzo cor- 
tante r x uniformemente distribuido, producido por la fuerza resistente P r que pasa por su 
centro de gravedad, y (2) un esfuerzo cortante variable producido por el par torsor resistente 
T - PR. Este ultimo varia tanto en magnitud, con la distancia al centro, como en direccion, 
ya que es perpendicular al radio en cada punto. El esfuerzo resultante en cada punto es el 
vector suma de los vectores r x y r 2 . En el punto B , por ejemplo, los esfuerzos cortantes son de 
signos distintos (sentidos contrarios) y el esfuerzo resultante es la diferencia entre sus valores 
absolutos, pero en las fibras mas cercanas al eje del resorte, como C, los dos esfuerzos tienen 
la misma direccion y sentido por lo que se suman, y la suma da el maximo valor del esfuerzo 
cortante en la seccion. ^Existira algun punto en el diametro BC en el que el esfuerzo cortante 
sea nulo? Si es asi, <,c6mo se podria situar? 

En resumen, el esfuerzo cortante maximo tiene lugar en el punto de la seccidn mas pro- 
ximo al eje del resorte y viene dado por la suma del esfuerzo cortante directo, t x = P/A y el 
maximo valor del esfuerzo cortante producido por la torsion, r 2 = Tr/J, es decir: 


que puede escribirse en la forma 


16 PR 
*ird 3 



(3-9) 
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Figura 3-14. Torsion de barras rectas y curvas. 


Observando (3-9) se deduce que si la relacion d/4R es pequena, lo cual ocurre si el resor- 
te es de un alambre de diametro pequeno enrollado segun una helice de radio grande, el es- 
fuerzo maximo se debe principalmente a la torsion del alambre y, en realidad, se puede 
despreciar el efecto del esfuerzo cortante directo. Si se trata, en cambio, de resortes pesados, 
como los que se emplean en los ferrocarriles, hechos con varillas de gran diametro d con rela- 
cion al radio medio de las espiras R , el efecto del esfuerzo cortante directo P/A puede llegar 
a ser importante, del orden de un 14% o mas, y no se puede despreciar. 

Debemos hacer notar que en el estudio realizado se ha prescindido de otro efecto que 
hace aumentar el esfuerzo cortante maximo. Esto se debe a que la formula de la torsion apli- 
cada se dedujo para barras rectas, y en el resorte helicoidal la barra que se somete a torsion es 
curva. Este efecto tiene importancia unicamente en resortes pesados, en los que la curvatura 
de la barra es grande. En la barra recta de la figura 3-14a, la torsion produce la misma defor- 
macion d s en las fibras AB y CD y, por tanto, la distorsion y = 5/L es la misma en B que en D 
puesto que los elementos AB y CD tienen la misma longitud inicial. En cambio, en la barra 
curva de la figura 3-14b la situation es distinta, ya que aunque las fibras AB y CD tienen la 
misma deformation 6 S , como la longitud inicial de AB es menor que la de CD, la distorsion en 
B es mayor que en D, por lo que el esfuerzo cortante por torsibn en las fibras internas AB es 
mayor que en las externas CD. La importancia de este efecto depende de la magnitud de la 
diferencia de longitud inicial entre AB y CD. Evidentemente esta diferencia depende del gra- 
do de curvatura del alambre o barra, es decir, de la relacion d/R. El investigador A. M. 
Wahl ha desarrollado la siguiente formula que tiene en cuenta este efecto adicional*: 


= 1 6PR / 4m - 1 0.615 \ 

nd 3 \ 4m — 4 m ) 


(3-10) 


en donde m = 2 R/d = D/d es la relacibn del diametro medio de las espiras al diametro del 
alambre. Para resortes ligeros, en los que la relacion m es muy grande, el valor del primer su- 
mando del parentesis es proximo a la unidad, y para comparar esta expresion con (3-9) se 
puede escribir esta ultima en la siguiente forma: 


T m&x 


>nd 3 V m ) 


(3-9a) 


* Vease A. M. Wahl, «Stresses in Heavy Closely Coiled Helical Springs », Trans. A.S.M.E., Vol. 51, No. 
APM-51-17. 
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Para resortes pesados en los que la curvatura del alambre es grande y m es mas pequeno, la 
expresion (3-10) corrige el error de (3-9). 

La diferencia de los factores 0.5 y 0.615 en las expresiones (3-9a) y (3-10) tiene tambien 
?u razon de ser, ya que el esfuerzo cortante directo no se distribuye uniformemente en una 
seccion del alambre, sino que, como veremos en la seccion 5-7, el esfuerzo cortante en una 
section circular varia desde un maximo de 1.33 de su valor medio en el centro hasta cero en 
*o$ extremos del diametro vertical, y vale 1.23 de dicho valor medio en los extremos del 
diametro horizontal, supuesta la fuerza cortante vertical. El factor 0.615 de la expresion 
<3-10) resulta de multiplicar 0.5 por 1.23. 

Por ultimo, observese tambien que los resortes se fabrican en general de aceros y bron- 
ces especiales en los que el esfuerzo cortante admisible alcanza valores del orden de 200 a 800 
MPa. 

Distension de un resorte 

Practicamente toda la elongation de un resorte segun el eje se debe a la torsion del 
alambre. Si en la figura 3-15 se supone por un momento que todo el resorte, excepto la pe- 
quena longitud dL, es rigido, el extremo A girara hacia D un pequeno angulo dO. Como este 
angulo es muy pequeno, el arco AD = AB • dO puede considerarse como una recta perpendi- 
cular a AB , de donde, por la semejanza de los triangulos ADE y BAC se tiene, 

AE = BC 
AD “ AB 

o sea 

dS _ R 
AB’dO AB 

de donde _ D jn 



vp 

Figura 3-15. Deformacion de un resorte helicoidal. 
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Aplicando la expresion (3-1) se puede sustituir dd por su valor en funcion del momento 
torsionante, 


d8 


(PR)jiL 

JG 


(b) 


e, integrando a lo largo de toda la longitud del alambre, se obtiene la distension o elongacion 
total: , 


Sustituyendo L por lirRn, que es la longitud de n espiras de radio R, y / por x/ 4 / 32, re- 
sulta: 


8 = 


64 PRht 

Gd 4 


(3-11) 


Esta expresion de la distension del resorte desprecia el efecto de la fuerza cortante direc- 
ta, como se habia indicado anteriormente. Este efecto adicional viene dado por: 


^ _ PL _ PjZnRn) _ SPRn 

A G -nd 1 _ Gd 1 (3-12) 

~4~ G 

y es casi siempre despreciable frente al valor de S dado por (3-11), por lo que no se suele tener 
en cuenta. La formula (3-1 1) tambien se utiliza para determinar la deformacion axial de un 
resorte helicoidal sometido a compresion siempre que las espiras no esten tan poco espa- 
ciadas que lleguen a juntarse al aplicar la carga. 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

342. Dos resortes de acero dispuestos en serie soportan una carga P, como se indica en 
la figura 3-16. El resorte superior tiene 20 espiras de alambre de 20 mm, y un di&metro medio 
de 150 mm. El resorte inferior tiene 15 espiras de alambre de 10 mm y un radio medio de 130 
mm. Calcular el m&ximo esfuerzo cortante en cada resorte si la deformacidn total, alarga- 
miento en este caso, es de 80 mm y G = 83 GN/m 2 . 



Figura 3-16. 
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Solution: La deformation total es la suma de las deformaciones de ambos resortes, ya que 
estan sometidos a la traction P, Teniendo en cuenta (3-11) se obtiene para P el valor 


s _ ^ 64 PR'n ' 

64 P 

n — 

’ (0.075) 3 (20) ( (0.065) 3 (15) 

^ Gd* 

u.uou — 

83 x 10 9 

(0.020) 4 (0.010) 4 


P = 233 N 


Conocida P se pueden determinar los esfuerzos. Para el resorte superior, m = 2 R/d = 
2(0.075)/0.020 = 7.5 y 4 m = 30, por lo que aplicando la formula de Wahl (3-10) resulta: 

\6PR(4m-\ 0.615 \ 

7 max — — ~z T H ) 

77 d* V 4m — 4 m l 

16(223)(0.075) / 30 - 1 0.615 \ 

W " 7r(0.020) 3 l 30 — 4 + 7.5 j 

= 12.7 MN / m : Resp. 

Analogamente, para el resorte inferior en el que m = 2(0.065)/0.010 = 13 y 4 m = 52, 
se tiene 

16(223)(0.065) / 52 — 1 0.615 \ 

W_ w(0.010) 3 l 52-4 + 13 ) 

= 81.9 MN/m 2 Resp ' 

Si se hubiera aplicado la expresion (3-9) para obtener los valores de los esfuerzos cortan- 
tes, los resultados hubieran sido 1 1 .4 y 76.7 MN/m 2 en el resorte superior e inferior, respec- 
tivamente. Se deduce que en este caso la formula aproximada da unos errores relativos de 
10.2 y 6.35% por abajo de los valores m&s exactos de la formula de Wahl. 


PROBLEMAS 

343. Determinar el esfuerzo cortante m&xi- 
mo y el alargamiento en un resorte helicoidal de 
20 espiras de alambre de 20 mm con un radio me- 
dio de 80 mm, cuando el resorte soporta una car- 
ga de 2 kN. Aplicar la expresibn (3-10) con G = 
83 GN/m 2 . 

R esp. = 121 MN/m 2 ; 5 = 98.7 mm 

344. Calcular el m&ximo alargamiento del 
resorte del problema anterior si est& hecho de 
bronce fosforado para el que G = 42 GN/m 2 y el 
esfuerzo m&ximo puede ser de 140 MN/m 2 . Apli- 
car (3-10). 

345. Se construye un resorte helicoidal 
enrollando una varilla de 20 mm de di&metro 
sobre un cilindro de 150 mm de di&metro. Deter- 


minar el numero de espiras necesarias para per- 
mitir un alargamiento de 100 mm sin que el es- 
fuerzo cortante exceda de 140 MPa. Aplicar (3-9) 
con G = 83 GPa. 

Resp. n = 17.9 espiras 

346. Determinar el esfuerzo cortante m&xi- 
mo en un resorte de bronce fosforado de di&me- 
tro medio de 200 mm y formado por 24 vuei- 
tas de varilla de 20 mm de di&metro cuando se es- 
tira una longitud de 100 mm. Aplicar (3-10) con 
G = 42 GN/m 2 . 

347. Un embrague est& accionado por seis 
resortes helicoidales dispuestos simtiricarneme. 
Cada resorte tiene doce espiras de alambre de 
acero de 10 mm de di&metro y un di&metro exte- 
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rior de 50 mm. Determinar la fuerza que hay que 
ejercer contra la placa del embrague para compri- 
mir los resortes una longitud de 40 mm. ^Cual se- 
ra el esfuerzo cortante maximo en ellos? Aplicar 
(3-9) con G = 83 GN/m 2 . 

348. Dos resortes de acero colocados en se- 
rie, como indica la figura P-348, soportan una 
carga P. El resorte superior tiene 12 espiras de va- 
rilla de 25 mm de diametro con un radio medio de 
100 mm. El inferior tiene 10 espiras de varilla de 
20 mm de diametro con radio medio de 75 mm. Si 
el esfuerzo cortante no debe exceder en ninguno 
de ellos de 200 MN/m 2 , determinar P y el alarga- 
miento total del conjunto. Aplicar (3-10) con G 
= 83 GN/m 2 . Calcular la constante del resorte 
equivalente dividiendo la carga entre el alarga- 
miento. 



Figura P-348. 


349. Una carga P esta soportada por dos re- 
sortes helicoidales colocados concentricamente 
uno dentro de otro, como se observa en la figura 
P-349. El interior tiene 30 espiras de alambre de 
20 mm de diametro sobre un radio medio de 150 
mm y el exterior, 20 espiras de alambre de 30 mm 
con un radio medio de 200 mm. Determinar la 
carga maxima P que pueden soportar de manera 
que no se sobrepase el esfuerzo cortante admi- 
sible de 140 MPa en cada resorte. Aplicar (3-9) 
con G = 83 GPa. Inicialmente los dos resortes 
tienen sus extremos superiores al mismo nivel. 

Resp. P = 9.05 kN 

350. Si el resorte interior del problema ante- 
rior es de bronce fosforado con G = 42 GN/m 2 . 


calcular el esfuerzo cortante maximo en cada re- 
sorte con P = 5 kN. Aplicar (3-10). 

351. Una placa rigida se apoya en el resorte 
central, figura P-351, que es 20 mm mas largo 
que los dos resortes laterales, simetricamente co- 
locados. Cada uno de estos laterales tiene 18 espi- 
ras de alambre de 10 mm sobre un diametro me- 
dio de 100 mm. El resorte central tiene 24 espiras 
de alambre de 20 mm y diametro medio de 150 
mm. Si se aplica una carga P = 5 kN en la placa, 
determinar el esfuerzo cortante maximo en cada 
resorte. Aplicar (3-9) con G = 83 GN/m 2 . 



Resp. Resorte central: = 170 MN/m 2 

352. Resolver el problema 351 si los resortes 
laterales son de bronce fosforado para el que G 
= 42 GN/m 2 . <,Se puede predecir el efecto, cuali- 
tativo, de este cambio en los esfuerzos? 

353. Una barra rigida articulada en un 
extremo pende de dos resortes identicos, como se 
observa en la figura P-353. Cada uno de ellos 
tiene 20 espiras de alambre de 10 mm con 
di&metro medio de 150 mm. Determinar el es- 


j: 
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Figura P-349 y P-350. 
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rmerzo cortante maximo en los resortes aplicando 
<3-9). Desprecie la masa de la barra rigida. 

Resp. r mkx = 46.5 MN/m 2 

354. Si cada resorte del problema anterior 
nene 16 espiras de alambre de 10 mm sobre 160 
mm de diametro medio, determinar la carga ma- 
xima P para que el esfuerzo no exceda de 140 
MN/m 2 en ningun resorte. Use la ecuacion (3-9). 



355. Como se indica en la figura P-355, un 
bloque rigido de 50 kg pende de tres resortes cu- 
yos extremos inferiores, inicialmente, est&n al 
mismo nivel. Cada resorte de acero tiene 24 espi- 
ras de alambre de 10 mm de diametro sobre un 
diametro medio de 100 mm y G = 83 GN/m 2 . El 
resorte de bronce tiene 48 espiras de alambre de 
20 mm y diametro medio de 150 mm, con G = 42 
GN/m 2 . Determinar el esfuerzo cortante maximo 
en cada resorte aplicando (3-9). 



Resp. Para el bronce, r mjix = 9.93 MN/m 2 


RESUMEN 


El estudio de la torsion hecho en este capitulo se limita a secciones circulares, llenas o 
hueeas. El esfuerzo cortante es directamente proporcional a la distancia al centro de la sec- 
cion y viene dado por: 



(3-2) 


El esfuerzo cortante maximo en un arbol macizo de diametro d vale: 


T 


1 6T 

vd* 


<3-2b) 


En arboles huecos de diametro exterior D e interior d , se tiene: 


16 TD 

7 _ t n(D 4 —d 4 ) 


<3-2c) 


La deformacidn angular en una longitud L, expresada en radianes, viene dada por: 



(3-D 


que se convierte en grados sexagesimals multiplicando por 180/ x = 57.3. La expresidn (3-1) 
se utiliza no s61o para determinar Angulos de torsidn, sino tambien para resolver problemas 
de torsidn est&ticamente indeterminados. 
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La relacion entre el par, T , y la potencia trasmitida, <S> , por un arbol que gira a una fre- 
cuencia / es 

9 


T = 


f 


0 - 3 ) 


El estudio de los acoplamientos por bridas (seccion 3-3) es practicamente la aplicacion 
de la formula de la torsion a un numero finito de elementos de area sometidos a cortante. 

La existencia de un esfuerzo cortante longitudinal, como consecuencia del transversal, 
sirve para demostrar que el flujo de cortante q es constante a lo largo del contorno de un tu- 
bo de pared delgada (seccion 3-5). Su valor, en funcion del area A encerrada por la linea me- 
dia de la pared del tubo, es: 


Q = 


2 A 


(3-7) 


de la que se obtiene el valor medio del esfuerzo cortante en un punto de espesor /, que es: 

T 


'-f-SS 


(3-8) 


En los resortes helicoidales de espiras cerradas (seccion 3-6) el esfuerzo cortante maximo 
viene dado, con mucha aproximacion, por: 


y mas exactamente por: 


T = 


\6PR( t d\ 


16 PR l 4m - 1 0.615 

l 4m — 4 m 


( 3 - 9 ) 


(3-10) 


en donde m = 2 R/d. 

En la deformacion axial (distension) de un resorte se suele despreciar el efecto de la fuer- 
za cortante directa, atendiendose solamente a la torsion. Esta deformacion axial viene dada 
por: 


8 = 


64PR\t 

Gd 4 


( 3 - 11 ) 


4 

fuerza cortante 
y momento flexionante 

en vigas 


4-1. INTRODUCTION 

El problema fundamental de la resistencia de materiales es la determinacion de las rela- 
ciones entre los esfuerzos y las deformaciones producidas por las fuerzas que se aplican a un 
elemento o a una estructura. En el estudio realizado de las fuerzas axiales, y de la torsion, no 
se ha tenido dificultad alguna en la aplicacion de las relaciones entre esfuerzos y deforma- 
ciones, ya que en la mayoria de los casos las fuerzas y sus efectos, los esfuerzos internos, o 
bien eran constantes en el conjunto de la estructura o su distribucion entre las partes compo- 
nentes se conocia perfectamente. 

Sin embargo, el estudio de la flexion es mas complejo debido a que los efectos de las 
fuerzas aplicadas son variables de una a otra seccion de la viga. Estos efectos son de dos tipos 
claramente diferenciados, la fuerza cortante y el momento flexionante , al que a menudo se lla- 
ma simplemente momento , y que se define en la seccion siguiente. En el Capitulo 5 se vera 
como estos dos efectos producen dos tipos distintos de esfuerzos en las secciones transversa- 
les de las vigas: (1) un esfuerzo normal, directamente proporcional al momento flexionante, 
y (2) un esfuerzo cortante que depende de la fuerza cortante. En este capitulo, y como paso 
previo a la determinacion de los esfuerzos, se estudia la distribucion y el calculo de la fuerza 
cortante y del momento flexionante en vigas sometidas a distintas combinaciones de cargas 
en diferentes condiciones de sujecion o apoyo y, concretamente, la determinacion de sus va- 
lores maximos. En el Capitulo 6 se tratara de la deformacion de las vigas. 

En la figura 4-1 se muestran varios tipos de vigas con distintas condiciones de sujecion. 
Una viga simplemente apoyada en sus extremos, o viga simple, tiene una articulacion en un 
extremo y un apoyo movil sobre rodillos en el otro. Una viga en voladizo, o mensula, se suje- 
ta en un solo extremo, en un empotramiento que impide el giro en dicho extremo. Una viga 
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Figura 4-1. Vigas estaticamente detcrminadas. (a) Viga simplemente apoyada. (b) 
Viga en voladizo o mensula. (c) Viga simplemente apoyada con dos voladizos. 


apoyada con voladizos esta apoyada mediante una articulacion y un apoyo de rodillos, pero 
uno o los dos extremos sobresalen de los soportes. Todas estas vigas son estaticamente deter- 
minadas, ya que sus reacciones pueden determinarse directamente mediante la aplicacion de 
las ecuaciones de equilibrio estatico. 

En la figura 4-2 se muestran otras vigas con otras condiciones de sujecion, como son la 
viga empotrada-apoyada, la viga doblemente empotrada y la viga continua. Todas ellas 
tienen como minimo una reaccion mas de las estrictamente necesarias para su sustentacion, 
es decir, para impedir su movimiento como solido rigido y son, por tanto, estaticamente in- 




Figura 4-2. Vigas estaticamente indeterminadas, (a) Viga empotrada-apoyada o 
mensula con apoyo. (b) Viga doblemente empotrada. (c) Viga continua. 
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tieterminadas o hiperestaticas. La existencia de un exceso de reacciones hace que las 
ecuaciones del equilibrio estatico no sean suficientes para determinarlas, y se requiere el 
empleo de ecuaciones adicionales. Estas ecuaciones se obtienen considerando las deforma- 
Jones elasticas de la viga. Su solution se estudia en los Capitulos 7 y 8. 

Una carga concentrada o puntual es la que actua sobre una longitud tan pequena de la 
^ga que puede suponerse que lo hace sobre un punto, como se observa en la figura 4- la. Por 
ei contrario, una carga distribuida es la que actua sobre una longitud finita de la viga. Puede 
ser uniformemente distribuida en toda su longitud, como en la figura 4- lb, o sobre una parte 
de ella, como en la figura 4-lc. Las cargas distribuidas tambien pueden ser variables, uni- 
firmemente o no. En una carga uniformemente variable su intensidad crece o decrece en una 
proportion constante, como en las figuras 4-2a y 4-2b. Un ejemplo de cargas de esta clase es 
-a presion del agua contra las paredes de una presa, o el empuje de la arena. La carga trape- 
cial de la portion derecha de la viga de la figura 4-2c es una combination de carga unifor- 
me y de carga uniformemente variable. La carga puede variar tambien de una forma arbitra- 
ry, como en el vano o tramo izquierdo de la figura 4 2c. Este tipo de carga puede producirse, 
por ejemplo, en el apilado de sacos. 


4-2. FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEXIONANTE 

En la figura 4-3a se representa una viga simplemente apoyada, en equilibrio bajo la ac- 
tion de una fuerza concentrada P y de sus reacciones v R 2 . Por el momento, se desprecia 
el peso propio de la viga y solamente se tiene en cuenta el efecto de la carga P. Supongamos 
que se corta la viga por una seccion a-a a una distancia x de R u quedando la viga dividida en 
dos partes. En el diagrama de cuerpo libre de la portion izquierda, figura 4-3b, se observa 
que la fuerza exterior aplicada es R x . Para mantener el equilibrio, en la seccion de corte a-a 
deben aparecer unas fuerzas resistentes, necesarias para satisfacer las condiciones de la esta- 
tica, fuerzas que representan la action de la parte derecha suprimida sobre la portion iz- 
quierda considerada. En este caso, y como la fuerza exterior aplicada es vertical, se satisface 
directamente la condition LX = 0, siendo el eje X horizontal. 



Figura 4-3. Equilibrio de las partes de una viga a la izquierda y a la derecha de una 
seccidn a-a. 
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Euer/.a cortante positiva Fuerza cortante negativa 

Figura 4-4. Movimientos relativos que corresponden al signo de la fuer a cortante. 

Para satisfacer la condition L7 = 0, las fuerzas interiores en la section a-a deben origi- 
nar una fuerza resistente que se oponga a R v Esta fuerza es V r de la figura 4-3b, a la que se 
puede llamar fuerza resistente cortante. En el caso que se considera, V T es numericamente 
igual a R u pero si hubiese otras fuerzas aplicadas entre R x y la section, como en las figuras 
4-5 y 4-6, la resultante no equilibrada de todas ellas (que es igual y opuesta a la fuerza resis- 
tente cortante), se obtendria como suma de sus componentes verticales. E:sta resultante no 
equilibrada de las fuerzas exteriores es la que se define como fuerza cortante en una section y 
se representa por E, siendo su valor la suma de las componentes verticales* de las fuerzas ex- 
teriores que actuan a uno u otro lado de la section. Sin embargo, por las razones expuestas 
en la nota al pie de la pagina 92, es mas sencillo sumar las fuerzas que actuan en la portion 
de viga a la izquierda de la seccibn. Esta definition y determination del valor de la fuerza 
cortante, o fuerza de corte vertical o simplemente, coriante conduce a la expresion analitica 

V= (E Y) ]zq (4-1) 

en donde el subindice izq pone de manifesto que en la suma de las componentes verticales 
solo se consideran las fuerzas o cargas que actuan en la portion de la viga a ia izquierda de la 
section en estudio. t 

La fuerza resistente cortante E r , producida en cualquier section por los esfuerzos inte- 
riores, es siempre igual y opuesta a la fuerza cortante E. Al calcular E, las fuerzas que ac- 
tuan hacia arriba se consideran positivas. De acuerdo con estos signos convencionales, en la 
figura 4-4 se observa el efecto de una fuerza cortante positiva que tiende a hacer resbalar ha- 
cia arriba la portion izquierda de la viga respecto de la portion derecha, y viceversa cuando 
es negativa. 

Para completar el equilibrio en el diagrama de cuerpo libre de la figura 4-3b, la suma de 
momentos tambien debe ser nula. En este caso, R x y E r son iguales y de sentido contrario, 
por lo que producen un par M igual a R x • x que se llama momento flexionante , porque tien- 
de a curvar o flexionar la barra. Los esfuerzos interiores en la section a-a deben originar un 
par resistente igual y opuesto que, actuando como se indica* en la figura 4-3b, restablezca el 
equilibrio de momentos. En la mayoria de los casos, el diagrama de cuerpo libre tiene varias 
fuerzas exteriores aplicadas, como se observa en la figura 4-5, por lo que es necesaria una de- 
finition mas completa del momento flexionante y su determination. 


* Se supone la viga horizontal. Cuando tiene otra posicidn cualquiera, la fuerza cortante se determina mediante la 
suma de las componentes paralelas a la seccidn de exploration. 

t N. del T. Conviene insistir en que la suma se extiende no a las fuerzas que estan fisicamente a la izquierda de la 
seccidn, sino a las que actuan en la parte de viga unida a la izquierda de la seccidn. En vigas sencillas no es impres- 
cindible hacer esta diferenciacidn, pero si en sistemas mas complicados. Por ejemplo, en la viga de la figura P-440, 
para evaluar la fuerza cortante o el momento en la seccidn C\ se debe tener en cuenta la carga que actua en la parte 
ABC unida a C' por la izquierda, aunque fisicamente la carga en A este situada a la derecha de la section C\ 

* En la Sec. 4-3 se demuestra que el momento flexionante y, por tanto, el momento resistente, es siempre un par. 
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Figura 4-5. Figura 4-6. 


Definicion de momento flexionante 

El momento flexionante es la suma de los momentos de todas las fuerzas que actuan en 
a porcion de viga a la izquierda o a la derecha de una seccion, respecto al eje perpendicular 
ai piano de las fuerzas y que pasa por el centro de gravedad centroide de la seccion considera- 
da. Analiticamente viene dado por: 

M = (EA/) izq = (EM) der (4-2) 

en donde el subindice izq pone de manifiesto que el momento se evalua con las fuerzas de la 
izquierda y el subindice der que se refiere a la fuerzas de la derecha*. 

El porque de elegir como eje con respecto al cual se toman los momentos, el que pasa 
por el centro de gravedad de la seccion se aclara mas adelante en la seccion 5-2. Por el mo- 
menta, observese que si las fuerzas exteriores son perpendiculares a la viga, como en la figu- 
ra 4-5, es indiferente que el eje j especto del cual se calculan los momentos sea el que pase por A 
o el que pase por B o por cualquier otro punto de la seccion. Sin embargo, si las fuerzas apli- 
cadas estan inclinadas respecto a la viga, como en la figura 4-6, el brazo de palanca de las 
mismas no queda determinado mas que si se fija la position del eje respecto del cual se van a 
:omar los momentos, en una determinada seccion. Estas fuerzas inclinadas producen, como 
>e vera en la seccion 9-2, efectos combinados axiales y de flexion. 

Signo del momento flexionante 

El criterio mas extendido es que el momento flexionante es positivo si la flexion que pro- 
duce en la viga presenta la concavidad hacia arriba, como se observa en la figura 4-7. Un cri- 
terio equivalente es que las fuerzas que actuan hacia arriba respecto de cualquier seccion pro- 
ducen momentos flexionantes positivos y las fuerzas que actuan hacia abajo dan lugar a mo- 
mentos flexionantes negativos. Considerando la porcion izquierda de la viga, figura 4-3b, es- 
ta conveniencia equivale a que los momentos en el sentido del reloj sean positivos, como el pro- 
ducido por R ly pero considerando la porcion derecha, como en la figura 4-3c, la convention 


Flexion positiva Flexion negativa 

Figura 4-7. Curvaturas correspondientes al signo del momento flexionante. 

* N. de T. Se vuelve a insistir en lo dicho al hablar de la fuerza cortante. Para la determination del momento 
flexionante se tendran en cuenta todas las fuerzas que actuan en la parte de viga unida a la izquierda de la seccion, y 
asi, en la misma figura P-440, la carga en A intervene en el calculo del momento en C' 
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indica que el momento de la reaction R 2 es positivo, en sentido contrario al del reloj. Este 
criterio tiene la ventaja de que permite calcular el momento flexionante sin posibilidad de 
confusion de signos, en funcidn de las fuerzas a la izquierda, o a la derecha, de la section, se- 
gun donde sea m&s comodo o f&cil el calculo, por haber menos fuerzas, o por ser estas mas 
sencillas, por ejemplo. No se necesita pensar si el momento tiene el sentido del reloj o el 
contrario, y solo hay recordar que las fuerzas positivas, hacia arriba, producen momento fle- 
xionante positivo, ya sea que actuen a la izquierda o a la derecha de la seccion*. 

Las definiciones de fuerza cortante y momento flexionante se pueden resumir en las 
expresiones analiticas: 


v= (SlOizq 

(4-1) 

M = (£A/) izq = (EM)der 

(4-2) 


en donde los signos son positivos cuando las fuerzas tienen sentido hacia arriba y negativos 
en caso contrario. En adelante se emplea exclusivamente esta convention de signos* y poste- 
riormente se ampliara a otras magnitudes con las que se emplean adjetivos tales como enci- 
ma, hacia arriba, etc. Recordemos que los subindices izq y der se refieren a la portion de viga 
a la izquierda o a la derecha de la seccion de exploration. 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

401. Escribir las ecuaciones de momentos flexionante y fuerza cortante de la viga carga- 
da que se muestra en la figura 4- 10a, y trazar los diagramas correspondientes. 


Solution: Calculemos, en primer lugar, las reacciones. De la condition EM C = 0 se obtiene 
R t = 63 kN, y de LM A = 0 resulta R 2 = 67 kN. Estos valores se comprueban hallando £ Y 
que debe ser cero. Las seccion es de la viga en las que varian las condiciones de carga se Ha- 
inan puntos de cambio o puntos de discontinuidad (en las cargas), y se nombran con las 
letras A, B y C y D, 


* N. de T. En el caso de vigas sencillas, si; pero si se trata de estructuras algo mas complicadas, como la de la fi- 
gura P-440, las fuerzas hacia arriba producir&n momento positivo si, actuando en la parte de viga a la izquierda de 
la seccidn, tambiin esttin fisicamente situadas a la izquierda de la seccidn o todo a la derecha si se calcula por este 
otro lado. Asi, la carga aplicada en A daria en la seccidn C' un momento positivo, porque el sentido del par que 
produce en C' es el mismo que el de una fuerza hacia arriba aplicada en B. Se puede interpretar como si la distancia 
de una fuerza que actua en la porcidn de viga a la izquierda, de una seccidn, y estk ademas fisicamente a la izquier- 
da, fuera positiva, y en cambio la distancia a la seccidn de una fuerza que actua en la porcidn de viga a la izquierda, 
pero que est k fisicamente a la derecha, fuera negativa, lo que produce el cambio de signo del momento. 

t Para evitar cualquier error con esta regia, es necesario calcular la fuerza cortante en funcidn de las fuerzas que 
acttian en la porcidn de viga a la izquierda de la seccidn, ya que, si se utilizan las fuerzas a la derecha, es preciso con- 
siderar como positivas las que actdan hacia abajo para estar de acuerdo con el convenio de signos que muestra la fi- 
gura 4-4. 
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En una seccion cualquiera a-a entre Ay B las fuerzas aplicadas a considerar son las que 
iparecen en la figura 4-8. Teniendo en cuenta las expresiones de la fuerza cortante y del mo- 
~ento flexionante se tiene: 

* = (E Y) izq ] V AB = (63 - 20 a) kN (a) 

XI = (£M) izq ] = 63 x - (20 x)y = (63 x - 10 x 2 ) kN • m (b) 

Estas expresiones son validas solamente desde a = 0 hasta * = 5 m, es decir, entre los 
cantos Ay B. Para obtener las expresiones de Vy M entre los puntos By C supongamos una 
seccion cualquiera b-b entre ambos puntos. Su posicion esta definida por la abscisa a* a partir 
cel mismo origen A considerado anteriormente, por lo que a: varia entree = 5my.v = 10 
m. Los efectos de las fuerzas exteriores en esta seccion se determinan aplicando las mismas 
expresiones pero a la figura 4-9. Se tiene: 

:y = (EV) izq ] V BC = 63 - 100 = -37 kN (c) 

[M = (EA*; zq ] M bc = 63a - 100(a - 2.5) = (-37a + 250) kN*m (d) 

Las leyes de fuerza cortante y momento flexionante en el intervalo CD resultan de la 

misma forma, considerando una seccion cualquiera c-c entre ambos puntos. Las fuerzas a la 
izquierda son las indicadas en la figura 4-11, con lo que resulta; 

[V = (E L) izq ] V CD = 63 - 100 + 67 - +30 kN (e) 


[M = (EAQfcJ M cd = 63a - 100(a - 2.5) + 67(a - 10) = (30a - 420) kN-m (f) 

Tambien se puede deducir esta ultima distribucion de momentos en el intervalo CD con- 
siderando las fuerzas que actuan a la derecha de la seccion c-c, como se observa en la figura 
4-12, de la que se obtiene, con el criterio dado de signos, 

[M = (EM) der ] M C d = -30(14 - a) = (30a - 420) kN-m if') 


Resumiendo, en el calculo de V se consideran las fuerzas exteriores aplicadas a la iz~ 
quierda de la seccion, mientras que M puede calcularse tomando momentos, con respecto a 
la seccion considerada, de las fuerzas exteriores aplicadas a la izquierda o a la derecha. Se ha 
tenido sumo cuidado en asignar signo mas a V y Mproducidos por fuerzas que actuan hacia 
arriba, y signo menos en caso contrario. 


(20.x) kN 

I 


I 




/?,= 63 kN 

Figura 4-8. 


100 kN 

I 



Figura 4-9. 
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(a) 

Diagrama 
de cargas 


(b) 

Diagrama 
de cortante 


(c) 

Diagrama 
de momento 


(d) 

Curva 

elastica 


Observese finalmente que las figuras 4-8, 4-9, 4-11 y 4-12 se han utilizado solamente pa- 
ra la explication, pero se acostumbra uno r&pidamente a distinguir tales diagramas directa- 
mente dentro de la viga total, y no es preciso trazarlos aparte. 

Diagramas de fuefza cortante y momento flexionante 

Son simplemente la representation gr&fica de las distribuciones correspondientes, dibu- 
jadas en los sistemas de ejes coordenados V-x y M-x, y suelen colocarse debajo del diagrama 
de cargas, como en (b) y (c) de la figura 4-10. 

Las discontinuidades en el diagrama de fuerza cortante, figura 4- 10b, se unen mediante 
lineas verticales que representan el cambio brusco de aqutila producido por las fuerzas con- 
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30 kN 

-< — \4-x — J 


Figura 4-12. 

centradas. En las section 4-4 se vera como esta union es correeta. Una ultima observation es 
que los maximos y minimos del diagrama de momentos corresponden siempre a secciones de 
fuerza cortante nula, y aunque esto tambien se analizara en la seccion 4-4, se hace notar aqui 
que los valores de a que hacen maximo M AB se pueden obtener igualando a cero la derivada 
de M ab con respecto a a. Esta derivada da, como se puede comprobar en cada tramo, la 
distribution correspondiente de fuerza cortante y, por tanto, el maximo momento corres- 
ponde a la seccion de fuerza cortante nula. 

La fuerza cortante y el momento flexionante, en los puntos de discontinuidad, se deter- 
minan sustituyendo los correspondientes valores de a en las ecuaciones (a) a (/) aunque, en 
general, es mas sencillo determinar estos valores directamente aplicando las definiciones de 
V y M a estas secciones. Por ejemplo, la seccion entre A y B de fuerza cortante nula es 
aquella en la que el peso de a metros de carga aplicada a razor) de 20 kN/m contrarreste la 
fuerza cortante positiva de 63 kN que existe en A. Por tanto, 

63 = 20a o bien, a = 3.15m 

El momento flexionante en esta seccion se calcula tomando momentos de las fuerzas a la 
izquierda. Estas son la reaccibn R x = 63 kN hacia arriba y la carga de 63 kN hacia abajo que 
ha sido necesaria para anular V. Por la definicibn de momento flexionante, 

[M = (2A/)i..:q] 

en x = 3.15, M = (63)(3. 15) - 63^-^) = 99.23 kN-m 

Un ultimo punto de gran interes es el que se expone a traves de la figura 4-10d, que 
muestra la forma que adquiere la viga bajo la accibn de las cargas aplicadas, suponiendo que 
fuera muy flexible, Entre A y E es cbncava hacia arriba y entre E y D es cbncava hacia abajo. 
Puesto que cualquier magnitud a la que se asocie el adjetivo «hacia arriba» se considera, por 
conveniencia, con signo positivo, no debe extrafiar que el diagrama de momentos tenga signo 
mas entre A y £, mientras que entre E y £>, en donde la viga vuelve su concavidad hacia 
abajo, tenga signo menos. Trazando, pues, la forma aproximada de la deformacibn de la vi- 
ga, sirve de confrontacibn con los signos obtenidos para el momento flexionante. 

En el punto E en que la viga cambia de forma, de cbncava hacia arriba a cbncava hacia 
abajo, se tiene un punto de inflexidn y corresponde a la seccibn de momento flexionante nu- 
lo. Su posicibn se determina igualando a cero la expresibn (d)> 

[M bc = 0] -37a + 250 = 0; a — 6.76 m 
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Figura 4-11. 
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PROBLEMA ILUSTRATIVO 

402 . Determinar las distribuciones de fuerza cortante y momento flexionante en la men- 
sula de la figura 4-13 que soporta una carga uniformemente variable (triangular) y otra con- 
centrada, como se indica. Trazar los diagramas correspondientes de V y M. 

Solution: En las mensulas, el calculo de las distribuciones de fuerza cortante y momento fle- 
xionante se simplifica dibujando el diagrama de cargas con el empotramiento a la derecha, 
ya que entonces no es preciso hallar previamente las reacciones. Dibujando unos diagramas 
similares a los que representan las figuras 4-8 y 4-9 si fuera necesario, se determinan las 
expresiones de la fuerza cortante y momento flexionante en cada tramo entre dos puntos de 
discontinuidad, aplicando las formulas (4-1) y (4-2). Para AB, en donde x varia de 0 a 6 m, se 
tiene (figura 4-14): 



[^ = (2rq 

[M = (SA/y 


x 3 

4- kN-m 
6 


Pasado B , la resultante de la carga triangular, igual a su area, es constante y tiene un va- 


lor de -2~(6)(6) = 18 kN que actua en el centro de gravedad del diagrama triangular de carga, 


a4mde4. Por tanto, para BC> en donde x varia de 6 a 8 se tiene (figura 4-15): 


[m = (SA/y 


V BC = - 18 kN 

M bc — - 18(x - 4) = ( - 18x + 72) kN-m 



— 148 kN-m 


Diagrama 
de momento 


Diagrama 
de cortante 


Diagrama 
de cargas 


Figura 4-13. 
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Fuerza _ j xy 



I 6 kN/rn 


x = lx 



4 m 4 


18 kN 


t 


■ — x >■ 

t 6 m 


k~ 


-4 


x 


Figura 4-14. 


Figura 4-15. 


Para una seccion entre C y D (figura 4-16) en la que x varia entre 8 y 10, resulta: 


[V= (L y) izq ] V CD = - 18 - 20 = -38 kN 

[M = (EA/) izq ] M cd = - 18(* - 4) - 20(x - 8) 


= ( - 3Sx + 232) kN * m 


En la figura 4-13 se muestran los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante, 
es decir, la representacion grafica de estas distribuciones. En el empotramiento D, los diagra- 
mas vuelven a cero debido a que las reacciones en el, fuerza y momento, anulan la fuerza 
cortante y el momento flexionante. Observese como los valores maximos de Vy M tienen lu- 
gar en el empotramiento, cosa que ocurre siempre excepto en el caso de que algunas fuerzas 
aplicadas actuen hacia arriba y otras hacia abajo. Tampoco es necesaria la expresion de M CD 
para determinar el momento en D , sino que puede hallarse directamente aplicando (4-2), es 
decir, 


M = (EAf) izq = - 18(6) - 20(2) = - 148 kN-m 


PROBLEMAS 

Escribir las distribuciones de momentos lie- mas, marcando ios valores en todos los puntos de 
xionantes y fuerza cortante en las vigas de los discontinuidad, y en los de fuerza cortante nula. 

problemas siguientes. Trazar tambien sus diagra- Despreciar el peso propio de las vigas. 


18 kN 
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403. Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-403. 


407. Viga cargada como se indica en la figu- 
re P-407. 


50 kN 20 kN 



*i R 2 

Figura P-403. 


Resp. V CD = 20 kN; M CD = 20(* - 140) kN • m 


A 


2 m 




Resp. A/ m ax 


-2 m - 


30 kN/m 


5 m 


Figura P-407 

57.6 kN • m 


D 


R 2 


404. Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-404. 


408. Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-408. 


10 kN 


— 2 m •—*- 

3 m 2 m — ► 

c^\ 

• i 

b ] 

f ^ 

1 

40 kN m 


R) R 2 

Figura P-404. 

Resp. M cd = (-4* + 28) kN • m 

405, Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-405. 


30 kN 



Figura P-405 


Resp. M bc = (-5a~ -F 44x + 60) kN * m 



B 

** ^ 111 * >S> 

30 kN/m 

15 kN m 


s a 

o m ► 


*i a 2 


Figura P-408. 

Resp. M m kx = 83.33 kN * m 

409. Mensula cargada como se indica en la 
figura P-409. 



Figura P-409. 


406. Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-406. 

20 kN 40 kN 



p — 2 m — 

L 

20 kN/m 

-* — 2 m — j 

1* 

U 4 m ► 


R \ R 2 

Figura P-406. 


410. Mensula cargada con la carga triangu- 
lar que indica la figura P-410. 
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411 . Mensula con ia carga triangular que 
mdica la figura P-41 1 , la cual varia de w N/m en 
el extremo libre a cero en la pared. 



Resp. M = (wx 3 /6L) - (w* 2 /2) 

412. Viga con la carga indicada en la figura 
P-412. 


2 m — H 

B 

10 kN m 


___ 6m J 

r 


p z m 


R i *2 

Figura P-412. 

Resp. M m a X = 25 kN • m 

413 . Viga con la carga indicada en la figura 
P-413. 


25 kN-m 

10 kN m 

1 * i 

Pi 

1. . 

£ J 

Pj 

*1 m 

'l m 

^ o m p 

p z m— ^ 


Figura P-413. 

414 . Mensula con la carga indicada en la fi- 
gura P-414. 



415 . Mensula con la carga indicada en la fi- 
gura P-415. 



m 

8 kN'm 


A 2 m | 

| B 3 m C 

vy//i 


20 kN 


Figura P-415. 

Resp. M bc = (-Ax 2 + 20x - 40) kN * m 

416 . Viga con la carga triangular que indica 
la figura P-416. 



417 . Viga con la carga triangular que indica 
la figura P-417. 



Figura P-417. 

Resp. M mkx = wL 2 / 12 

418 . Voladizo o mensula cargada como in- 
dica la figura P-418. 



Figura P-414. 


Figura P-418. 
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419 . Viga cargada como indica en la figura 
P-419. 



Figura P-419. 

Resp. M m ax = 27.89 kN • m 

420 . Una carga distribuida, con un total de 
60 kN, soportada por una reaction uniforme co- 
mo indica la figura P-420. 


60 kN 








'It" 




"■‘ttt 

l— 2m — 

4 m ► 

— 2m—l 


Figura P-420. 

421 . Determinar las distribuciones de fuerza 
cortante y momento flexionante en la barra curva 
de la figura P-421, en el caso: (a) de que la fuerza 


P sea vertical como esta indicado, y (b) en el caso 
de que sea horizontal y dirigida hacia la izquier- 
da. 



Resp. (a) V = — P cos 0; M = —PR sen 6 

422 . Determinar las distribuciones de Vy M 
en el arco semicircular de la figura P-422, si (a) la 
fuerza P es vertical como se indica, y (&) si es ho- 
rizontal y hacia la izquierda, pero aplicada en el 
mismo punto. 



Resp. (a) M ab = —PR( 1 - cos 0); M BC = 
+ cos d) 


4-3. INTERPRETACION DE LA FUERZA CORTANTE 
Y DEL MOMENTO FLEXIONANTE 

En la figura 4-17a se tiene una viga que soporta una carga uniforme y unas fuerzas con- 
centradas. En las figuras (b), (c) y (d) se indican por separado los efectos de cada una de las 
fuerzas exteriores que actuan a la izquierda de una seccion b-b , y en cada una de estas figuras 
estos efectos se han aplicado a la seccion, anadiendo un par de fuerzas iguales y opuestas en 
el centro de gravedad de b-b, con lo que, de esta manera, y como se indica a la derecha de ca- 
da figura, los efectos de cada fuerza exterior se reducen a una fuerza y un par. El momento 
del par es igual al momento flexionante producido por las fuerzas exteriores de manera que, 
como se observa en la figura 4-17e, el efecto de las fuerzas exteriores aplicadas a un lado de 
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(e) 


r—~~ i 

w N/m 


Pi 


Ri 



V=(ZY) l 


M=(ZM) l 


Figura 4-17. La fuerza cortante y el momento flexionante son las resultantes de las 
fuerzas que actuan a un lado de la seccion, aplicadas a esta seccion. 


la seccion de exploration se reduce a un sistema de fuerzas cuya resultante es la fuerza cor- 
tante y a un sistema de pares cuya resultante es el momento flexionante. 

Por tanto, el efecto total del sistema de fuerzas a un lado de la seccion se reduce al de 
una fuerza unica y un par que son, respectivamente, la fuerza cortante y el momento fle- 
xionante en dicha seccion. Ahora bien, como se observa, en la figura 4-18, cada una de las 
dos porciones en que queda dividida la viga por la seccion b-b se mantiene en equilibrio bajo 


Pi 





(a) 


P, 




c 



(b) 


Figura 4-18, Diagrama de cuerpo libre de las dos partes de la viga de ia figura 4-17, 
en funcion de la fuerza cortante y el momento flexionante. 
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la accion de las fuerzas exteriores que sobre ella actuan, mas la fuerza cortante y el momento 
flexionante resistentes, que son la fuerza cortante y el momento flexionante efectivos de la 
otra porcion de la viga. En otras palabras, se puede cortar una viga por una seccion cual- 
quiera y sustituir el efecto de las fuerzas que actuan a un lado de esta seccion por la fuerza 
cortante y el momento flexionante producido por ellas aplicados en la seccion de corte. 

Una aplicacion de esta interpretacion es que se pueden calcular la fuerza cortante y el 
momento flexionante en una seccion en funcion del valor de estas magnitudes en otra sec- 
cion. Asi, en la figura 4-1 8b, el momento en la seccion c-c sera 



4-4. RELACIONES ENTRE LA CARGA, LA FUERZA CORTANTE 
Y EL MOMENTO FLEXIONANTE 

En esta seccion se examinan las relaciones que existen entre las cargas aplicadas, las 
fuerzas cortantes y los momentos flexionantes en una viga cualquiera. Dichas relaciones pro- 
porcionan un metodo para trazar los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante 
sin necesidad de escribir sus expresiones analiticas. Las relaciones no son independientes de 
las definiciones dadas, sino que las complementan y se utilizan junto con ellas. 

Consideremos la viga de la figura 4- 19a que soporta unas cargas cualesquiera, En la fi- 
gura 4- 19b se ha representado el diagrama de cuerpo libre correspondiente a un elemento de 
longitud diferencial de la viga. Como se ha dicho en la seccion anterior, el sistema de las 
fuerzas aplicadas en la parte de viga a la izquierda del elemento diferencial se reduce a una 
fuerza cortante V y al momento flexionante A/, y el sistema de las fuerzas aplicadas a la por- 
cion de viga a la derecha equivale a la fuerza cortante V + dV y al momento flexionante M 
+ dM , diferentes de los anteriores. Aunque la carga repartida sea variable, se puede suponer 
constante y de intensidad w en la pequena longitud dx y, por tanto, en el elemento diferencial 
actua tambien la fuerza w dx hacia arriba, que completa el diagrama de cuerpo libre. 

Aplicando las condiciones del equilibrio estatico al elemento de la figura 4-19b, la suma 
de las fuerzas verticales da: 


[Sr = 0] V + wdx - (V + dV) = 0 


lo cual se reduce a 


dV — w dx 


(*) 



Figura 4-19. 


dx 

(b) 


4-4 Reiaciones entre carga, cortante y momento 103 


Tomando momentos con respecto al punto B resulta, 


[2M b = 0] 


M + V dx + (w dx) — (M + dM) = 0 


y teniendo en cuenta que el tercer sumando contiene el cuadrado de una diferencial, es decir, 


es un diferencial de segundo orden que se puede despreciar frente a los de primer orden, la 
ecuacion se puede escribir en la forma: 


(*) 


dM = V dx 


Integrando la expresion (a) se obtiene, 



en donde los li mites de integracion son V x en el punto x x y V 2 en el punto x 2 . El primer 
miembro es, pues, facilmente integrable, ya que se reduce a V 2 — V x y representa el incre- 
mento, positivo o negativo, de V al pasar de x 1 a x 2) es decir, AV. En el segundo miembro, el 
producto w dx representa el area de un elemento diferencial de area del diagrama de cargas, 
como el rayado en la figura 4- 19a, por lo que la integral definida, que mide la suma de estos 
terminos diferenciales, representa el area del diagrama de cargas comprendida entre x 1 y x 2 . 
Por tanto, la integracion de (a) da: 


(4-3) 


y 2 - Vi = AV = (area) d< 
Analogamente, integrando ( b ) se obtiene: 


le cargas 



o bien 


(4-4) 


M 2 — M x - AM = (area) decortante 


puesto que el producto V dx del segundo miembro representa el area de un elemento diferen- 
cial de area del diagrama de fuerza cortante y, por tanto, la integral representa el area de este 
diagrama comprendida entre las ordenadas en los puntos x 1 y x 2 . La expresion (4-4) indica 
que la variation del momento flexionante entre dos secciones cualesquiera es igual al area del 
diagrama de fuerza cortante en ese mismo intervalo.* 

Las fuerzas cortantes positivas se representan graficamente por encima del eje X , es de- 
cir, hacia arriba, por lo que un area positiva es la situada por encima del eje X e indica incre- 
mentos positivos del momento flexionante. En cambio, en el diagrama de cargas, las fuerzas 
se suelen representar actuando, aunque hacia abajo, en la parte superior de la viga, ya que es 
su posicion natural, por lo que el area de tales cargas, aunque se dibuje por encima del eje X, 
al estar dirigidas hacia abajo, es negativa y representa una disminucion de la fuerza cortante. 

Las expresiones (4-3) y (4-4) proporcionan un metodo interesante para calcular la va- 
riacion de V y M y, por tanto, su valor numerico en cualquier seccion, como se vera en los 


* N. de T. Excepto en el caso te6rico de aplicadon puntual de un par M en un punto de viga, ya que entonces el momen- 
to flexionante, al pasar por el punto de aplicaci6n del par, varia bruscamente en este valor de My, sin embargo, el 
area de fuerzas cortantes entre dos secciones infinitamente prbximas a la izquierda y a la derecha de la seccion es un 
area elemental que tiende a cero. Esta excepcibn se salva sustituyendo el par por dos fuerzas verticales, + Py -P, 
separadas una pequefta distancia d tal que P x d - M. 
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proximos ejercicios. De igual importancia que estas son las expresiones (a) y (£>) que, escritas 
en la forma 


H- 


dV 

dx 


pendiente del diagrama de cortante 


V ^ 


dM 

dx 


pendiente del diagrama de momento 


(4-5) 

(4-6) 


permiten conocer la forma de los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. 

Como aplicacion de los principios expuestos, consideremos una viga simplemente apo- 
yada con una carga variable, como se indica en la figura 4-20a. Puesto que las pendientes po- 
sitivas suben hacia la derecha y las negativas bajan, es decir, 


Pendiente ( + ) 



Pendiente ( - ) 



Segun (4-5) el diagrama de fuerza cortante de la figura 4-20b debe tener una pendiente que 
baja constantemente hacia la derecha, ya que w es siempre negativa. La inclination varia di- 
rectamente con la ordenada correspondiente del diagrama de cargas, siendo maxima en el 
punto en que la carga es maxima, y horizontal, de pendiente nula, en los extremos donde la in- 
tensidad de la carga es cero. 

De la misma manera, por la expresion (4-6) se puede determinar la pendiente y la forma 
del diagrama de momentos flexionantes, como se observa en la figura 4-20c, mediante las 
correspondientes ordenadas del diagrama de fuerza cortante. Como en este caso V es inicial- 
mente positiva y continuamente decreciente, el diagrama de momentos sera inicialmente cre- 



Figura 4-20. Reiaciones entre los diagramas de carga, fuerza cortante y momento flexionante. 
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dente, de pendiente positiva, pero la inclinacion ira disminuyendo hasta anularse cuando la 
aerza cortante sea cero. A1 cambiar de signo la fuerza cortante e ir aumentandoen valor ab- 
soluto, la pendiente del diagrama de momentos empieza a ser negativa, bajando hacia la de- 
’echa, y cada vez con una inclinacion mayor. Esta forma de la curva de momentos hace que 
:enga un maximo en el punro de fuerza cortante nula. 

Los incrementos de fuerza cortante (AL) y de momento flexionante (AM) definidos por 
*4-3) y (4-4) se indican en las figuras 4-20b y 4-20c. El area sombreada negativa del diagrama 
jI cargas determina que AK sea negativo y, por tanto, que V disminuya al pasar de x 1 a x 2 . En el 
diagrama de cortante el area total entre x x y x 2 es positiva, suma algebraica de las areas positivas y 
r^egativas, por lo que AM es positivo y el momento flexionante aumenta al pasar de x x a x 2 . 

El conjunto de los principios que se acaban de exponer en esta seccion y en la seccion 4-2 
sugiere el siguiente procedimiento para el trazado de los diagramas de fuerza cortante y mo- 
mento flexionante: 

1. Calcular las reacciones. 

2 . Calcular los valores de la fuerza cortante en los puntos de discontinuidad, mediante 
y = (EY)^, o bien, AK - (Area)^^. 

3. Trazar el diagrama de fuerza cortante teniendo en cuenta que ha de pasar por los 
puntos que se han determinado, y que la pendiente viene expresada por (4-5), es decir, igual a 
la ordenada del diagrama de cargas. 

4 . Determinar los puntos de fuerza cortante nula. 

5. Calcular los valores del momento flexionante en los puntos de discontinuidad o cam- 
bio de cargas y en el puntos de fuerza cortante nula, empleando para ello M = (E M) izq = (EM) dcr , 
o bien, AM = (Area) cortante , segun la convenience en cada caso. 

6. Trazar el diagrama de momentos flexionantes, que pasa por los puntos determinados 
en el inciso 5, y teniendo en cuenta que su pendiente en cada punto esta determinada por 
(4-6), es decir, igual a la ordenada del diagrama de fuerza cortante en ese mismo punto. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

423 . Empleando el metodo semigrafico descrito en esta seccion, trazar los diagramas de 
fuerza cortante y momento flexionante en la viga de la figura 4-21 , calculando sus valores en 
todos los puntos de discontinuidad, y sus valores maximos, tanto de V como de M. 

Solueion: En primer lugar se determinan las reacciones tomando momentos con respecto a 
los puntos D y B. Se obtienen R x = 20 kN y R 2 = 12 kN. 

Luego se determinan los valores de V en los puntos de discontinuidad. En A y V = 0. 
A la izquierda de B, V = (EY) ^ = — 6 kN, producida por la resultante negativa de la car- 
ga distribuida de 2 kN/m aplicada sobre 3 m. El mismo resultado da la expresion (4-3), ya 
que la variacion de la fuerza cortante entre A y B es igual al area del diagrama de cargas en 
este intervalo, es decir, AL=-2x3=-6 kN. Por tanto, la ordenada del diagrama de 
fuerza cortante a la izquierda de B es la de A (nula) mas el incremento de -6 kN, lo que da en 
efecto — 6 kN. La fuerza concentrada R x aplicada en B da lugar a que la fuerza cortante 
aumente bruscamente en 20 kN, lo que da un valor de 14 kN a la derecha de B , habiendo pa- 
sado instantaneamente por el valor cero. 
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P = 8 kN 



Figura 4-21. Diagramas de carga, fuerza cortante y momento flexionante. 


Entre B y C, el area del diagrama de cargas es - 2 x 9 = — 18, que es la variation de V 
entre B y C. La fuerza cortante a la izquierda de Ces V c = V B + AV = 14-18 = -4kN. 
En C, la fuerza concentrada hacia abajo de 8 kN hace variar a K de — 4 kN a la izquierda de C a 
- 12 kN a la derecha de C. Entre C y D no hay fuerza aplicada alguna, luego Kpermanece cons- 
tante. En D , la reaction P 2 de 12 kN hacia arriba reduce a cero la fuerza cortante. 

Para unir los puntos determinados hay que tener en cuenta la expresion (4-5) que dice 
que la pendiente es igual a la ordenada correspondiente del diagrama de cargas. Entre A y B 
la intensidad de carga es constante y negativa, por lo que la pendiente del diagrama de V sera 
tambien hacia abajo (negativa) y constante. Entre B y C ocurre exactamente igual, y como 
las pendientes son las mismas, el diagrama da dos rectas paralelas. Por ultimo, entre Cy D la 
carga es nula, por lo que la pendiente correspondiente en el diagrama de V es nula, y se tiene 
una recta horizontal. 

Se puede sacar la conclusion de que el diagrama de fuerzas cortantes estara formado por 
lineas rectas horizontales en los intervalos de carga nula y lineas rectas inclinadas en los que 
tengan una carga uni forme. 

La fuerza cortante se anula en B , parax* = 3 m, y tambien en E , cuya abscisa se determi- 
na teniendo en cuenta que, a la derecha de B, V = 14 kN, y como se reduce a razon de 2 
kN/m, el intervalo de BE sera: BE = d = 14/2 = 7 m. 
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Para calcular los momentos flexionantes se determinan en primer lugar las areas del 
diagrama de fuerza cortante, senaladas con A u A 2 , A 3 y A 4 . 

A x =I(3)(-6) = — 9 kN • m 
A 2 = d( 7 )(i4) = + 49 kN*m 
A 3 =l(2)(-4) = — 4 kN • m 
A 4 = 3(— 12) = — 36 kN • m 


De acuerdo con la expresion (4-4), la variacion del momento flexionante entre dos sec- 
ciones cualesquiera es igual al area correspondiente del diagrama de fuerza cortante. Puesto 
que en A, M = 0 (no existen fuerzas a la izquierda de A, que puedan producir momento), en 
B el momento vendra dado por A u es decir, M B = — 9 kN • m. 

De la misma manera, en E se tiene: 

M £ = m b + AM = A l + A 2 = -9 + 49 = + 40kN-m 

El momento flexionante en C tambien puede calcularse como suma de A x + A 2 + A 3 
cuyo resultado es M c = 36 kN • m. Ahora bien, como en la determination de cada area de 
cortantes, en casos mas complicados, pueden cometerse pequenos errores, al sumar varias de 
estas areas pueden acumularse dichos errores resultando un error de cierta importancia. Por 
tanto, al acercarse a la derecha es preferible emplear las areas de cortante de la derecha, o aplicar M 
= (LM) der . Asi pues, en el caso que nos ocupa, en funcion de las fuerzas a la derecha de C, M c = 
12 x 3 = 36 kN • m. Y si se considera A a para calcularlo, se observa que 


de donde 


M d = M c + AM = M c + A 4 
0 = M c - 36 y M c = 36 kN • m 


Siempre que la variacion del momento flexionante entre los extremos de la viga sea nula, 
como en este caso, el area total encerrada por el diagrama de fuerza cortante tambien es 
nula*, es decir, tiene que haber tanta area positiva como negativa. Esto proporciona un me- 
dio facil de comprobacion de la exactitud de los valores intermedios del momento flexionan- 
te cuando se calculan mediante las areas del diagrama de fuerza cortante. 

Una vez senaladas las ordenadas del diagrama de momentos en los puntos calculados, 
su forma se determina mediante la expresion (4-6), es decir, que su pendiente es igual a la or- 
denada correspondiente del diagrama de fuerza cortante. Asi, pues, como la fuerza cortante entre 
A y B varia linealmente entre cero y — 6 kN, la pendiente del diagrama de momentos varia desde la 
horizontal enA, con un incremento negativo cons tan te, hasta B , dando lugar a una curva de segun- 
do grado concava hacia abajo, como se ve en la figura. En otras palabras, las tangentes a la curva 
de momentos van teniendo una pendiente cada vez mas inclinada hacia abajo, esto es, mas negati- 
va. 

El cambio brusco de fuerza cortante en B, de — 6 a 14 kN, da lugar a que la pendiente de 
la curva de momentos cambie tambien bruscamente, de estar inclinada hacia abajo, a serlo 


* N. de T. Excepto en el mismo caso de la nota de la pag. 103, que se salva por el mismo procedimiento alii indicado. 
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hacia arriba, es decir, a positiva, y desde B hacia £, la pendiente va disminuyendo, haciendo- 
se cada vez menos inclinada y llegando a anularse cuando la fuerza cortante se hace cero en 
£. Desde E a C, como esta sigue disminuyendo, la pendiente de momentos tambien lo hace, 
es decir, que se transforma en inclinada hacia abajo, y cada vez mas inclinada. 

En C cambia bruscamente la fuerza cortante de — 4 a — 12 kN, manteniendo este ultimo 
valor hasta D. La pendiente del diagrama de momentos presenta las mismas variaciones, dis- 
minuyendo bruscamente y manteniendose luego constante hasta D, obteniendose una linea 
recta descendente. 

Se deduce de estas consideraciones que un cambio brusco en el valor de la fuerza cortan- 
te produce un cambio brusco en la pendiente del diagrama de momentos, como en C, y que si 
la fuerza cortante cambia bruscamente de signo, como en B , el diagrama de momentos pre- 
senta un maximo o un minimo relativo. Si el diagrama de fuerza cortante es constante, debi- 
do a la action de fuerzas concentradas unicamente, como en la region CD , el diagrama de 
momentos esta formado por segmentos rectilineos, mientras que si la fuerza cortante varia 
uniformemente, a causa de cargas uniformes, el diagrama de momentos es un arco paraboli- 
co de eje vertical de simetria en la section de fuerza cortante nula, como en E. 

424. Sin escribir las expresiones de fuerza cortante y momento flexionante, trazar sus 
diagramas para la viga de la figura 4-22 y calcular sus valores en todos los puntos de disconti- 
nuidad. Calcular tambien sus valores maximos. 

Solution: Calculemos las reacciones. Sustituyendo la reaction uniformemente distribuida 
entre C y D por su resultante R 2 y tomando momentos con respecto a A, se obtiene R 2 = 42 
kN, y tomando momentos respecto del punto de aplicacion de R 2 resulta R x = 24 kN. Divi- 
diendo R 2 entre la longitud de 4 m sobre la que se supone uniformemente distribuida, la in- 
tensidad de esta reaccion es de 10.5 kN/m. 

El diagrama de fuerza cortante se inicia con un salto brusco de cero a 24 kN debido a la reac- 
cion R v Aplicando A V = (Area)^^, entre A y B, la variation de V es igual al area triangular del 
diagrama de carga 4“ x 9 x (—12) = — 54 kN; por lo que en B, V = —30 
kN. La forma del diagrama entre Ay B viene determinada por la expresibn (4-5) que indica 
que la pendiente varia desde cero en A, incrementandose negativamente conforme aumenta 
la intensidad de la carga (negativa), hasta 12 kN en B. 

Entre B y C la intensidad de carga es cero, por lo que la pendiente del diagrama de V es 
nula, es decir, horizontal. 

De C a D la carga es constante y positiva (hacia arriba), con un valor de 10.5 kN/m, que 
produce un incremento positivo de la fuerza cortante, en este tramo, de 42 kN, con una pen- 
diente positiva constante en el diagrama. El valor de V en el punto D es, pues, de - 30 kN + 
42 kN = 12 kN. Desde D a E no hay carga alguna, por lo que V se mantiene constante. Por 
ultimo, la fuerza concentrada P = 12 kN, negativa por ir hacia abajo, reduce a cero la fuerza 
cortante en E> 

Antes de obtener los puntos de fuerza cortante nula, Fy G, se examina el efecto de la 
distribution de R 2 sobre un segmento de la viga. Si se acercaran los puntos C y D la misma 
distancia hacia R 2 no cambiaria la magnitud ni la posicibn de esta reaccion. Lo unico seria 
que R 2 se distribuiria sobre una longitud mas pequena y la intensidad de w aumentaria, pro- 
duciendo el correspondiente aumento en el valor de la pendiente del diagrama de fuerza cor- 
tante entre C y D> ya que V tendria que pasar de — 30 a 4- 12 kN en un intervalo menor. En el 
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P = 24= \xy 

I 



Figura 4-22. Diagramas de carga, fuerza cortante y momento flexionante, 

caso limite de que la reaccion se distribuya sobre una longitud infinitesima, es decir, se trans- 
forme en una carga concentrada, la intensidad de la carga seria infinita y la pendiente del 
diagrama asimismo infinita hacia arriba, es decir, apareceria una recta vertical, como es el 
caso de la reaccion R v Por el mismo motivo, para la fuerza concentrada hacia abajo en E , la 
intensidad de carga es infinitamente negativa, y la pendiente correspondiente del diagrama 
de fuerza cortante es infinita hacia abajo y, por tanto, otra recta vertical. Estas considera - 
clones explican por que una fuerza concentrada produce un cambio brusco en la fuerza cor- 
tante, representado por un segmento rectilineo vertical 

Determinemos ahora la position de las secciones de fuerza cortante nula. La fuerza cor- 
tante de 24 kN en A se reduce a cero en F por la fuerza P x del diagrama de carga (parte sombrea- 
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da) aplicada en el intervalo AF. Evidentemente, P x tambien vale 24 kN (hacia abajo, negativo) y es 


igual al area —x y, en donde y es la intensidad de carga en la section F. Por tanto, 

24 = \xy 

De la semejanza de triangulos en el diagrama de carga, 


(a) 



(b) 


Sustituyendo en (a) se tiene: 


de donde 


La position de G se determina teniendo en cuenta que la reaction hacia arriba aplicada 
en el intervalo CG debe de ser de 30 kN para anular V c = - 30 kN. Por tanto, y puesto que 
la intensidad de la reaction es w = 10.5 kN/m. 


30 = 10.5^ o sea, d - 2.86 m 


y su abscisa x desde el extremo izquierdo, 


jc = 10 + d - 12.86 m 


Momento flexionante. El momento flexionante en F, para y = 6 m se obtiene directa- 
mente teniendo en cuenta su definition*. La parte sombreada de la carga triangular entre A 
y F, con un total de 24 kN, actua en el centro de gravedad del area triangular, es decir, a un 
tercio de 6 m de F, por lo que 


[M = (EM) izq ] M f = 24(6) - 24(f) = 96 kN • m 


Analogamente en B , para x = 9 m se tiene: 


[M = (EAOizq] M b = 24(9) - 54(f) = 54 kN-m 


El momento en C puede calcularse de la misma forma, pero como el diagrama de fuerza 
cortante entre By C es una recta se puede aplicar la expresidn (4-4), es decir, el incremento de 
momento flexionante es igual al area de fuerza cortante. Este metodo se suele emplear cuan- 
do es facil de hallar el area del diagrama de fuerza cortante, esto es, cuando dicho diagrama 
esta formado por rectas horizontales o inclinadas. En el caso que nos ocupa, entre B y C el 
area de fuerza cortante es un rectangulo y, por tanto, AM = - 30 X 1 = - 30 kN • m, por 
lo que el momento en C es 


[ M c = M b + AM] 


M c - 54 - 30 = 24 kN-m 


* Es preferible no emplear (4-4) si el diagrama de fuerza cortante es una curva, ya que entonces no es tan facil el calculo 


del area encerrada por dicho diagrama, en particular, en el intervalo F-B. El calculo de tales areas se examina en el Cap. 6, Fig. 
6-13. En este caso cuando el diagrama de fuerza cortante es curvo, como en AB, calculese el momento flexionante aplicando 
(£M)izq o (HA/) d CT , en vez de emplear el area de fuerza cortante. 
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El momento en D se puede obtener muy sencillamente de M D = (EM) der =—12x1 = 
- 12 kN • m, en donde el signo negativo aparece porque la fuerza tiene sentido hacia abajo. 
N emos tambien, como comprobacion, que el area de fuerza cortante entre D y E es igual a 12 
x 1 = 12 kN • m y, puesto.que el incremento de Me s positivo de D a £, para que Mse anule 
en £ ha de ser M D = — 12 kN • m. 

Analogamente, el area de cortantes entre Gy D es~x 12 x 1.14 = 6.84 kN • m y, por 
tanto, como AM es positivo al pasar de G a D el momento en G debe ser 

M g = - 12 - 6.84 = - 18.84 kN-m 

Indicando la forma que debe adquirir la viga flexionante, como en la figura 4-10d del proble- 
ma 401, se vena que ha de ser concava hacia abajo en G y D, lo que constituye una ultima 
comprobacion del signo negativo que se ha obtenido en estas secciones para el momento fle- 
xionante. 


Forma del diagrama de momento. Despues de senalar en el sistema de ejes M-x los pun- 
tos correspondientes a los diversos valores hallados para M, veamos que forma ha de tener 
la linea que ha de enlazarlos. Segun (4-6), y puesto que de A hasta F las ordenadas del diagrama 
de V son positivas y decrecientes, la curva de momentos tundra pendiente positiva, subiendo 
hacia la derecha, y decreciendo hasta anularse en F. 

Entre Fy B la fuerza cortante negativa, es creciente en valor absoluto, y por tanto, la pen- 
diente de la curva de momentos se hace negativa, bajando hacia la derecha, hasta alcanzar la 
maxima inclination en B . Entre B y C la fuerza cortante permanece constante, por lo que la 
pendiente de momentos tambien lo es y su representation es un segmento rectilineo entre los 
valores de M B y M c . 

Entre C y G la fuerza cortante es negativa, pero creciente, hasta anularse en G, por lo 
que la pendiente de la curva de momentos es negativa y se reduce gradualmente hasta cero en 
G. Analogamente, el incremento positivo de la fuerza cortante entre G y D da un aumento 
positivo de la pendiente de la curva de momentos hasta D , y como a partir de aqui hasta E la 
fuerza cortante es constante, tambien lo sera la pendiente de la curva de momentos. 

La curva de momentos entre C y D es un arco de parabola, simetrica respecto al eje 
vertical que pasa por su vertice, situado en G, ya que a igual distancia y a uno y otro lado de 
este la fuerza cortante es igual y de signo contrario y, por tanto, las pendientes de la curva 
de M son opuestas. 

Sin embargo, la curva de momentos entre A y B no es simetrica con respecto a £, ya que 
las ordenadas de la fuerza cortante no tienen valores iguales y opuestos a igual distancia y a 
ambos lados de F: la curva de momentos, en este caso, es una parabola cubica. 


PROBLEMAS 

Sin escribir las expresiones de momento flexionante y fuerza cortante , t razor los diagramas corres- 
pondientes a las vigas de los problemas siguientes. Dar los valores numericos en todos los puntos de dis - 
continuidad y en los de fuerza cortante nula. (Pueden senalarse tambien los problemas 403 a 420 para 
que sean resueltos por el metodo semigrdfico descrito en esta seccidn.) 
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425, Viga cargada como indica la figura 
P-425. 


30 kN 24 kN 

2 m f 3 m 1 1 m 


R o 


Figura P-425. 


426. Viga en voladizo, sobre la que actuan 
dos fuerzas y un par como indica la figura P-426. 

50 kN 



427. Viga cargada como indica la figura 
P-427. 


10 kN 


2 m 


1 m 1 m 


10 kN/m 


2 m 


/i, R 2 

Figura P-427. 

Resp. M ni a X = 13.8 kN • m 

428. Viga cargada como se muestra en la fi- 
gura P-428. 

60 kN 


429. Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-429. 

20 kN 


20 kN/m 



10 kN/m 


2 m » | 

| 1 m 


|^2 m — 


r ■ 

4 m ►! 




Figura P-429. 


430. En la viga mostrada en la figura P-430, 
determine P para que el momento sobre cada 
apoyo sea igual al momento a la mitad del claro. 


5 kN/m 


1 m | 


6 m 




r 


R o 


Figura P-430. 

Resp. P = 8.75 kN 

431. Viga cargada y apoyada como indica la 
figura P-431. 

50 kN 40 kN 


2m >|l m 

20 kN m 


10 kN m 


M \ 

M 7 m 

L Q m ► 


^ O III ► 


R i 


R o 


Figura P-431. 



432. Una carga distribuida esta sostenida 
por dos cargas distribuidas como se muestra en la 
figura P-432. 

30 kN/m 


3 m 1 

r 










, 2 m 








5 m 






Figura P-428, 

Resp. M mkx = — 60 kN • m 


lvj kN/m 


iv 9 kN/m 


Figura P-432. 
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433. Viga con voladizo cargada por una 
'-ierza y un par, como se muestra en la figura 
P-433. 

50 kN 


200 kN-m 



R, 

Figura P-433. 


Resp. M mkx = - 160 kN • m 

434. Viga cargada como se muestra en la fi- 
gura P-434. 

30 kN 




60 kN* m 


20 kN m 

1 m \ 

L . 

1 m j 

1 

o in 


R , R 2 

Figura P-434. 

Resp. M m = -36 kN • m 

435. Viga cargada como se muestra en la fi- 
gura P-435. 


20 k\ 10 kN 


2 m 

1 m 

1 m 


O ... 


10 kN.'m 




; nr 

4 4. 

_l_L 

4 4 

_u 


[> ui k.Vm 


Figura P-435. 

436. Viga en voladizo cargada como se indi- 
ca en la figura P-436. 

10 kN 


20 kN m 


10 kN m ' 

IHHIH 




2 m 

1 m 



437. Viga en voladizo cargada como se 
muestra en la figura P-437. 


20 kN 



438. Una viga en voladizo apuntalada y car- 
gada como se muestra en la figura P-438 consiste 
de dos segmentos unidos por un perno liso en el 
que el momento flexionante es nulo. 


Articulation 

/ 

m 

15 kN m / 

G) V, 

1 m \ 

L q r 

4 m Ir- 

Y/// 

: 

' 1 

o m ^ 

4W 111 ** 




Figura P-438. 

439. Una viga apoyada en tres puntos como 
se muestra en la figura P-439 consiste en dos seg- 
mentos unidos en un perno liso en el que el mo- 
mento flexionante es nulo. 

40 kN 


2 m | Articulad<5n 


20 k: 

h 

1 m i 1 m T 20 kX m 

- 

1 m 

i , ' " 


ft, A\. ft.; 


Figura P-439. 

Resp. = 57.6 kN • m 

440. Un marco A BCD, con esquinas rigidas 
en B y C, sostiene la carga concentrada P como 
se muestra en la figura P-440. (Dibuje los diagra- 



Figura P-436. 

Resp. M mkx - 55 kN • m 


L 

2 


.4 
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mas de fuerza cortante y momento flexionante 444. Viga cargada como indica la figura 

para cada una de las tres* partes del marco.) P-444. 


441. Una viga ABCD esta sostenida por un 
perno en A y un apoyo libre en D , sujeta a las 
cargas mostradas en la figura P-441, que actuan 
en los extremos de los miembros verticales BE y 
CF. Estos miembros estan unidos rigidamente a 
la viga en B y C. (Dibuje los diagramas de fuerza 
cortante y momento flexionante para la viga 
ABCD solamente.) 

5 kN 




Resp. A/max = -22 kN • m 


Resp. M m a x = - 80 kN • m 


442. Viga cargada uniformemente, como in- 
dica la figura P-442. 



446. Viga en voladizo cargada como se 
muestra en la figura P-446. 



Figura P-442. 

Resp. Af m&x = wL 2 /9^/Ten x = L/yJT 

447. Viga cargada como se muestra en la fi- 

443. Viga sometida a la action de la carga gura P-447, 
triangular, como indica la figura P-443. 




ReS P- ^max = WL 2 / 12 


Figura P-447. 
Resp. Af m a x = -80 kN • m 


4-4 Relaciones entre carga, cortante y momento 115 


448 . Viga cargada como se indica en la figu- 
ra P-448. 


20 kN/m 

Hrn 

1 

80 kN/m 


. 1 tar 

* 0 m 


^ i m - *- 1 

o m r 

1 111 


R i R 2 


Figura P-448. 

Resp. Mmax = 137.5 kN • m 

449 . Una viga sobre la que actua la carga 
triangular de la figura P-449 esta sostenida por 
una reaction distribuida uniformemente. 



Resp. M miLX = -45 kN • m 


450 . Viga cargada y apoyada como se 
muestra en la figura P-450. 



451 . Viga cargada como se muestra en la fi- 
gura P-451. 



Figura P-451. 

Resp. A/ m a X = -45 kN • m 


452. Viga cargada como se muestra en la fi- 
gura P-452. 



Figura P-452. 

Resp. = 49.5 kN * m 

453. Una carga variable uniformemente esta 
sostenida por dos reacciones uniformemente 
distribuidas, como se muestra en la figura P-453. 



En los problemas siguientes , trazar los 
diagramas de cargos y de momentos flexionantes 
correspondientes al diagrama de fuerza cortante 
que se da y cuyos valores estdn expresados en kN . 
Especificar los valores numericos en tod os los 
puntos de discontinuidad y en los de fuerza cor- 
tante nula. 
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454. Diagrams de fuerza cortante como en 
la figura P-454. 


457. Diagrams de fuerza cortante mostrado 
en la figura P-457. 



455. Diagrams de fuerza cortante mostrado 
en la figura P-455. 




Resp. M mkx = 22.5 kN • m 

458. Diagrams de fuerza cortante como el 
de la figura P-458. 



Figura P-455. 


Figura P-458. 


456. Diagrams de fuerza cortante como en 
la figura P-456. 



Figura P-456. 

Resp, Mma x = - 120 kN ♦ m 
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4-5. CARGAS MOVILES 


Cuando un camion, un vagon de ferrocarril u otros vehiculos ruedan sobre una viga, 
constituyen un sistema de cargas concentradas, separadas por distancias fijas, que se llama 
tren de cargas . Como se ha visto, en vigas sobre las que solamente existen fuerzas concentra- 
das, el maximo momento flexionante tiene lugar en el punto de aplicacion de una fuerza, y 
en el caso de un tren de cargas moviies, el problema consiste en la determination de los mo- 
mentos en cada carga, cuando cada una esta en una posicion tal que el maximo momento 
tenga lugar bajo ella. El mayor de tales momentos maximos es el que se ha de considerar en 
el diseno de la viga. 

En la figura 4-23, P x , P 2 , P 3 y P 4 representan un tren de cargas a distancias fijas a, by c 
entre ellas. El conjunto se desplaza como un todo a lo largo de la viga simplemente apoyada 
de claro L. Llamando R a la resultante de las fuerzas que actuan en el vano y e a su distancia 
a P 2 , el valor de la reaction R x de la izquierda es 


R l = R (L — e - x) 
y el momento flexionante bajo P 2 es, 


[M = (2 A/y M 2 = j-(L - e - x)(x) 

Para determinar el valor de .v que hace maximo a M 2 , 
iguala a cero, 

de donde ^ 


- Pi* 

se deriva con respecto axy se 



(4-7) 


Este valor de x es independiente del numero de cargas a la izquierda de P 2 , puesto que las de- 
rivadas de los terminos de la forma P x a con respecto a Jt son cero. 

A la vista de la expresion (4-7) se puede establecer la siguiente regia: El momento fle- 
xionante bajo una carga determinada es maximo cuando el punto medio entre la carga y la 
resultante de las cargas existentes en el vano , coincide con el punto medio del claro . Localiza- 
da la posicion de cada carga para que el momento bajo ella sea maximo, es posible calcular el 
valor de tales momentos maximos bajo cada carga. 

La fuerza cortante maxima tiene lugar siempre en un apoyo, y es igual a la maxima reac- 
cion. Esta, para un tren de cargas moviies, aparece ya sea en el apoyo izquierdo, cuando la 
carga extrema izquierda del tren de cargas esta sobre el, o bien en el apoyo derecho, cuando 



Figura 4-23. Cargas m6viles. 
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la carga extrema derecha del tren esta sobre este. En otras palabras, la maxima reaction es 
aquella a la que la resultante del tren de cargas esta mas prbxima. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

459 . Un camion con trailer o semirremolque, con las cargas por eje que se indican en la 
figura 4-24a, rueda sobre una viga simplemente apoyada de claro L - 12 m. Determinar el 
maximo momento flexionante y la maxima fuerza cortante. 

Solution: La resultante de las tres cargas es R = 90 kN y esta situada como indica la figura 
4- 24a. De acuerdo con la regia dada en (4-7) cuando el punto medio de la viga este exacta- 
mente entre A y R tiene lugar el momento maximo en A (fig. 4-24b). Tomando momentos 
con respecto a R 2 se obtiene R u 

[2A/* 2 = 0] 12/?, = 90(3.5) /?, = 26.25 kN 

por lo que el momento flexionante en A es 

[M = (£M) izq ] M a = 26.25(3.5) = 91.9 kN -m 

Consideremos ahora la figura 4-24c en la que el tren de cargas esta colocado de manera 
que el punto medio entre By R esta en el centro de la viga. Tomando momentos con respecto 
a R 2 se halla el nuevo valor de R u para esta nueva position de las cargas, que es 

[2A/* 2 = 0] 12/?, = 90(4.5) /?, = 33.75 kN 

por Io que el momento flexionante en B es 

[M = (EA/) izq ] M b = 33.75(4.5) - 15(2) = 122 kN-m 

Si ahora se coloca el tren de cargas de manera que el punto medio entre C y R coincida 
con el centro del vano, para poder tener el maximo momento en C resulta que la carga A se 
sale de la viga, por lo que ya no sirve la hipbtesis de que las tres cargas estan en el claro. Esto 
indica la posibilidad de un momento maximo bajo C con las unicas cargas By C aplicadas en 
la viga, pero entonces se han de tener en cuenta solamente estas dos cargas en el problema. 
Su resultante es ahora R ' = 75 kN a 2 m de C. La position de las cargas que produce el ma- 
ximo momento en C se indica en la figura 4-24d, en la que el punto medio entre C y R ' coin- 
cide con el centro del vano. Tomando momentos con respecto a /? t resulta, para R 2 , 

[EM*, = 0] 12 R 2 = 75(5) R 2 = 31.25 kN 

por lo que el momento flexionante en C vale 

[M = (EM) der ] M c = 31.25(5) = 156 kN-m 

Se propone como ejercicio la demostracion de que los maximos momentos bajo A y B 
cuando solamente actuan en el claro estas dos fuerzas son, respectivamente, 96.3 kN • m y 
105 kN • m y que si solo esta C dentro del claro, el momento maximo tiene lugar con C en el 
centro y vale 150 kN • m. 

Comparando todos los valores obtenidos se deduce que el mas peligroso de todos los 
maximos es 156 kN • m, y tiene lugar bajo C cuando solo B y C estan sobre la viga. 
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15 kN 25 kN R = 90 kN 50 kN 



„ o n , * 

1 


o ni 1 o 111 

^ 1 

A ' 

^ L III ► 

^ l~o m ► 

' B 1 

r C 

{ 

— r i n . . . ^ 

^ L - i z m ** 


(a) 


R = 90 kN 



K = 90 kN 



R' = 75 kN 


1, 

1 1 m 

| 1 m 

* r ^ 

m Dm * | * ’ 

O 1 * m 1 


r* D m 

L 

i 

n i ^ o m 

At t 

C' 



k 



<d) 


Figura 4-24. Cargas moviles. (a) Cargas iniciales. (b) Posici6n de las cargas que produce 
momento maximo en A . (c) Posicibn de las cargas que produce momento m&ximo en 
B. (d) Posicibn de las cargas que produce momento maximo en C con s61o B y C 
sobre el vano. 


Fuerza cortante maxima. Si las tres cargas estan en el vano, la resultante R puede 
quedar a 3 m de R 2 cuando C esta sobre este apoyo y a 5 m de R x cuando A actua sobre ella. 
Evidentemente la maxima reaction y, por tanto, la maxima fuerza cortante, ocurrira en R 2 
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puesto que la resultante R puede quedar mas proxima. Tomando momentos con respecto a 
se encuentra para R 2 el valor 

[-2 A/*, = 0] 12^ 2 = 90(12 - 3) R 2 = F m4x = 67.5 kN 

Tambien se ha de investigar la posibilidad de que la maxima fuerza cortante tenga lugar 
cuando solo las cargas By C actuan dentro del vano. La maxima reaccion en este caso sucede 
en R j cuando B este sobre este apoyo y la resultante R ' = 75 kN este a 4 m de R v Su valor es 
- 4) = 50 kN. La condicion de que solo Ay B esten en el vano no es preciso si- 
quiera comprobarla, ya que su resultante es 40 kN, menor que la reaccion maxima R 2 = 67.5 
kN hallada anteriormente. 


PROBLEMAS 

460. Un camion con cargas de 40 kN y 60 
kN por eje, con una distancia entre ellos de 5 m, 
rueda sobre una viga de 10 m. Calcular el maxi- 
mo momento flexionante y la maxima fuerza cor- 
tante. 

Resp. Af mix = 160 kN •; V mkx = 80 kN 

461. Repetir el problema anterior si las car- 
gas por eje son de 30 y 50 kN, su distancia de 4 m 
y la longitud de la viga de 8 m. 

462. Un tractor con cargas sobre sus ejes, de 
4 y 8 kN, tiene una distancia entre ejes de 3 m. 
Determinar el maximo momento flexionante y la 
maxima fuerza cortante al cruzar un vano de 6 m. 

Resp. M m a* = 12.5 kN * m; 


463. Tres ruedas cargadas con 30 kN cada 
una y distantes 2 m se desplazan sobre un vano de 


12 m. Determinar el maximo momento fle- 
xionante y la maxima fuerza cortante. 

Resp. M m&x = 210 kN * m; 

L max = 75 kN 

464. Tres cargas, que actuan sobre sendas 
ruedas, se desplazan solidariamente sobre un cla- 
ro de 16 m. Las cargas son A = 10 kN; B = 20 
kN, 2 m a la derecha de A; y C = 40 kN, 4 m a la 
derecha de B. Determine el maximo momento 
flexionante y el maximo esfuerzo cortante sobre 
la viga simplemente apoyada. 

465. Un camion con remolque que rueda 
sobre una viga de 12 m tiene cargas por eje de 10, 
20 y 30 kN separadas, respectivamente, por dis- 
tances de 3 y 5 m. Determinar el maximo mo- 
mento flexionante y la maxima fuerza cortante 
sobre el claro. 

Resp. A/ mSx = 104 kN • m; V mAx = 45 kN 


RESUMEN 

Las definiciones de momento flexionante y fuerza cortante se expresan por: 

^=(2F) izq 


y 


M = (2M) izq = (2M) der 


(4-1) 

(4-2) 


en donde las fuerzas con sentido hacia arriba producen efectos positivos. La fuerza cortante 
V se calcula solamente en funcion de las fuerzas a la izquierda de la seccion considerada. Sin 
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embargo, el momento flexionante puede calculate en funcion de las fuerzas a la izquierda o 
de aquellas a la derecha, como resulte mas sencillo. 

Las relaciones entre cargas, fuerza cortante y momento flexionante vienen dadas por. 

dV 


dx 


(4-5) 


V = 


dM 

dx 


(4-6) 


En la seccion 4-4 estas relaciones proporcionan un metodo semigrafico para calcular la fuer- 
za cortante y el momento flexionante, que complementa a las ecuaciones (4-1) y (4-2). De 
ellas se deduce: 


V 2 ~ V, = AV= (area) cargas (4-3) 

y 

M 2 - M x = A M = (area) conante (4-4) 

cue conducen a otro procedimiento para calcular el momento flexionante y la fuerza cortan- 
te y que, expresada en la forma, 

Intensidad de carga = pendiente del diagrama de V 

v 

intensidad de cortante = pendiente del diagrama de momento 

facilitan el trazado de la forma apropiada de los diagramas de fuerza cortante y momento 
flexionante. 

Cuando un tren de cargas se mueve sobre una viga, el momento flexionante es maximo 
bajo una carga. Para determinar la posicion de las cargas para la que el momento es maximo 
bajo una de ellas, el tren de cargas tiene que estar situado de manera que el punto medio 
entre la carga dada v la resultante de todas las que actuan en el claro, coincida con el punto 
medio de la viga. Con las cargas en esta posicion se determinan las reacciones, y aplicando la 
expresion (4-2) se calcula el momento flexionante bajo la carga determinada. 



5-1. INTRODUCCION 

En este capitulo se estudian y deducen las relaciones entre el momento flexionante y los 
esfuerzos normales por flexion que se producen, y entre la fuerza cortante vertical y los es- 
fuerzos cortantes. Para obtener estas relaciones se hacen las hipotesis siguientes: 

1. La secciones planas de la viga, inicialmente planas, permanecen planas. 

2. El material es homogeneo y obedece a la ley de Hooke. 

3. El modulo elastico es igual a tension que a compresion. 

4. La viga es inicialmente recta y de section constante. 

5. El piano en el que actuan las fuerzas contiene a uno de los ejes principales de la sec- 
cion recta de la viga y las cargas actuan perpendicularmente al eje longitudinal de aquella. 

En las secciones que siguen se examinan las aplicaciones y limitaciones de estas hipotesis 
y se ponen de manifiesto los motivos de haberlas tenido en cuenta. 


5-2. DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA FLEXlCN 

Los esfuerzos normales producidos por el momento flexionante se llaman esfuerzos por 
flexidn y las relaciones entre estos esfuerzos y el momento flexionante se expresan mediante 
la fdrmula de la flexidn. Para su deduccion se sigue el mismo procedimiento que se de- 
sarrollo para deducir la formula de la torsion (Sec. 3-2), es decir, las deformaciones elasticas 
junto con la ley de Hooke determinan la forma de la distribution de esfuerzos, y mediante las 
condiciones de equilibrio se establece la relation entre los esfuerzos y las cargas. 
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O 


Li 


P 


dx 


a 


b d 


(a) 


(b) 


Figura 5-1. Deformaciones. 


La figura 5- la muestra dos secciones adyacentes ab y cd separadas una distancia dx. De- 
bido a la flexion producida por la carga P, las secciones ab y cd giran una con respecto a la 
otra un pequeno angulo dd , como se ve en la figura 5- lb, pero permanecen planas y sin dis- 
torsion de acuerdo con la hipotesis 1 de la seccion anterior. 

La fibra ac de la parte superior se acorta y la fibra bd se alarga. En algiin punto entre 
ellas existe una fibra, tal como ef, cuya longitud no varia. Trazando la linea c’d’ por /, para- 
lela a ab , se observa que la fibra ac se ha acortado una longitud cc' y esta, pues, comprimi- 
da, mientras que la fibra bd se ha alargado la longitud d'd y esta sometida a tension. 

El piano que contiene todas las fibras como la ef se llama superficie neutra , ya que ta- 
les fibras no varian de longitud y, .por tanto, no estan sujetas a esfuerzo alguno. En seguida 
veremos que la superficie neutra pasa por los centros de gravedad de las secciones transversa- 
ls de la viga. 

Consideremos ahora la deformacion de una fibra cualquiera gh situada a una distancia 
y de la superficie neutra. Su alargamiento hk es el arco de circunferencia de radio y y angulo 






L ef 


Llamando p al radio de curvatura de la superficie neutra, la longitud ef es igual a p dd, por 
lo que la deformacion unitaria vale 


y d6 _ y 

P dO p 


Suponiendo que el material es homogeneo y obedece a la ley de Hooke, hipotesis 2, el 
esfuerzo en la fibra gh viene dado por: 
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Esta expresion indica que el esfuerzo en cuaiquier fibra es directamente proporcional a su 
distancia v a la superficie neutra, ya que se ha supuesto que el modulo elastico es igual a ten- 
sion que a compresidn, hipotesis 3, y el radio de curvatura p de la superficie neutra es inde- 
pendiente de la ordenada y de la fibra. Ahora bien, los esfuerzos no deben sobrepasar el 
limite de proporcionalidad, pues en caso contrario dejaria de cumplirse la ley de Hooke en la 
que se ha basado la determination de la forma de distribution de los esfuerzos. 

Para completar la deduction de la formula de la flexion se aplican las condiciones de 
equilibrio. Como se ha visto en la seccion 4-3, las fuerzas exteriores que actuan a un lado de 
la seccion en estudio quedan equilibradas por la fuerza cortante y el momento flexionante re- 
sistentes. Para que se produzca este equilibrio, un elemento diferencial cualquiera de la sec- 
cion de exploration esta sometido a las fuerzas que indica la figura 5-2*. La intersection de 
la superficie neutra con la seccion se llama eje neutro , abreviadamente E. N. 

Para satisfacer la condition de que las fuerzas exteriores no tengan componente segun el 
eje X , hipotesis 5, se tiene, 


[2* = 0] fa x dA = 0 


en donde o x equivale a, a de la ecuacion (a). Sustituyendo o x por su valor Ey/py resulta, 



P 


Plano longitudinal 
de las fuerzas aplicadas 



R 


Figura 5-2. Fuerzas que actuan sobre un elemento de area de la seccidn recta. 


* La seccion transversal se ha dibujado rectangular por facilidad de representation, pero puede tener otra for- 
ma cualquiera. 
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Los terminos E y p , constantes, se han sacado fuera del signo integral. Como y dA es el me- 
mento estatico del area diferencial dA respecto de E. N., la integral f y dA es el momento 
estatico total del area. Por tanto, 


— Ay = 0 
P 

Sin embargo, como solamente}' en esta expresion puede ser nulo, se deduce que la distancia 
a E. N., eje de referenda, del centro de gravedad de la seccion recta debe ser cero, es decir, 
que la linea neutra pasa por el centroide del area de la seccion transversal. 

La condicion EE = 0 que da V = V r conduce a la formula del esfuerzo cortante, cuya deduc- 
tion se deja para mas adelante (Sec. 5-7). De momento, se hace observar solamente que la 
fuerza cortante resistente V r es la suma de todas las fuerzas cortantes r xv dA , cs decir. V r = 

\ r xy dA. 

La condicion EZ = 0 conduce a que j r xz dA = 0. Puesto que las fuerzas exteriores no 
tienen componente segun el eje Z, en el sistema de fuerzas cortantes r xz dA esta en equilibrio. 
En la seccion seccion 13-8 se examina este hecho con mas detalle, y se vera como el piano de 
las fuerzas puede no ser el piano AT, sino uno paralelo a el. En estos casos, las cargas produ- 
cen un momento con respecto al eje X que es equilibrado por { y(r X£ dA) - j z(r xy dA ) para 
cumplir la ecuacion LM X = 0. Esta condicion se verifica automaticamente para secciones si- 
metricas respecto del eje E, ya que cualquier elemento tiene otro simetrico y, por tanto, las 
integrates se anulan. Como consecuencia, para secciones simetricas con respecto al eje E, 
el piano de las fuerzas exteriores debe coincidir con el piano AT, y si no ocurre asi, la viga es- 
tara sometida a torsion. 

Consideremos ahora la condicion EM V = 0. Las fuerzas exteriores no producen mo- 
mento con respecto al eje E, ni tampoco las fuerzas cortantes interiores. Por tanto, 

[2A/ V . = 0] /z(a x dA) = 0 
Sustituyendo a x por Ey/p, resulta, 



La integral \ zy dA es el producto de inercia P zy9 que es nulo solamente si Ey Z son ejes de 
simetria o ejes principales de la seccion. Esto constituye la justificacion de la hipotesis 5. 

La ultima condicion de equilibrio EM, = 0 requiere que el momento flexionante sea 
equilibrado por el momento resistente, es decir, M = M r . El momento resistente con respec- 
to a E. N. de un elemento cualquiera es y{o x dA) y, por tanto, 

M = fy(o x dA) 



Sustituyendo a x por Ey/p, resulta 
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Puesto que j y 2 dA es el momento de inertia* / del area con respecto al eje de referencia, que 
en este caso es E. N., que pasa por el centro de gravedad, se obtiene finalmente, 



0 b ) 


P 


Ahora se deduce por que en la section 4-2 era necesario considerar el eje que pasa por el 
centroide de la section de exploration, como eje con respecto al cual se calcula el momento 
flexionante; de esta manera se tiene un eje comun para calcular e igualar M y M r . 

I a forma mas comun de escribir la ecuacion ( b ) es 



que se utiliza en las secciones 6-2 y 6-3 como base para hallar la deformation de las vigas. 
Puesto que la curvatura es el reciproco del radio de curvatura, la ecuacion (5-1) indica que la 
curvatura es directamente proportional al momento flexionante. Este hecho ya se habia utili- 
zado (pag. 95) al identificar el signo del momento con la forma de la viga deformada: cur- 
vatura positiva, concava hacia arriba, correspondiente a un momento flexionante positivo, y 
viceversa. 

Igualando la relation £/p deducida de (5-1) con el valor de la ecuacion (a) se obtiene 


£ = M_ = a 

ply 


que conduce directamente a la formula de la flexion t, tambien llamada “formula de la 


escuadria”: 



Esta expresion indica que el esfuerzo debido a la flexion en cualquier section es directamen- 


te proporcional a la distancia del punto considerado a la linea neutra. Una forma mas comun 
de la formula de la flexion se obtiene sustituyendo por la distancia c del elemento mas ale- 
jado de la linea neutra. Con esto se obtiene el esfuerzo maximo: 


Me 

^max ~ r 


(5-2a) 


El cociente I/c se llama mddulo de resistencia de la section o simplemente, modulo de 
section, y se suele designar por S, por lo que la formula de la flexion adquiere la forma: 


* En el Apendice A se hace un estudio muy completo de los momentos de inercia. 

t Observese la semejanza con la formula de la torsibn r = Tp/J. Esta semejanza no solo facilita su recuerdo, sino 
que indica tambien que las unidades de M y M t han de ser las mismas, ya que ambos son N • m. 
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Esta formula es muy empleada en vigas de seccion constante, y muestra como el esfuer- 
zo maximo se produce en la seccion de momento flexionante maximo. En la tabla 5-1 se dan 
k>s valores del modulo de resistencia de las formas mas comunes de seccion recta. 

Un analisis muy interesante, analogo al que se empleara en el estudio de las vigas de 
concreto armado (Sec. 10-4) es el de la variation de los esfuerzos de flexion en una seccion 
rectangular, como se indica en la figura 5-3. 

Dado que la suma de las fuerzas horizontales en la seccion debe ser nula, la fuerza total 
de compresion C, en la mitad superior de la seccion recta, ha de ser igual a la fuerza total de 
tension T en la mitad inferior. Por tanto, el momento resistente M r esta constituido por el 
par que forman las fuerzas C y T iguales y opuestas. La magnitud de cada una de estas fuerzas 
es igual al producto del esfuerzo medio por el area. Por consiguiente, como el esfuerzo me- 
dio en una distribution lineal es la mitad del esfuerzo maximo, se tiene: 



Tabla 5-1. 

Modulos de resistencia de varias formas de seccion transversal 


Rectangular 


Circular (llena) 
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Figura 5-3. El momento resistente equivale a un par formado por las resultantes de las 
fuerzas de compresion y de tension. 


Las fuerzas C y T actuan en el centro de gravedad de la carga triangular a una distancia 
k de E. N., y como k = | c= § (/z/2), el brazo del par resistente es e = 2k = | h. Igualan- 
do el momento flexionante al momento resistente resulta: 


M = M r = Ce = Te 



que coincide con la ecuacion (5-2b) para una seccion rectangular. 


Modulo de ruptura 

Puede emplearse la ecuacion (5-2a) para determinar el esfuerzo de flexion en una viga 
cargada hasta su ruptura en una maquina de ensayos. Puesto que en este caso se excede el 
iimite de proporcionalidad, el esfuerzo determinado de esta forma no es el verdadero esfuer- 
zo en el material cuando se produce la ruptura de la viga. Sin embargo, el esfuerzo ficticio asi 
obtenido se llama mddulo de ruptura del material y se utiliza para comparar las resistencias 
ultimas de vigas de distintos tamanos y materiales. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

501 . Una viga de seccion rectangular de 150 x 250 mm soporta la carga que indica la fi- 
gura 5-4. Determinar el maximo esfuerzo por flexion que se produce. 

Solucion: Se comienza por determinar el maximo momento flexionante. El diagrama de 
fuerza cortante indica que este se anula parax = 2 m. El momento flexionante en dicho pun- 
to, calculado por el area del diagrama de fuerza cortante, es, para x = 2 m, 

[AM = (area)v] M mkx = (i±±Zj(2) = 16 kN • m 

No es necesario dibujar el diagrama de momentos. 

Apliquemos ahora la formula de la flexion, cuidando que las unidades empleadas sean 
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Figure 5-4. 


M 

S 




6 A/ 
bh 2 


^max — 


congruentes. En la tabla 5-1 se tiene el modulo resistente para la seccion rectangular, S = 
bh 2 / 6, con lo que 

6(16 X 10 3 ) 

~ (0.150)(0.250) 2 Resp . 

= 10.24 MPa 

502 . Una viga de madera de 100 x 300 mm y 8 m de longitud soporta las cargas indica- 
das en la figura 5-5. Si el maximo esfuerzo admisible es de 9 MPa, <,para que el valor maximo 
de vv se anula la fuerza cortante bajo P y cuanto vale P? 

Solucion: Para satisfacer las condiciones indicadas en el enunciado, el diagrama de fuerza 
cortante debe tener la forma que representa la figura. El maximo valor de vv que anula la 
fuerza cortante bajo P se determina por la ecuacion (4-3), 


[AV = (area) carg J 4w + — = 6w 

que proporciona la siguiente relation entre P y w. 


P = 8k- 


(a) 


El maximo momento flexionante tiene lugar bajo P y su valor es 


[AM = (area)v] 


fVnix = j(6)(6k’) = 18h- N • m 
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P 



Aplicando la formula de la flexion resulta: 

(0.100)(0.300) 2 
18h- = (9 X 10 6 )- ^ — 

w = 750 N/m Res P- 

y segun (a) el valor de P es: 

P = 8 w = 8(750) = 6000 N R eS p. 



PROBLEMAS 

503. Una viga en voladizo, de 60 mm de 
ancho por 200 mm de canto y 6 m de longitud, 
soporta una carga que varia uniformemente des- 
de cero en el extremo libre hasta 1000 N/m en el 
empotramiento. Determinar el valor y el signo 
del esfuerzo en una fibra situada a 40 mm del 
extremo superior de la viga en una seccion a 3 m 
del extremo libre. 

Resp. (b) o = 1.13 MPa 

504. Una viga simple o simplemente apoya- 
da, de seccion rectangular de 60 mm de ancho 
por 100 mm de altura, y 4 m de longitud, esta so- 
metida a una carga concentrada de 800 N en un 


punto situado a 1 m de uno de los apoyos. Deter- 
mine el esfuerzo maximo asi como el esfuerzo en 
una fibra situada a 10 mm de la parte superior de 
la seccidn, para una section situada a la mitad del 
claro. 

505. Una sierra de cinta de acero de alta re- 
sistencia, que tiene 20 mm de ancho y 0.8 mm de 
espesor, pasa por unas poleas de 600 mm de 
diametro. esfuerzo maximo se desarrolla 

por la flexion al rodear las poleas? iQ ue 
diametro minimo pueden tener las mismas sin 
que sobrepase el esfuerzo de 400 MPa? E = 200 
GPa. 

Resp. a = 267 MPa 
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506. Una barra de acero, de 25 mm de 
aiKho, 6 mm de espesor y 1 m de longitud se fle- 
vjona por la action de pares aplicados en sus 
extremos, de manera que en el centro adquiere 
-na deflexion de 20 mm. Determinar el esfuerzo 
maximo en la barra y la magnitud de los pares 
aplicados; E - 200 GN/m 2 . 

Resp. a = 95.8 MPa; M = 14.4 N ■ m 

507. En un ensayo de laboratorio sobre una 
viga cargada con pares en sus extremos se en- 
eontro que las fibras tales como las AB de la figu- 
~a P-507 tuvieron un alargamiento de 0.03 mm, 
mientras que las CD se habian acortado 0.09 mm 
en la longitud de 200 mm entre puntos. Calcular 
los esfuerzos que han debido de aparecer en las 
fibras superior e inferior de la viga; E = 100 
GPa. 
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Figura P-507. 


508. Determinar el espesor minimo b de la 
viga de la figura P-508, de manera que el maximo 
esfuerzo normal no exceda de 10 MPa. 



Figura P-508. 
Resp. b = 75.0 mm 



509. Una viga de tipo caja muy usada en 
construcciones aeronauticas consta de una serie 
de tubos unidos mediante unas almas muy'delga- 
das como se indica, en seccion, en la figura 
P-509. Cada tubo tiene una seccion recta de 130 
mm 2 . Si el esfuerzo medio en estos tubos no 


puede exceder de 70 MPa, determinar la carga to- 
tal uniformemente distribuida que puede sopor- 
tar esta viga sobre un claro de 4 m. Despreciar el 
efecto resistente de las almas de union. 



510. Una barra de 40 mm de diametro se 
emplea como viga simplemente apoyada sobre un 
claro de 2 m. Determine la maxima carga unifor- 
memente distribuida que puede aplicarse a lo lar- 
go de la mitad derecha de la viga si el esfuerzo de- 
bido a la flexion esta limitado a un valor de 60 
MN/m 2 . 

Resp. w = 1340 N/m 

511. Una barra rectangular simplemente 
apoyada, de 50 mm de ancho por 100 mm de es- 
pesor, soporta una carga de 1200 N/m uniforme- 
mente distribuida sobre toda su longitud. ^Cual 
es la longitud maxima de la barra si el esfuerzo 
flexionante esta restringido a 20 MPa? 

512. Una barra de seccion circular de 20 mm 
de diametro tiene una linea axial semicircular de 
600 mm de radio medio, como indica la figura 
P-512. Si P = 2000 NyF = 1000 N, calcular el 
esfuerzo m&ximo de flexibn en la seccion a-a. Se 
desprecia la deformacibn general de la barra. 



Resp. a = 331 MPa 
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513. Una barra rectangular de acero de 50 
mm de ancho por 80 mm de espesor, es cargada 
como se muestra en la figura P-513. Determine la 
magnitud y ubicacion del maximo esfuerzo fle- 
xionante. 

' 2kN 



Figura P-513. 


514. El marco de la figura P-514, de angulo 
recto en C, soporta una carga uniformemente re- 
partida equivalente a 200 N de proyeccion hori- 
zontal, es decir, una carga total de 1000 N. Deter- 
minar el m&ximo esfuerzo normal de flexibn en la 
section a-a si esta es un cuadrado de 50 mm de la- 
do. 

Resp. a = 30.0 MPa 

515. Repita el problema 514 hallando el ma- 
ximo esfuerzo debido a la flexion en la seccion 
b-b. 



516. Una barra rectangular de acero, de 20 
mm de ancho por 40 mm de altura y 4 m de lon- 
gitud, esta simplemente apoyada en sus extre- 
mos. Sabiendo que la densidad del acero es 7850 
kg/m 3 , determine el maximo esfuerzo por flexibn 
debido al peso propio de la barra. 

517. Una viga de 4 m de longitud simple- 
mente apoyada est& formada por dos perfiles 
C230 x 30 remachados formando una I. Hallar 
la carga uniforme que puede soportar, ademas de 
su propio peso, sin que se sobrepase el esfuerzo ad- 
misible de 140 MN/m 2 si (a) las almas son verti- 
cals, y ( b ) las almas estan horizontales. Consul- 
tar el Apendice B para ver las propiedades de los 
perfiles. 


518. Una viga de seccion S380 x 74 (ver 
tablas, Apendice B) esta simplemente apoyada en 
sus extremos. Soporta una carga concentrada 
central de 40 kN y una uniformemente distri- 
buida de 15 kN/m, incluido su peso propio. Cal- 
cular la maxima longitud que puede tener si el es- 
fuerzo admisible es de 140 MPa. Consultar el 
Apendice B para las propiedades de perfiles S. 

519. Una viga de 10 m esta colocada sobre 
dos apoyos situados a 1 m de sus extremos. Se ha 
construido de dos perfiles C380 x 50 remacha- 
dos por sus almas y colocadas estas en position 
vertical. Determinar la carga total uniformemen- 
te distribuida en toda su longitud, que puede so- 
portar sin exceder el esfuerzo maximo de 120 
MPa. 

Resp. w = 22.0 kN/m 

520. Una viga de seccion W200 x 27 (ver 
Apend. B) se usa como viga en voladizo de 6 m 
de longitud. Calcule la maxima carga uniforme- 
mente distribuida que puede aplicarse a todo lo 
largo de la viga, ademas de su propio peso, si el 
esfuerzo por flexion no ha de exceder el valor de 
140 MN/m 2 . 

521. Repetir el problema 520 empleando 
una viga de 4 m con una seccion W250 x 67. 

522. La figura P-522 muestra la seccion de 
una junta, en la que un remache de 28 mm de 
diametro une dos placas de 14 mm a una de 20 
mm. Suponiendo que las fuerzas indicadas se 
distribuyen uniformemente a lo largo de la parte 
del remache sobre la que actuan, determinar el 
m&ximo esfuerzo de flexion que aparece en el re- 
mache. 



523. Una viga de madera de seccion cuadra- 
da que se emplea como durmiente de ferrocarril, 
esta sostenida por una reaccibn uniformemente 
distribuida y soporta las dos cargas distribuidas 
de 48 kN cada una como indica la figura P-523. 
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Determinar el tamano de la seccion del durmiente 
. la tension admisible es de 8 MPa. 


0.2 m 0.2 m 


-*-0.5 m-*- 

! 

I 

U 1 m 

W = 48 kN 

— =>- 

^-0.5 m-»- 

W = 48 kN 

4 „ „ ; 




" - 'T 


Figura P-523. 


525. En el problema anterior, si la carga en 
el voladizo es de 10 kN/m y este tiene * metros de 
longitud, determinar los maximos valores de * y 
P que puede tener simultaneamente. 


526. Una viga rectangular, de 120 mm de 
ancho por 400 mm de altura, esta cargada como 
se muestra en la figura P-526. Si w = 3 kN/m, 
calcule el valor de P que produzca un esfuerzo 
por flexion maximo de 10 MPa. 


524. Una viga de madera de 150 mm de 
ancho y de 300 mm de altura esta cargada como 
indica la figura P-524. Si el maximo esfuerzo ad- 
misible es de 8 MN/m 2 , determinar los valores 
maximos de w y P que pueden aplicarse simulta- 
neamente. 


Resp. P = 32.5 kN 


527. Resolver el problema anterior con w 
6 kN/m. 


P 


J , 

w N/m 


1 3 m 3 m j 

| 2 m 


R ] 

Figura P-524 y P-525. 
Resp. w = 9 kN/m, P = 18 kN 


P 



Figura P-526 y P-527. 


5-3. PERFILES COMERCIALES 

En una viga de seccion rectangular o circular, las fibras situadas en la proximidad del 
E. N. estan sometidas a un esfuerzo muy pequeno comparado con el esfuerzo en la parte su- 
perior o en la inferior. El hecho de que una gran parte de la seccion este poco aprovechada 
las hace poco apropiadas para trabajar a flexion. 

La formula de la flexion, M = ol/c, muestra que si el area de la seccion rectangular (fig. 
5-6a) pudiera distribuirse de manera que la viga siguiera teniendo la misma altura, pero con 
la forma indicada en la figura 5-6b, el momento de inercia aumentaria muchisimo, por lo 
que el momento flexionante que podria soportar seria mucho mayor. 

Fisicamente, el incremento de momento resistente es debido a que hay muchas mas 
fibras a mayor distancia del E. N. , fibras que soportaran un esfuerzo mayor, y con un brazo 
de momento tambien mayor respecto del E. N. Sin embargo, la seccion de la figura 5-6b 
no es realizable; las dos partes en que ha quedado dividida no pueden estar aisladas. Es nece- 
sario emplear parte del area en la sujecion, como se indica en la figura 5-6c. Se vera mas ade- 
lante como el area del alma soporta practicamente la totalidad de la fuerza cortante vertical, 
y se estudiara como determinar sus dimensiones. 
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Figura 5-6. 


La figura 5-6c representa una seccion I de ala ancha (que suele llamarse H). Es uno de 
los perfiles mas eficientes, ya que no solo tiene gran resistencia trabajando a la flexion como 
viga, sino tambien como columna (Cap. 1 1). Otro tipo de perfil laminado es el I normal, fi- 
gura 5-6d, mas antiguo que el de ala ancha y que al no ser tan eficiente tiende a ser sustituido 
por aquel. En el Apendice B se dan las caracteristicas de perfiles estructurales. La designa- 
cion de las vigas I y H (ala ancha) se da expresando su altura nominal y su masa (o peso) por 
unidad de longitud. Por ejemplo, un W610 x 140 tiene una altura (o peralte) real de 617 mm 
y una masa real de 140. 1 kg/m. Las tablas dan tambien el momento de inercia (7), el modulo 
de seccion (5) y el radio de giro (r) para cada eje principal. *’ t 

Al escoger una determinada seccion para aplicarla como viga es innecesario decir que el 
momento que puede resistir, M r = ol/c = oS, debe ser igual o mayor que el momento flc- 
xionante maximo aplicado M. Esta condicion puede expresarse por la desigualdad: 



(5-3) 


que indica que la seccion debe elegirse de manera que su modulo resistente sea igual o mayor 
que la relacion del momento flexionante al esfuerzo admisible. En el problema ilustrativo 
528 que se dara a continuacion, se aclara el procedimiento y las precauciones necesarias. 

Flexion lateral en vigas 

En las vigas I, los patines sometidos a compresion tienden a pandearse transversalmen- 
te en sentido horizontal si la viga es demasiado larga. Se trata de un efecto que examinaremos en 
el Capitulo 1 1 . Cuando esta flexion lateral esta impedida por el forjado del piso o porque los pa- 
tines sometidos a compresion esten arriostrados mediante varillas espaciadas a intervalos 
apropiados, se puede emplear el esfuerzo admisible total. En caso contrario, debe reducirse 
el esfuerzo. Esta reduccion en el esfuerzo admisible puede hacerse segun formulas dadas por 


* Muchos disenos estan basados en !a masa nominal por metro. Sin embargo, para ilustrar el uso de las tablas 
usaremos la masa tebrica por metro. Se simboliza por r el radio de giro (o de inercia) siguiendo la notacion del AISC 
(American Institute of Steel Construction). No se confunda con la r del radio de un circulo. 

t N. del R. En el eitado Apendice B se presentan las tablas de propiedades de perfiles de acero estructural de 
fabricacibn americana y europea, y de otros materiales para const ruccibn. 
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d American Institute of Steel Construction. En lo que sigue, supondremos que todas las vi- 
sas estan arriostradas adecuadamente para evitar la deflexion lateral. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

528 . Seleccionar el perfil W mas ligero que puede soportar la carga indicada en la figura 
5-7 sin exceder el esfuerzo admisible de 120 MPa. Determinar el esfuerzo real en el perfil es- 
cogido. Suponga que la viga esta arriostrada adecuadamente para evitar la deflexion lateral. 

Solucion: Calculemos las reacciones en primer lugar y tracemos el diagrama de fuerza cor- 
lante. El maximo momento tiene lugar bajo la carga y vale 15 x 4 = 60 kN • m. Aplicando 
la ecuacion (5-3) se tiene: 


S > — 
a 


S > 


60 X 10 3 


120 X 10 6 
> 500 X 10 3 mm 3 


= 500 X 10“ 6 m 3 


En la tabla de perfiles H(oW) se busca uno cuyo modulo de seccion sea igual o superior 
a 500 x 10 3 mm 3 . Este perfil es el W200 x 52, con S = 512 x 10 3 mm 3 . En el grupo W250, 
hallamos un perfil W250 x 45 con S = 534 x 10 3 , que es tambien satisfactorio, ademas de 
ser mas ligero. El grupo W310 incluye un perfil W310 x 39 con S = 549 x 10 3 mm 3 , que es 
el mejor, ya que la viga adecuada mas factible en los otros grupos tiene una masa unitaria 
mayor que 38.7 kg/m, que es la del perfil W310 x 39. 

El lector se preguntara por que se producen tantos perfiles diferentes con modulos de 
seccion aproximadamente iguales. La razon es que, aunque la viga mas ligera es la mas eco- 
nomica sobre la base de peso unicamente, a menudo el espacio disponible exige una viga me- 
nos peraltada que la mas ligera. 


45 kN 



15 kN 




Diagrama de cortante 



-30 kN 


Figura 5-7. Carga util. (Carga aplicada sin incluir el peso propio.) 
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La eleccion del perfil no esta completa todavia, ya que se ha de incluir el peso de la 
viga*. El momento que puede resistir la viga, M R , debe ser igual o mayor que la suma del mo- 
mento M v producido por la carga util y el momento M pp producido por su peso propio. 


M r > M v + M pp 


Dividiendo entre a. 


Mq Mu M pp 

^ H 


OOO 


en donde sustituyendo M/o por el modulo resistente S se obtiene la ecuacion de condicion: 


Sk - Su + s pp 


En este ejemplo el peso de la viga no es lo suficientemente grande para cambiar la posi- 
cion del punto de maximo momento flexionante combinado. Calculemos, pues, el valor del 
momento M pp para x = 4m (fig. 5-8), que vale, por definition de momento, M = (LM) der , 


M pp = (1.1 4)(2) - (0.380 x 2)(1) = 1.52 kN • m 


o por el area rayada del diagrama de fuerza cortante, 



(2) = 1.52 kN-m 


Por tanto, el modulo resistente necesario para este momento es 



= 12.7 X 10~ 6 m 3 


= 12.7 X 10 3 


,3 


mm' 


Aplicando la ecuacion de condicion, 


549 X 10 3 > (500 + 12.7) X 10 3 


[Sk > S{/ + S^jrJ 


se desprende que la section elegida es suficiente. 

El esfuerzo real en la viga se determina facilmente por la relation del modulo resistente 
necesario en la viga al del perfil elegido, es decir, 



Resp. 


* A veces las vigas de acero suelen recubrirse de concreto como protection contra el fuego o por formar parte 
de un suelo de este material. Puede suponerse que el concreto recubre con una capa de 50 mm al rectangulo que cir- 
cunscribe a la viga. Por ejemplo, un perfil de W310 x 59 quedara embebido en un rectangulo de concreto de 410 
mm x 265 mm, que con un peso de 2400 kgf/m 3 , o sea, de 23.5 kN/m 3 anadira una carga de aproximadamente 2.56 
kN/ m al peso muerto. En los problemas que luego se proponen no se tendra esto en cuenta, a menos que se diga lo 
contrario. Practicamente suele incluirse este peso muerto dentro del peso propio que se estima a priori. 
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0.380 kN/m 


6 m 



-1.14 kN 

Figura 5-8. Peso muerto. (Debido al peso propio de la viga.) 


PROBLEMAS 


Suponga que las vigas de los problemas siguientes est&n arriostradas adecuadamente pa- 
ra evitar toda deflexion lateral. Asegurese de incluir el peso propio de la viga. 


529. Una viga simplemente apoyada en sus 
extremos, de 10 m de claro, soporta una carga 
uniforme de 16 kN/m sobre toda su longitud. 
£,Cual es la viga mks ligera de perfil Wque no ex- 
eedera un esfuerzo por flexion de 120 MPa? 
t.Cual es el esfuerzo real en la viga seleccionada? 
Resp. W610 x 82; 113 MPa 

530. Repetir el problema anterior si la carga 
distribuida es de 12 kN/m y la longitud de la viga 
es 8 m. 

531. Se aplica una carga concentrada de 90 
kN en el centro de una viga simplemente apoyada 
de 8 m de claro. Si el esfuerzo admisible es de 120 
MN/m 2 , elegir la seccibn W mas ligera. 

Resp. W530 x 74 

532. Resolver el problema anterior si la lon- 
gitud de la viga se cambia a 12 m. 

533. Una viga simplemente apoyada de 12 
m de claro soporta una carga repartida de 30 
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kN/m en los 6 m centrales. Elegir la section mas 
ligera, si el esfuerzo admisible es de 140 MPa. 
Hallar el esfuerzo real maximo en la viga elegida. 

Resp. W610 x 125; 133 MPa 

534. Repetir el problema anterior si la carga 
uniformemente distribuida se cambia a 80 kN/m. 

535. Una viga apoyada en sus extremos de 
16 m de claro soporta una carga uniforme de 20 
kN/m en toda su longitud sobre su mitad de- 
recha. Si el esfuerzo admisible es de 120 MN/m 2 , 
elegir la seccibn W m&s econbmica. 

536. Una viga simplemente apoyada de 10 m 
de largo soporta una carga de 20 kN/m distri- 
buida uniformemente en toda su longitud y una 
carga de 40 kN concentrada en su parte media. Si 
el esfuerzo permisible es de 120 MPa, determine 
la viga de forma W mas ligera que pueda em- 
plearse. 

Resp. W610 x 125 


Quiza el empleo mas general de las vigas es en las estructuras de edificios y para soporte 
de los pisos. La figura 5-9 indica la disposition mas usual del entramado de un piso. El tabla- 
do esta soportado por viguetas. Se supone que estas trabajan como vigas simplemente apo- 
yadas. Las viguetas a su vez estan apoyadas en vigas de mayor tamano, llamadas trabes o vi- 
gas maestras, que se apoyan en los soportes o columnas que trasmiten el peso de las cargas a 
la cimentacion. 
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Figura 5-9. Estructura o entramado de un piso de madera. 


La carga sobre el suelo esta especificada en los d'istintos reglamentos de construction en 
p N/m 2 y puede variar desde 2.5 hasta 25 kN/m 2 segun se trate de viviendas, oficinas, etc., 
hasta ciertos edificios industriales. Si las viguetas tienen L metros de longitud y estan espa- 
ciadas a entre centros, se supone que cada una soporta la carga de la superficie a por L que se 
indica rayada en la figura 5-9. La carga en las viguetas se supone uniformemente repartida como 
se indica en la figura 5-10. El peso total We s igual a la carga p N/m 2 por el area aL, y se divi- 
de entre el claro L para dar la carga uniforme w - pa N/m. 

En estructuras metalicas, la disposition del entramado es esencialmente la misma, ex- 
cepto que las viguetas se suelen remachar o soldar al alma de las trabes, como se vio en la fi- 
gura 1-12, en lugar de apoyarse sobre ellas. Las figuras del ejemplo que sigue representan 
una pequena edification y muestran como se construyen los diagramas de carga para las di- 
versas vigas. 


| W=paL 

i 



w=pa N/m 



L — 

i i 


Figura 5-10. Carga sobre las viguetas. 
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3R0BLEMA ILUSTRATIVO 

537. Determinar los diagramas de carga para las vigas BA, CA, B-2 y C-2 del edificio 
cuya planta parcial de estructura se represen ta en la figura 5-11. Las cargas en cada zona son 
las indicad&s. 

Solucion: En la figura se indican con BA, B-2, etc., las viguetas que soportan la carga de la 
:abla. Las trabes, o vigas que soportan las viguetas, se han denominado CA, C-2, etc. 

En la vigueta £-1 la carga total es de 5 kN/m 2 uniformemente distribuida sobre una lon- 
gitud de 4 m y un ancho de 2 m, por lo que su diagrama de cargas es el indicado en la figura 
5-12. 

La viga CA es una trabe que soporta un extremo de la vigueta BA y se apoya en las vigas 
B-2. Esta, pues, cargada con las reacciones de las vigas BA, como se indica en la figura 5-13. 

La viga B-2 soporta la reaccion de CA, asi como la mitad de las cargas de los vanos o 
tramos adyacentes. Su diagrama de cargas se indica en la figura 5-14. Para los primeros 2 m, 
la carga es de 10 kN/m 2 sobre una superficie de 2 x 1 m, equivalente a 20 kN sobre una lon- 
gitud de 2 m, o sea, 10 kN/m. La reaccion de C - 1 es una carga concentrada de 20 kN. Para el 
resto de la viga la carga total es la suma de 10 kN/m 2 sobre un area de 4 x 1 m, mas 5 
kN/m 2 sobre un area de 4 x 1 m, es decir, un total de 60 kN sobre una longitud de 4 m, o 
sea, 15 kN/m. 



Figura 5-11. Planta del piso y cargas. 
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W= 5(2 X 4) 

1 

= 40 kN 

1 

f 




R- 20 kN i?=20kN 

Figura 5-12* Viga (£-1). 


20 kN 



Figura 5-14. Viga (B- 2), 


20 kN 20 kN 



R- 20 kN /?= 20 kN 

Figura 5-13. Trabe (C-l). 


60 kN 60 kN 



Figura 5-15. Trabe (C-2). 


La viga C-2 esta cargada solamente con las reacciones de las viguetas B- 3, como se indi- 
ca en la figura 5-15. Puede comprobarse que estas valen 60 kN. 


PROBLEMAS 

538 . Unas viguetas de madera de 50 mm de 
ancho por 200 mm de altura de seccion, simple- 
mente apoyadas sobre un claro de 4 m, han de so- 
portar un piso con carga total de 5 kN/m 2 . De- 
terminar la distancia entre ejes de las viguetas de 
manera que el esfuerzo maximo sea de 8 MPa. 
i,Que carga total podrian soportar si la distancia 
entre ejes fuera de 0.40 m? 

Resp. 0.267 m; 3.34 kN/m 2 

539 . Unas vigas de madera de 300 x 300 
mm, espaciadas 0.90 m entre ejes, estan hincadas 
en el terreno y actuan como vigas en voladizo, 
formando la estructura resistente de una ataguia 
para contention de agua cuya densidad es de 
1000 kg/m 3 . Calcular la altura de seguridad 
del agua detras de la represa si el esfuerzo admi- 
sible es de 8 MN/m 2 . 

Resp. h = 2.90 m 


540 . Unas vigas de madera de 200 mm de 
ancho y 300 mm de altura, con 5 m de longitud, 
apoyadas libremente en sus extremos inferior y 
superior, sostienen un dique o presa de 3 m de al- 
tura; la densidad del agua es de 1000 kg/m 3 . De- 
terminar (a) el espaciamiento de los maderos de 
manera que el esfuerzo maximo sea de 8 MPa, y 
(Z?) el espaciamiento si a m a X = 12 MPa y el agua 
alcanza su maxima altura de 5 m. 

Resp. (a) 0.939 m 

541 . Las vigas del piso de cierto edificio, de 
6 m de longitud, estan simplemente apoyadas en 
sus extremos y estan sometidas a una carga de 4 
kN/m 2 . Si las vigas tienen secciones W250 x 45, 
determine el espaciamiento adecuado usando un 
esfuerzo por flexion admisible de 120 MPa. 

542. Seleccione las secciones W m&s ligeras 
que puedan emplearse para las vigas y trabes del 
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rroblema 537 si el esfuerzo admisible es de 120 
MPa, despreciando el peso propio de los 
Tikmbros. 

- B- 1: W250 x 18; B- 2: W410 x 46; 

P * C-l: W310 x 28; C-2: W410 x 60 

543. En la figura P-543 se muestra una parte 
de la pianta del piso de un edificio, indicandose la 
carga que actua sobre cada claro (carga aplicada 


y carga muerta). Seleccione los perfiles W ade- 
cuados mas ligeros si el esfuerzo por flexion ad- 
misible es de 120 MPa y las vigas estan correcta- 
mente arriostradas. 


544. Repita el problema 543 si la carga de 15 
kN/m 2 se cambia a 24 kN/m 2 y la de 9 kN/m 2 , a 
12 kN/m 2 . 

Muro 
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Hueco de escalera 2 m 

L 



-2.5 m 


15 kN/m 2 
I 

7 m 

(B- 3) 


^ Muro 

Figura P-543. 


5-5. VIGAS ASIMETRICAS 

Todas las vigas examinadas hasta ahora eran de seccion simetrica con respecto a la linea 
neutra. Como el esfuerzo por flexion varia linealmente con la distancia al eje neutro que pasa 
por el centro de gravedad, tales secciones son utiles para materiales que tengan igual resisten- 
cia a la tension que a la compresion, pero para aquellos otros que sean relativamente debiles 
a la tension y mas resistentes a la compresion, como es el caso del hierro fundido, es prefe- 
rible emplear secciones asimetricas con respecto al E. N. Con esta forma de seccion, las 
fibras de gran resistencia pueden colocarse a mayor distancia de la linea neutra que las fibras 
mas debiles. La seccion ideal seria aquella en la que el centro de gravedad, o sea la linea 
neutra, se colocara en tal posicion que la relacion de distancias a las fibras que van a quedar 
sometidas a la maxima tension y compresion, fuera la misma que la relacion de los esfuerzos 
admisibles para cada caso. De esta manera se alcanzarian simultaneamente los valores admi- 
sibles a tension y a compresion. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

545. Una viga de fundicion simplemente apoyada soporta una carga uniformemente re- 
partida. Determinar el ancho b de la seccion en T invertida (fig. 5-16) de manera que se alcan- 
cen simultaneamente los esfuerzos admisibles de 30 y 90 MPa a tension y a compresidn, res- 
pectivamente. 
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•H -*-20 mm 


ifN/m 


L 


20 mm 


120 mn 



T 


6 


Figura 5-16. 


Solucion: La flexion de la viga es positiva, por lo que las fibras superiores quedan sometidas 
a compresion y las inferiores a tension. Como se vio en la seccion 5-2, los esfuerzos varian li- 
nealmente con su distancia al E. N. Por tanto, y para que se alcancen simultaneamente los 
esfuerzos admisibles, se ha de verificar que 


30 ^ i 
y c 90 3 



o bien. 


y e = 


(a) 


De acuerdo con la figura 5-16, 


y t + y c = 140 mm 


(b) 


De ( a ) y ( b ) se obtiene 


y t = 35 mm y y c = 105 mm 


Descomponiendo la seccion en los dos rectangulos rayados, y tomando momentos con 
respecto al eje X que pasa por el borde inferior del patin, se tiene: 


[Ay = lay] 

(120 x 20 + b X 20 )y, = (120 x 20)(20 + 60) + (b X 20)(10) 


Despejando b y sustituyendo el valor dej r = 35, queda 


Resp, 


b = 216 mm 


546. Calcular los esfuerzos maximos de tension y compresion en la viga de la figura 5-17. 

Solucion: Las secciones de fuerza cortante nula y momentos maximos, positivos o negati- 
vos, son las de abscisas x = 1.8 m y x = 4 m. Los momentos en estas secciones son M L8 = 
16.2 kN • m y M 4 = -8 kN • m. (Comprobar estos valores.) 

El signo positivo del momento para .v = 1.8 m indica curvatura concava hacia arriba 
(Sec. 4-2), por lo que las fibras superiores trabajan a compresion y las inferiores a tension. 
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8 kN 


10 kN m 



Diagrama de cortante 


Figura 5-17. 


Aplicando (5-2), los esfuerzos son: 


o 


My 

~T 


(16.2 x 10 3 )(0.120) 
20 X 10“ 6 
(16.2 X 10 3 )(0.050) 
20 X 10' 6 


= 97.2 MPa 


= 40.5 MPa 


Observese que M se expresa en N • m, y en m e I en m 4 . 

Para x = 4 m el momento es negativo, por lo que las fibras superiores estan a tension y 
las inferiores a compresion. Aplicando (5-2) se obtienen los siguientes valores de los esfuer- 
zos. 


a 


My ' 

~T 


(8 X 10 3 )(0.120) 
20 X 10- 6 
(8 X 10 3 )(0.050) 
20 X 10“ 6 


= 48.0 MPa 


= 20.0 MPa 


Se observa que el esfuerzo maximo a tension es de 48.0 MPa en el punto x = 1 .8 m y que 
el maximo a compresion es de 97.2 MPa para x = 4 m. En una section asimetrica que tenga 
cambios de signo en la curvatura, los esfuerzos maximos no tienen lugar necesariamente am- 
bos en la misma seccion de maximo momento flexionante, y deben calcularse siempre en las 
secciones de maximo momento, positivo o negativo. 


547. La viga con voladizos de la figura 5-18 es de fundickm y los esfuerzos admisibles 
son de 40 MPa a tension y de 100 MPa a compresion. Si la seccion es la indicada en la figu- 
ra, determinar la carga maxima uniformemente distribuida que puede soportar. 


Solucion: Para x = 1.2 m el momento flexionante es -0.72w N • m y por ser negativo, las 
fibras superiores estan sometidas a tension. Aplicando (5-2) se deduce que el momento fle- 
xionante que puede resistir la viga, por compresion o por tension, es 
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w N/m 



— 1.5 w 


Diagrama de cortante 


Figura 5-18, 



M, = 


(40 X 10 6 )(50 X 10“ 6 ) 
0.080 


= 25.0 kN • m 


(100 x 10 6 )(50 x 10“ 6 ) 
0.180 


= 27.8 kN • m 


En este caso el momento flexionante que puede soportar la viga queda limitado por la 
tension. Igualando el momento flexionante existente al que puede resistir se obtiene: 


[ M = A/ r ] 


O.llw = 25.0 x 10 3 h- = 34.7 kN/m 


Pero antes de aceptar esta carga se ha de investigar lo que ocurre en la otra seccion de 
momento maximo, ahora positivo, que tiene lugar para x = 2.7 m, en que M = + 0.405 w N- m. 
Aunque el valor absoluto de este momento es menor que en el punto x = 1.2 m, la curvatura es 
ahora concava hacia arriba y, por tanto, las fibras superiores trabajan a compresion y las in- 
feriores a tension. Como antes, el momento que puede soportar, por tension o por compre- 
si6n, es 


Igualando el menor de ellos al momento flexionante se obtiene 


0.405 w = 11.1 x 10 3 h- = 27.4 kN/m 


[M = M r ] 


La carga maxima que puede soportar la viga es la menor de las dos obtenidas, o sea, 
27.4 kN/m. Compruebe que invirtiendo la viga, la carga admisible se reduce a 15.4 kN/m. 
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PROBLEMAS 


548. Una viga simplemente apoyada, de 4 m 
:e longitud, tiene la section indicada en la figura 
P-548. La carga repartida uniformemente vale w 
S m. Calcular w si a t < 30 MN/m 2 y o c < 70 
MN/m 2 . 



Resp. w = 3750 N/m 

549 . Determinar los esfuerzos m&ximos de 
tension y compresion en la viga de la figura 
P-549. La section es una T con las dimensiones y 
propiedades que se indican en la figura. 

Resp. o t = 20.0 MPa; o c 10.0 MPa 


550 . Calcule el valor maximo del esfuerzo 
por flexion, a tension o a compresion, para la 
viga en voladizo mostrada en la figura P-550. 

551 . En la figura P-551 se muestra la sec- 
cion de una viga cargada de manera tal que su 
momento flexionante alcanza los valores extre- 
mos de + 1.5PN • my -2.2PN • m, siendoPla 
carga aplicada, en newtons. Calcule el valor ma- 
ximo que puede adquirir P si el esfuerzo de traba- 
jo es de 30 MPa a tension y de 70 MPa a compre- 
sion. 



Resp. P = 16.0 kN 

552 . Resuelva el problema 551 suponiendo 
ahora que los momentos extremos son + 3.2 P N- m 
y -5.8P N- m. 


5 kN 



E.N. 


60 mm 


200 mm 




4 kN/rn 


k 6 m 

Hi 


10 kN 





130 mm 
200 mm 


I E N = 100 X 10 6 mm 4 


Figura P-550. 


146 


ESFUERZOS EN VIGAS 


*1 






6 W 



2 m | 

| 8 m i 

l 2 m 


R o 

Figura P-553. 
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Figura P-554. 
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2W 
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E.N. 




T 

80 mm 


120 mm 

L 


I E N = 30 X 10 6 mm 1 


553. Calcule el maximo valor de W que 
pueda resistir la viga de la figura P-553 si cr, < 20 
MN/m 2 y cr c < 60 MN/m 2 . 

Resp. W = 3 kN 

554. iCual es el valor de W que pueda apli- 
carse a la viga mostrada en la figura P-554 si cr, < 
60 MPa y o c < 100 MPa? 


555. Una viga de fundicion soporta las car- 
gas de la figura P-555. Si los esfuerzos admisibles 
son de 20 y 80 MN/m 2 a tension y a compresion, 


respectivamente, calcular los limites de longitud 
entre los que pueden variar los voladizos. 

Resp. x = 2.0 a 2.5 m 

556. Una viga de seccibn en T soporta las 
tres fuerzas concentradas que se indican en la fi- 
gura P-556. Comprobar que la linea neutra esta a 
70 mm de la parte inferior de la seccibn y que I = 
15.52 x 10 6 mm 4 . Con estos datos, determinar el 
valor maximo de P de manera que los esfuerzos 
sean cr, < 30 MPa y o c < 70 MPa. 

Resp. P = 1.41 kN 


4 kN 




4 kN 






16 kN 



' 1 

| 6 m | 

f * 


E.N. 


2 

y/ ////// 

Z 




Z 



V 


. 

y. 



y 


• / 


[80 mm 


200 mm 


/ E N = 40 X 10° mm 1 


Figura P-555. 
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P AP P 
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2 m | 

| 2 m 



1 m | 

1 1 

1 1 m 
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Figura 

557. Una viga de fundicion de 10 m de lon- 
gitud esta apoyada como indica la figura P-557 y 
soporta una carga uniformemente repartida de w 
N/m incluido su propio peso. Los esfuerzos ad- 
misibles son o ( < 20 MN/'m 2 y a c < 80 MN/m 2 . 
Determinar el maximo valor de w si x = 1 m. 



Figura P-557. 


Resp. w = 1.92 kN/m 


80 mm 



558. En el problema anterior, determinar 
los valores de x y w, de manera que esta ultima 
sea maxima. 


E.N. 


* 

180 

' 

F 

mm 

* 


i 

23 ‘ 

,50 mm 


/ e . n = 36 X 10 c 'mm> 


Figura P-558. 

Resp. jc = 1.59 m; w = 3.16 kN/m 


5-6. ANALISIS DEL EFECTO DE FLEXION 

Si una viga estuviera formada por muchas capas delgadas colocadas una sobre otra, la 
flexion produciria el efecto que indica la figura 5-19. Las diversas capas, independientes, 
deslizarian unas sobre las otras y la resistencia total de la viga seria la suma de la resistencia 
de las diversas capas. 



Figura 5-19. Deslizamiento entre las distintas capas de una viga formada de caps^ 
macizas sobrepuestas. 
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' Una viga formada de esta manera es mucho menos resistente que una viga unica de las 
mismas dimensiones totales. Como demostracion practica de este efecto, curvemos un pa- 
quete de naipes entre las manos, sujetandolo suavemente, sin impedir que los naipes puedan 
deslizar entre si al curvarse. Despues, sujetense fuertemente por los extremos, de manera que 
no puedan deslizar, y aproximandose, por tanto, a las caracteristicas de una seccion unica y 
maciza, e intentese curvar el paquete. Se observara que se requiere un esfuerzo mucho mayor 
que antes. 

La figura 5-20a ayuda a comprender este efecto. Representa la distribution de los es- 
fuerzos normales de flexion sobre la porci6n de viga a la izquierda de una seccion de explora- 
tion m-n de la viga maciza de la figura 5-20b. 

Sumando las fuerzas horizontales que actuan en toda la altura de la seccion, las fuerzas 
de compresion quedan equilibridas por las de tension, como se requiere por la condition de 
equilibrio LX = 0 (Sec. 5-2). Sin embargo, sumando las fuerzas horizontales que actuan en 
parte de la altura de la seccion, por ejemplo, desde los elementos superiores a-b hasta los c-d , 
la fuerza de compresion total C l9 sobre el area abed , igual al valor medio del esfuerzo por el 
area de abed , solo puede equilibrarse mediante una fuerza cortante que debe desarrollarse en 
el piano horizontal dee . Esta fuerza cortante se puede producir en una viga maciza, pero no en 
una formada por capas independientes. 

Si se extiende la suma de las fuerzas horizontales hasta el piano fg , la compresion que re- 
sulta queda incrementada en C 2 , que es el valor medio de o d y o> por el area cdfg. Por tanto, 
tendra que haber una mayor fuerza cortante en el piano horizontal fg que en el piano ede . 
Por supuesto que la fuerza de compresion total C x + C 2 , que actua sobre el &rea abgf y tam- 
bien puede calcularse como la media de los esfuerzos o a y o> por el area abgf. Sin embargo, el 
primer procedimiento da una idea m&s clara de como el incremento de la fuerza de compre- 
sion va siendo cada vez menor conforme se desciende a intervalos iguales desde la parte supe- 
rior de la seccion hacia la inferior, aunque la fuerza de compresion total vaya aumentando 
hasta llegar a la linea neutra, en donde el incremento de la fuerza de compresion se anula. 

Este an&lisis indica que el maximo desequilibrio horizontal tiene lugar precisamente en 
el E. N., desequilibrio que va reduciendose gradualmente hasta cero, conforme se incluyan 
mas elementos de superficie de la seccion por debajo de E. N. Esto es debido, naturalmente, 
a que el efecto de las fuerzas de compresion se va compensando por las de tension que existen 




(b) 


Figura 5-20. Distribution de las fuerzas de compresi6n y de tensOn. 
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por debajo del E. N. hasta que, finalmente, al considerar la section completa, el dese- 
quilibrio es nulo, ya que LX = 0. 

Tambien se observa que las capas o pianos equidistantes de la linea neutra estan some- 
tidos al mismo desequilibrio horizontal, por ejemplo, en fg y hk , ya que al anadir a C x + 
C 2 las fuerzas iguales y opuestas C 3 y T 3 no varia el resultado. De todo ello se deduce que la 
fuerza cortante que se desarrolla en fg y hk es la misma, aunque esto requiere que las areas 
desde la linea neutra a las capas o pianos equidistantes sean simetricas respecto a aquella y, 
por tanto, esta ultima conclusion no sera valida, por ejemplo, si la section de la viga fuera 
un triangulo de base horizontal. 

PROBLEMAS 

y (b) en cada patin. Despreciar el efecto de debih- 
tacion de los orificios de los remaches. 

Resp. (a) 336 kN; (b) 304 kN 

561. Una section en T tiene las dimensiones 
de la figura P-561. Demostrar que la linea neutra 
esta a 60 mm del horde superior y que el momen- 
to de inertia con respecto a ella es I LN = 26.67 x 
10 6 mm 4 . Si el esfuerzo de tensibn en la parte in- 
ferior del patin es de 10 MN/m 2 , determinar: (a) 
La fuerza total de tension en el patin. (b) La fuer- 
za total de compresion en la section, (c) El mo- 
mento de la fuerza total de compresion con res- 
pecto al E. N. (d) El momento de la fuerza total 
de tension respecto del E. N. (e) Comparar la 
suma de (c) y (d) con el momento total aplicado 
segun se deduce de la formula de la flexion. 


559. Una viga esta formada por seis 
planchas de 100 mm de ancho por 20 mm de es- 
pesor, colocadas libremente una sobre otra for- 
mando un conjunto de 100 mm de ancho por 120 
mm de altura., (a) Comparar la resistencia de 
dicho conjunto con la de una viga de una sola 
pieza y de las mismas dimensiones. (b) Calcular 
la relation de resistencias si la viga estuviera for- 
mada por doce planchas de 100 mm de ancho por 
10 mm de espesor. 

Resp. (a) 1 a 6; (b) 1 a 12 

560. La viga de section I de la figura P-560 
se refuerza remachando dos placas de 160 x 20 
mm a los patines superior e inferior. Si el esfuer- 
zo m&ximo es de 110 MPa, calcular la fuerza to- 
tal de compresion o tensibn (a) en cada refuerzo, 



-*—120 mm— H 


T 

40 mm 


160 mm 

I 

-<-20 mm I 


Figura P-561. 

Resp. (a) 96.0 kN; ( b ) 98.0 kN; r - f LN * m; 
(d) 4.19 kN ♦ m 

562. En una viga de seeded en la 

que el esfuerzo maximo es c que la 

fuerza total sobre un elemente de i?z 2 .A . como 
el rayado en la figura P-562, vsae F - » 


Figura P-560. 


150 ESFUERZOS EN VIGAS 


(a/c) A'y', siendo y' la ordenada del centro de niiladas firmemente entre si como indica la figura 

gravedad del area rayada. Demostrar tambien P-563. Si el maximo esfuerzo normal que $e pro- 


que el momento de esta fuerza con respecto al E. duce es de 8 MPa, determinar la fuerza total que 

N. es M’ = a/c /' , en donde F es el momento de actua sobre la portion rayada de la seccion y el 


inercia del area A ' con respecto a la linea o eje momento de esta fuerza respecto del E. N. Indi- 


cation: Emplear los resultados del problema 562. 


neutro. 





Figura P-563 y P-564. 

Resp. F = 45.0 kN; M = 3.50 kN • m 


Figura P-562. 


563. Una viga de tipo caja esta formada por 


564. Repetir el problema anterior usando 


cuatro tablas de 50 x 150 mm de seccion, ator- un a de las tablas verticals, en lugar de la rayada. 

5-7. DEDUCCION DE LA FORMULA DEL ESFUERZO 
CORTANTE HORIZONTAL 

Consideremos dos secciones adyacentes (1) y (2) de una viga, separadas una distancia 
dx, como indica la figura 5-21, y aislemos la parte rayada del elemento comprendido entre 
ellas. La figura 5-22 representa, en perspectiva, esta parte aislada. 

Supongamos que el momento flexionante en la seccion (2) es mayor que en la seccion 
(1), por lo que los esfuerzos normales tambien seran distintos, o 2 mayor que a u y la resultan- 
te horizontal de las fuerzas de compresion en la seccion (2) sera mayor que la de la seccion 
(1), H 2 > H x . Esta diferencia entre H 2 y H x solo puede equilibrarse por la fuerza cortante re- 
sistente dF que actue en la cara inferior del elemento aislado, ya que en las restantes caras de 
este no actua fuerza exterior alguna. 

Como H 2 - H x es la suma de las diferencias de las compresiones o 2 dA y dA que a c- 
tuan en cada elemento diferencial contenido en el elemento aislado, como se observa en la fi- 
gura 5-22, aplicando la condition de la estatica LH = 0 resulta, 



dF = H 2 — H 



Sustituyendo a por su valor My/ 1, 



M 2 - M 
I 



De la figura 5-21 , dF = rb dx , siendo r el esfuerzo cortante medio en el area diferencial 
de ancho b y longitud dx. Ahora bien, M 2 - M x representa el incremento diferencial de 
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momento flexionante en la longitud dx , por lo que la relacion anterior se puede escribir en la 
forma, 


T = 


dM 
lb dx 



y como, segun la seceion 4-4, dM/dx = V, fuerza cortante vertical, el esfuerzo cortante hori- 
zontal viene dado por: 

Se ha sustituido la integral f y dA, que representa la suma de los momentos con respecto al 

E. N. de las areas diferenciales dA, por su equivalente A 'y, o sea, el momento estatico, res- 
pecto de la linea neutra, del area parcial A ' situada entre la paralela al E. N. a la altura \\ 
donde se va a calcular el esfuerzo cortante y el borde superior de la seccion. La distancia des- 
de esta al centro de gravedad de A ' es y. Tambi^n se puede representar este momento estati- 
co de area por Q. 
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Flujo de cortante 

Multiplicando el esfuerzo cortante r por el ancho b de la seccion se obtiene una cantidad 
q denominada flujo de cortante , que representa la fuerza longitudinal por unidad de longi- 
tud transmitida a traves de la seccion de ordenada jv Es un concepto analogo al flujo de cor- 
tante examinado en la torsion de tubos de pared delgada (Ver la seccion 3-5). Aplicando 
(5-4) se obtiene su valor, 



(5-4a) 


En la seccion 5-9 se examina una aplicacion de esta relacion y otra en el problema 1321 . 

Relacion entre los esfuerzos cortantes horizontal y vertical 

Habra quien se sorprenda al ver que el termino fuerza cortante vertical (V) aparece en la 
formula del esfuerzo cortante horizontal (r*). Sin embargo, como ahora veremos, un esfuer- 
zo cortante horizontal va siempre acompanado de otro vertical del mismo valor. Es precisa- 
mente este ultimo, representado en la figura 5-23, el que da lugar a la fuerza cortante resis- 
tente V r = J rdA que equilibra a la fuerza cortante vertical V. Puesto que no es facil calcular 
directamente t„, el problema se resuelve calculando el valor numericamente igual de 7 h . 

Para demostrar la equivalencia de r h y r v consideremos sus efectos sobre un elemento di- 
ferencial cualquiera, que separaremos del resto de la viga de la figura 5-23. En la figura 5-24a 
se representa una perspectiva de este elemento, y en la figura 5-24b una vista lateral. Para el 
equilibrio horizontal del elemento, el esfuerzo cortante t h en la cara inferior requiere otra 
igual en la cara superior, y las fuerzas a que'dan lugar estos esfuerzos, figura 5-23c, forman 
un par contrario al del reloj que requiere otro igual, pero en el mismo sentido del reloj, para 
conseguir el equilibrio de momentos. Las fuerzas de este par inducen el esfuerzo cortante r v 
en las caras verticales del elemento, como se observa en la figura. 



V 



Figura 5-23. Esfuerzos cortantes horizontal y vertical. 


5-7 Deduccion de la formula del esfuerzo cortante horizontal 153 



(b) Esfuerzos 


(c) Fuerzas 


Figura 5-24. Esfuerzos cortantes que actuan sobre un elemento. 


Tomando momentos con respecto a un eje que pase por A (fig. 5-24c), se obtiene 


[ 2M, = 0] 


(r h dx dz)dy — (r c dy dz)dx = 0 


Dividiendo entre dx dy dz resulta : 


Se deduce , pues, que un esfuerzo cortante que actua en la cara de un elemento va acom- 
panado siempre de otro numericamente igual en una cara perpendicular al primero. 

Aplicacion a la seccion rectangular 

La distribution del esfuerzo cortante en una seccion rectangular se puede obtener apli- 
cando la ecuacion (5-4) a la figura 5-25. En un piano a distancia y de la linea neutra, 



Simplificando, 



(5-5a> 


lo que demuestra que el esfuerzo cortante se distribuye conforme a una ley parabolica en la al- 
tura de la seccion. 



Figura 5-25. Distribucidn parabdlica del esfuerzo cortante en una seccidn rectangu- 
lar. 
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El eSfuerZO COrtante maximo tiene lugar en el E.N. y su valor se obtiene aplicando (5-4) 
directamente, 


Simplificando, 



V 

(bh 3 /\2)b 



= 3J^ = 3 F 
“ 2 bh ~ 2 A 


(5-6) 


Naturalmente que se obtiene el mismo valor haciendo y — 0 en la expresion (5-5a). 

La formula (5-6) indica que el esfuerzo cortante maximo en una seccion rectangular es 
un 50 % mayor que el valor medio V/A en la seccion total. 


Hipotesis y limitaciones de la formula 

Hemos supuesto implicitamente que el esfuerzo cortante es uniforme a lo ancho de la 
viga. Aunque esta hipotesis no es rigurosamente cierta, es lo suficientemente aproximada pa- 
ra secciones en las que las fuerzas interiores de flexion estan distribuidas uniformemente a lo 
ancho de la seccion en sucesivas capas horizontales. 

Esta condition se cumple, por ejemplo, en una seccion rectangular y en una I, tal como 
se observa en la figura 5-2fca, secciones en las que las fuerzas normales de flexion a lo largo 
de las sucesivas bandas verticales, rayadas o no rayadas, se distribuyen de la misma forma y 
con los mismos valores a lo ancho de las mismas. En cambio, figura 5-26b, no ocurre lo 
mismo en una seccion triangular, en la que aplicando la misma ecuacion (5-4) a las sucesivas 
bandas verticales se vena como el esfuerzo cortante en el E. N. es maximo en el extremo iz- 
quierdo y nulo en el extremo derecho, y si se aplica la formula a la seccion total se obtiene en 
cambio un valor medio de dicho esfuerzo cortante, ya sea en el E. N. o bien, en un piano pa- 
ralelo a una distancia y de este. Otra exception es, por la misma razon, la seccion circular (fig. 
5 -26c). Se demuestra que los esfuerzos cortantes en el extremo de cada cuerda horizontal han 









E.N. 



Figura 5-26- 
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de ser tangentes al circulo, como se indica en la mitad derecha de la figura, pero en los pun- 
tos interiores se desconoce su direction, por lo que para poder determinar un valor, aunque 
sea aproximado, se supone que esta direction es tal que todos los esfuerzos cortantes en los 
puntos de la cuerda dada pasan por el vertice comun C, y que las componentes verticales de 
estos esfuerzos tienen el mismo valor a todo lo ancho de la cuerda, como se indica en la mi- 
tad izquierda de la figura 5-26c. Aplicando estas hipotesis y la ecuacion (5-4) se obtiene como 
valor maximo del cortante en el E. N. el de |(p/7ir 2 ). Un estudio mas detallado del 
problema* muestra que el esfuerzo cortante real varia, sobre el E. N., desde 1 .23 P/ 1 rr 2 en los 
extremos hasta 1.38P/7ir 2 en el centro. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

565. Una viga simplemente apoyada, de 120 mm de ancho por 180 mm de alto y 6 m de 
longitud, soporta una carga uniforme de 4 kN/m. (a) Determinar el esfuerzo cortante hori- 
zontal en los sucesivos pianos horizontales trazados cada 30 mm desde la parte superior de la 
viga, en una section que dista 1 m del apoyo izquierdo. (b) Calcular el maximo esfuerzo cor- 
tante. 


Solution: 


Parte a. Como vemos en el diagrama de cortante, figura 5-27a, la fuerza cortante verti- 
cal en el punto de abscisa x = 1 m da V = 8 kN. 

El momento de inercia de la section con respecto al E. N. es 


120(1 80) 3 



= 58.32 X 10 6 mm 4 


= 58.32 X 10~ 6 m 4 

Aplicando la ecuacion (5-4) en los puntos a 30 mm bajo el borde superior, figura 5-27b, 
se tiene: 



8000 


(0.120 X 0.030)(0.075) 


(58.32 X 10 _6 )(0. 120) 
= 309 kPa 


y en los puntos a 60 mm del borde, 



8000 


(0.120 X 0.060)(0.060) 


(58.32 X 10” 6 )(0.120) 
= 494 kPa 


Este ultimo esfuerzo tambifcn se puede determinar, como se ve en la figura 5-27d, des- 
componiendo el area A ' en dos partes, y puesto que el momento estatico de un area es igual a 
la suma de los momentos estaticos de cada parte, es decir, A'y = "Lay, se llega al mismo re- 
sultado, 


* Vease S. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory of Elasticity , 2a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1951, pag. 

321 . 


156 


ESFUERZOS EN VIGAS 





8000 

(58.32 X 10 _6 )(0.120) 


[(0.120 X 


0.030)(0.075) 


= 494 kPa 


+ (0.120 X 0.030)(0.045)] 


Aunque este calculo es mas largo y laborioso que el anterior, muestra los pasos a seguir cuan- 
do el area A ' no sea de forma sencilla, como ocurre en el caso de vigas I o de otras formas mas 
complicadas. 

En el E. N., o sea, a 90 mm del borde superior, el esfuerzo cortante es, figura 5-27e, 



= 8000 

(58.32 X 10 _6 )(0.120) 


(0.120 X 0.090)(0.045) 


= 555 kPa 


O bien, empleando la ecuacion (5-6), ya que esta determina directamente el esfuerzo cortante 
maxi mo en una seccion rectangular. 


3 V_ 
2 bh 


3 8000 

2 (0.1 20) (0.1 80) 


= 555 kPa 
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El esfuerzo cortante en los puntos a 120 mm y a 150 mm se determina exactamente igual 
y. por tratarse de posicionps simetricas a las ya calculadas, respecto del E. N., resultan 494 y 
309 kPa, respectivamente. 

Observese que en cualquier viga de seccion simetrica con respecto al E. N., los valores 
de r a igual distancia por encima y por debajo de la misma son iguales. Fisicamente se ve que 
es cierto ya que, como se ha dicho en la seccion 5-6, las fuerzas de tension y de compresion 
entre ordenadas simetricas se equilibran. Analiticamente tambien, ya que la linea neutra es 
un eje principal de simetria de la seccion y de aqui que el momento estatico A 'y de un area 
parcial A ' situada sobre el E. N. sea igual al de un area simetricamente colocada por debajo. 
Por otra parte, como el momento estatico del area total con respecto de un eje que pasa por 
el centro de gravedad es nulo, se deduce que el momento con respecto al E.N. del area parcial 
entre una linea de ordenada v y el borde superior, es igual al momento del area parcial entre 
esta misma linea y el borde inferior. Por tanto, para calcular A 'y se puede emplear el area 
por encima o por debajo de la linea considerada, segun lo que sea mas sencillo o mas facil. 


Parte b. El esfuerzo cortante maximo riene lugar en el E. N. de la seccion de fuerza cor- 
tante maxima. Como esta tiene lugar en los apoyos, de acuerdo con la ecuacion (5-6), el ma- 
ximo esfuerzo cortante es 


T 


2Z' 

2 A 


7*max 


3 12 x 10 3 

2 (0.120 X 0.180) 


= 833 kPa 


Resp. 


566. Una viga tiene una seccion I como se indica en la figura 5-28a. En una seccion don- 
de la fuerza cortante V = 70 kN, calcular (a) el maximo esfuerzo cortante, y (b) el esfuerzo 
cortante en la union del alma y los patines. (c) Dibujar la distribution de esfuerzos cortantes 
en el patin y determinar el tanto por ciento de la fuerza cortante que absorbe este. 


Solution: El momento de inercia se obtiene por diferencia entre el del rectangulo total y el de 
los rectangulos rayados. 


/ = 2 


bff_ 

12 


^E.N. — 


160(240) 3 

12 


- 2 


70(200) 

12 


3 -I 


= 91.0 X 10 6 mm 4 = 91.0 x 10" 6 m 4 


El esfuerzo cortante maximo tiene lugar en la linea neutra. Aplicando (5-4) y calculando 
A 'y como suma de los momentos de los dos rectangulos rayados. Figura 5-28b, se tiene 



70 X 10 3 

T max = 

(91.0 X 10 _6 )(0.020) 

x [(0.160 X 0.020)(0. 1 10) + (0.020 X 0.100)(0.050)] 
= 17.4 MPa 
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En la union del alma y los patines hay una discontinuidad en el esfuerzo cortante porque 
b = 160 mm al calcular el cortante en el patin, mientras quo b = 20 mm cuando se conside- 
ran esfuerzos en el alma. Entonces, en la union el esfuerzo cortante en el alma vale 


T = 



T = 


70 x 10 3 

(91.0 X 10' 6 )(0.020) 
13.5 MPa 


(0.160 X 0.020)(0,1 10) 


Demuestrese que el cortante en el patin vale 1.69 MPa. 

El esfuerzo cortante en el alma varia parabolicamente entre los extremos superior e infe- 
rior, como se ve en la figura 5-28c. El valor medio de la parte parabolica es f (17.4 — 13.5) 
= 2.60 MPa. Por tanto, el valor medio en el alma es r med = 13.5 4- 2.60 = 16.1 MPa. 

La fuerza cortante absorbida por el alma es 


K aIma = (0.200 X 0.020)(16.1 X 10 6 ) = 64.4 kN 
de donde el tanto por ciento sobre la fuerza cortante total es 

%^a im a=^ X 100 - 92.0% 


lo que demuestra que los patines son practicamente ineficaces para soportar la fuerza cortan- 
te vertical. Suponiendo que esta se distribuye uniformemente en el alma solamente, el valor 
medio asi obtenido se aproxima mucho al maximo obtenido mediante (5-4). En efecto, 


r 


V 

^alma 


70 x 10 3 

( 0 . 200 )( 0 . 020 ) 


17.5 MPa 


valor muy proximo a 17.4 MPa, obtenido anteriormente. 

Este procedimiento da siempre resultados muy aproximados al valor real de r m ^; sin 
embargo, en muchas normas y especificaciones no se considera como altura del alma la dis- 
tancia entre los patines, sino la altura total de la viga, lo que proporciona menor seguridad. 
Por ello suelen rebajarse algo los esfuerzos cortantes admisibles para compensar esta menor 
seguridad. 
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PROBLEMAS 

567. Una viga de madera de 90 mm de 
ancho y 160 mm de altura esta sometida a una 
fuerza cortante vertical de 20 kN. Determinar el 
esfuerzo cortante en puntos tornados de 20 en 20 
mm a lo alto de la viga, a partir de su borde supe- 
rior. 

568. Demostrar que el esfuerzo cortante en 
la linea neutra de una seccion circular es 
T = j(V/7r r 2 ), suponiendo que se distribuye 
uniformemente en toda su longitud. 


200 mm 



20 mm 


569. Demostrar que el esfuerzo cortante 
maximo en una viga de seccion tubular de pare- 
des delgadas y de seccion A es r = 2 V/A. 


Figura P-571. 

de maxima V. La linea neutra esta a 70 mm del 
borde superior e / LN = 15.52 x 10 6 mm 4 . 


570. Una viga simplemente apoyada de 4 m 
de claro tiene la seccion indicada en la figura 
P-570. Determinar la maxima carga uniforme- 
mente distribuida que puede aplicarse a todo lo 
largo de la viga si el esfuerzo esta limitado a 1.2 



80 mm 



— 20 mm 


573. La seccidn recta de una viga de madera 
es un tri&ngulo isosceles, con el vertice hacia arri- 
ba, de altura h y base b. Si V es el esfuerzo cor- 
tante vertical, demostrar tambien que r m ^ x = 
Resp. w = 4.60 kN /m 3 V/bh y que tiene lugar en el punto medio de la 

altura. 


— 150 mm — ^ 

Figura P-570. 


571. La seccion mostrada en la figura P-571 
corresponde a una viga formada al ensamblar 
dos piezas rectangulares de madera. La viga esta 
sometida a una fuerza cortante maxima de 60 
kN. Demuestre que la linea neutra esta localizada 
34 mm abajo del borde superior y que I EN = 
10.57 x 10 6 mm 4 . Usando estos valores, deter- 
mine el esfuerzo cortante (a) en el eje neutro y (b) 
en la union entre las dos piezas. 

Resp. (a) 3.28 MPa; (b) 3.18 MPa, 31.8 MPa 

572. En la figura P-572, si P = 5 kN calcu- 
lar el esfuerzo cortante en puntos a distancias de 
20 en 20 mm desde el borde superior de la seccion 


574. En la viga cuya seccion muestra la figu- 
ra P-574, demostrar que el maximo esfuerzo cor- 
tante horizontal tiene lugar en un punto a una 
distancia h / 8 por encima o por debajo del E. N. 
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575. Determinar el maximo y el minimo va- 577. Una viga compuesta esta formada por 

lor del esfuerzo cortante en el patin de la viga que laminas de 6 mm, separadas por bloques como 

dene la seccion indicada en la figura P-575 si V = indica la figura P-577. <,Que fuerza cortante pro- 


100 kN. Calcular tambien el tanto por ciento de ducira un esfuerzo maximo de 1.4 MPa? 
fuerza cortante que absorbe el patin. 


Resp. r mkx = 30.5 MPa; 

r nlin = 23.5 MPa; 90.2<7o 


50 50 


mm , mm 


M ( 


576. Si el patin de la viga de la figura P-575 
tuviera 200 mm en lugar de 160 mm, ^que fuerza 
cortante absorberia? 




Figura P-577. 


Figura P-575 y P-576. 


5-8. DISENO POR FLEXION Y POR CORTANTE 

En esta seccion se estudia la determinacion dc la capacidad de carga, o del tamafio de la 
seccion, de una viga que tenga limitados, al mismo tiempo, sus esfuerzos por flexion (a) y de 
corte (r). No se requieren otros principios que los ya estudiados. 

En vigas cortas, fuertemente cargadas, las dimensiones vendran dadas generalmente 
por el esfuerzo cortante, que varia con F, mientras que en las vigas largas suele ser casi 
siempre el esfuerzo normal, o esfuerzo por flexion, el que limita la carga o determina las di- 
mensiones de la seccion, ya que el momento flexionante aumenta con la longitud y las car- 
gas. El esfuerzo cortante tambien tiene mayor importancia en las vigas de madera que. en las 
de acero por la poca resistencia al cortante que presentan aquellas. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

578. Una viga de seccion rectangular soporta una carga uniformemente repartida de w 
N/m sobre un claro L. Determinar la longitud critica para la cual el esfuerzo cortante y el 
normal alcanzan simultaneamente sus valores admisibles. 

Solucion: Como se observa en la figura 5-29, F m4x = W/ 2, en donde W es la carga total 
distribuida. La carga admisible est& limitada por el esfuerzo admisible r determinado por la 
ecuacion (5-6), 


3 V 1 
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W ~wL 


t 


wN/m 


L 


b 



w 

2 


W 

2 



h 


Section transversal 


W 

2 


Figura 5-29. 


Observese que W resulta independiente de la longitud. 

En el punto de cortante cero, el momento flexionante maximo, evaluado a part ir del 
area del diagrama de cortante vale 



Sustituyendo este valor en la formula de la flexion (5-2a) resulta: 


WL abh 2 


nl abh 2 



8 6 


Sustituyendo W por su valor en funcion de r, 



de donde 


T 


Para valores mayores que la longitud critica, el esfuerzo normal es el que predomina, 
mientras que para los valores menores, el que predomina es el esfuerzo cortante. 

579. Una viga en caja soporta las cargas de la figura 5-30. Calcular el valor maximo de 
P si el esfuerzo normal admisible es de 8 MPa y el cortante, de 1.2 MPa. 

Solution: Determinemos el momento de inercia de la seccidn como diferencia entre los dos 
rect&ngulos, exterior e interior. 


^ bh 3 _ 160(200) 3 

1 Zd 1 i a 


12 12 


120(160) 3 

12 


= 65.7 X 10 6 mm 4 


= 65.7 X 10~ 6 m 4 
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4000 N 



Figura 5-30. 


Calculadas las reacciones por las ecuaciones de la est&tica se puede trazar el diagrama de 
fuerza cortante con los valores indieados en la figura 5-30. En funcion de P, la maxima V va- 
le -( j P + 2000). Descomponiendo el area sobre el E. N. en los tres rectangulos senalados, 
el momento estatico Q de dicha area es: 

[ Q = lay] Q = (160 X 20)(90) + 2(80 X 20)(40) 

= 416 X 10 3 mm 3 = 416 X 10“ 6 m 3 

o puede obtenerse por diferencia de los momentos de las areas del rectangulo de 100 x 160 
mm y del de 80 x 120 mm, lo que daria lo mismo 

[Q = 2 ay] Q = (160 X 100)(50) - (120 X 80)(40) 

= 416 X 10 3 mm 3 


Sustituyendo los valores absolutos de V y Q en la ecuacion (5-4) se obtiene 



1.2 x 10 6 


\P + 2000 

(416 X 10” 6 ) 

(65.7 X 10~ 6 )(0.040) 


de donde 


P = 1 1.2 kN 


El momento maximo, en funcibn de P, tiene lugar en x = 2 m, y vale 
M = Qp - 2000) (2) = (P - 4000) N • m 


A1 aplicar la formula de la flexion 

[a/ = ^ 

c 

P = 9.26 kN 


P - 4000 = 


(8 X 1(J )(66. / X IU “) 
0.100 


La carga de seguridad es la menor de los dos valores obtenidos, es decir, P = 9.26 kN. 
Se puede comprobar c6mo, en este caso, el momento maximo negativo sobre el apoyo 
derecho es, en valor absoluto, menor que el m&ximo positivo bajo P, pero en un caso general 
habria que comprobarlo tambien. 
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PROBLEMAS 

580 . Una viga de section rectangular b x h 
simplemente apoyada sobre un claro L, so- 
porta en el centro una carga concentrada P. 
Expresar r m ^ x en funcion de o>. 

Resp. r = ojh/2L 


581 . Una viga esta formada por tres tablas 
de section 150 x 60 mm, encoladas entre si para 
formar una section de 150 mm de ancho por 180 
mm de altura. Si el cortante admisible en las 
juntas es de 600 kPa, el cortante admisible en la 
madera es 900 kPa y el normal permisible tam- 
bien en la madera vale 8 MPa, determinar la car- 
ga maxima uniformemente distribuida que puede 
resistir la viga sobre un claro de 2 m. 

582 . Calcule las dimensiones del cuadrado 
mas pequeno que sea la section transversal de la 
viga mostrada en la figura P-582, si r < 900 kPa 
v o < 8 MPa. 


4 kN 


M - 5 kj> 

lnH 

J* m 

1 1». 1 

| 1 m 

L 

U 


R \ R 2 

Figura P-582. 


583 . Una viga simplemente apoyada de cla- 
ro L y carga concentrada P en el centro, tiene una 
section I como la indicada en la figura P-583. De- 
terminar la relation entre o miLX y r m a. x - 


UZZZ ZTTZZm ' 


25 mm 


! 

A 250 mm 

? 

>-/-*-25 mm 


UZZZZ/ZZZZZl :tZ25 mm 

[-•-200 mm •*-) | 

Figura P-583 y P-584. 


584 . Una viga compuesta, de madera, de la 
misma section que la del problema 583, se utiliza 
para soportar una carga P en un punto de un cla- 
ro de 8 m. Determinar P y su posicibn de manera 
que causen simultaneamente <r m a X = 8 MPa y r m & x 
= 1.2 MPa. 

585 . Una viga simplemente apoyada de L m 
de longitud soporta una carga uniformemente 
distribuida de 16 kN/m a todo su largo y tiene la 



20 mm 

Figura P-585. 



20 mm 



Figura P-587. 
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seccion mostrada en la figura P-585. Calcule el 
valor de L que ocasione un mdximo esfuerzo por 
flexion de 40 MPa. En estas condiciones, icukn- 
to vale el m&ximo esfuerzo cortante? 

Resp. L = 1.77 m; r = 5.55 MPa 

586. Una viga simplemente apoyada de 6 m 
de longitud soporta una carga que aumenta uni- 
formemente de cero en un extremo a w N/m en 
el otro. La seccion de la viga es la mostrada en la 
figura P-577. Calcule el valor maximo de w si a f 
< 10 MPa y r < 800 kPa. 

587. La viga de patin ancho de la figura 
P-587 sostiene una carga concentrada W y una 
uniformemente distribuida de valor total 2 W. 
Determine el valor m&ximo de W si o> < 10 MPa 
y r < 1.4 MPa. 

Resp. W = 2.62 kN 

588. La carga distribuida mostrada en la fi- 
gura P-588 est k sostenida por una viga en caja cu- 
yas dimensiones se muestran en la misma figura. 
Determine el valor maximo de w que no produci- 
ra ni esfuerzo normal por flexion mayor que 14 
MN/m 2 ni esfuerzo tangencial mayor que 1.2 
MN/m 2 . 


18 IF, distribuida como indica la figura P-589. Ve- 
rificar que el E. N. este situado a 50 mm de la ba- 
se y que I E N = 15.96 x 10 6 mm 4 . Luego use es- 
tos valores para determinar el maximo valor de W 
que no exceda el esfuerzo normal (30 MPa a ten- 
sion y 70 MPa a compresion), ni el cortante de 20 
MPa (esfuerzos admisibles). 


W W 



*1 *2 



Figura P-589. 
Resp. W = 3.19 kN 


1 m 

w N/m 


k 

l 

- o ™ 

i 1 m 


^ w m 



R\ r 2 



mm 


590. Una viga de seccion rectangular, de 150 
mm de ancho por 250 mm de altura, soporta una 
carga uniformemente distribuida de 8 kN/m y 
una concentrada P como se muestra en la figura 
P-590. Determine el maximo valor de P si o > 10 
MPa y r < 1.2 MPa. 


P 

1 m | 2 m 

8 kN/m 


R] R 2 


589. Un perfil de canal soporta dos cargas 
concentradas W y una carga repartida total de 


Figura P-590. 
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5*9. ESPACIAMIENTO DE REMACHES EN VIGAS 
COMPUESTAS 

En el an&lisis de los efectos de la flexion se ha puesto de manifiesto, seccion 5-6, que los 
distintos elementos que constituyen una viga compuesta tienden a deslizar uno sobre otro. 

Se estudiaran ahora las dimensiones y separation o espaciamiento de los remaches, que 
en una viga compuesta unen sus elementos, para que resistan esta action de deslizamiento. El 
primer paso es la determination de la fuerza que han de resistir tales remaches. 

La figura 5-31 representa una viga compuesta, formada por tres elementos solidarios 
mediante dos filas de remaches espaciados una distancia e. La ecuacion (5-4) da el esfuerzo 
cortante en la superficie de contacto entre los dos elementos superiores: 



siendo Q el momento estatico del area sombreada respecto de la linea neutra. Multiplicando 
este esfuerzo por el area sombreada (en planta) eb , se obtiene la fuerza a resistir en la longi- 
tud e: 


V Ve 

F = T (eb) = — Q(eb) = — Q 


A1 mismo resultado se llega utilizando el concepto de flujo de cortante. 

Como este es la fuerza cortante longitudinal por unida^l de longitud, en la distancia e> y 


segun (5-4a), la fuerza cortante es 


F — qe — — y~ e 


como antes. 

Despreciando el rozamiento, esta fuerza cortante ha de ser soportada por la resistencia 
R al cortante o al aplastamiento, la que sea mas pequena de los remaches. Igualando R y F 
resulta 



(5-7) 



Planta 




i I 


tj O 

Elevacion 


Seccion 


Figura 5-31. 
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23.7 mm 


A = 2630 mm 2 



w 


560 — 23.7 - 536.3 mm 


1120 mm 


{ E.N. 


Alma 1100 mm X 10 mm 




Figura 5-32. 


Si la fuerza cortante vertical es variable a lo largo de la viga, se toma el valor medio de V 
en la longitud del interval o e, aunque a menudo suele tomarse, para mayor seguridad, el va- 
lor m&ximo de V en el intervalo, sobre todo en vigas compuestas metalicas en las que se de- 
termina el espaciamiento para unos remaches dados, o el remache necesario para un espa- 
ciamiento dado, dentro de tramos de longitud igual a la altura de la viga. En este caso, la 
ecuacion (5-7) relaciona la resistencia del remache con su espaciamiento dentro de la longitud 
de cada tramo, y V es la en el considerado. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

591. La viga cuya seccion muestra la figura 5-32 esta formada por una sola placa de 
1 100 mm de altura y 10 mm de espesor, que constituye el alma, y angulos de 125 x 90 x 13 
mm remachados a ella por sus lados cortos y que constituyen los patines. Se forma asi una 
seccion de 1120 mm de altura en la que el momento de inercia,* con respect o al E. N., vale 
4140 x 10 6 mm 4 . En una seccion en la que V = 450 kN, determinar el espaciamiento entre 
los remaches de 19 mm de diametro que unen los angulos a la placa. Se consideran t = 100 
MPa, a b (aplastamiento) = 220 MPa y 280 MPa para los remaches a simple y a doble cortan- 
te, respectivamente. 

Solution: Los remaches han de resistir la fuerza longitudinal que tiende a deslizar los dos 
angulos sobre el alma. Por ello, en la ecuacion (5-7) el momento estatico se refiere al area de 
la seccion de estos dos Angulos. Como se observa en la figura 5-32, dicho momento es 

Q = 2(2630)(536.3) = 2820 X !0 3 mm 3 = 2820 x 10" 6 m 3 
La resistencia de un remache de 19 mm de diametro a doble cortante es 


R, = (A s t)(2) = -J(0.019) 2 (100 X 10 6 )(2) = 56.7 kN 


* Las m&s recientes recomendaciones del A.l.S.C. abogan por que no se deduzcan los orificios de remachado 
en el calculo de /, siempre que su drea no exceda del 15% de la seccidn total del patin. Si la excede, indican que solo 
el exceso sobre este 15% debe tenerse en cuenta para reducir el momento de inercia. 
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y la resistencia al aplastamiento contra el alma, 

R b = ( dt)a b = (0.019)(0.010)(280 X 10 6 ) = 53.2 kN 

Introduciendo el menor de estos valores en la ecuacion (5-7) se obtiene el paso, o espa- 
ciamiento entre remaches: 

RI (53.2 X 10 3 )(4140 X 10“ 6 ) „ 

e = - 7 — r = 3 = 0.174 m 

VQ (450 X 10 3 )(2820 X 1(T 6 ) 

= 174 mm Resp. 


PROBLEMAS 


592. Se construye una viga de section I con 
ires tablones de 80 x 200 mm dispuestos como in- 
dica la figura P-592, y hechos solidarios mediante 
pernos pasantes. Si cada uno puede resistir una 
fuerza cortante de 8 kN determinar su espa- 
ciamiento cuando la viga se carga de manera que 
se produzca un esfuerzo cortante maximo de 1.2 
MPa. 


nillos espaciados a 100 mm. La viga, simplemen- 
te apoyada, soporta una carga concentrada P en 
el tercio de un claro de 3 m. Determinar el valor 
m&ximo de P de manera que no sobrepase el es- 
esfuerzo cortante de 800 kPa en la viga, ni la 
fuerza cortante de 1 200 N en los tornillos. iC ual 
sera entonces el esfuerzo normal maximo en la 
viga? 


43 * 


je 80 mm X 200 mm 



594. Sobre una viga simplemente apoyada 
de 4 m de claro se aplica una carga repartida uni- 
formemente de w N/m. La seccidn de la viga es la 
de la figura P-593, pero girada un cuarto de vuel- 
ta. Determinar el valor maximo de w si oj < 
10 MPa, r < 800 kPa y los tornillos tienen una 
resistencia al cortante de 800 N y una separation 
de 50 mm. 

Resp. w = 2.05 kN/m 


Figura P-592. 


Resp. e - 98.2 mm 

593. Una viga en caja, construida como se 
indica en la figura P-593, se asegura mediante tor- 




- 160 mm- 


- 120 - 
mm 

160 mm 




200 mm 


595. Una viga de 6 m de claro soporta una 
carga P a la mitad del mismo. La viga esta forma- 
da por cuatro tablas de 50 x 150 mm atornilla- 
das como se indica la figura P-595. Si el esfuerzo 
maximo o ha de ser 9 MN/m 2 calcular la separa- 
cion de tornillos si cada uno resiste 800 N. 



Figura P-593. 


Figura P-595. 
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5%. Tres tablones de 100 x 150 mm, dis- 
puestos como se indica en la figura P-596 y 
asegurados mediante pern os pasantes espaciados a 
0,4 m forman una viga compuesta, simplemente 
apoyada, de 6 m de claro con una carga con- 
centrada P en su centro. Si P produce un a m *x = 
12 MPa, determinar el diametro de los pernos su- 
poniendo que la fuerza cortante entre los tablo- 
nes se trasmite solamente por friction, Los per- 
nos se pueden someter a un esfuerzo de 140 MPa 
a tension y el coeficiente de rozamiento entre las 
piezas e$ de 0.40. 



Resp. d = 19.1 mm 

597. Se construye una viga compuesta, con 
dngulos de 125 x 75 x 13 mm remachados a una 
placa de 1000 x 10 mm por sus lados cortos, for- 
mando una section de altura total 1020 mm se- 
mejante a la de la figura 5-32. Dos placas, cada 
una de 300 x 10 mm, se remachan a los Angulos 
para aumentar la section de los patines, de mane- 
ra que la altura total alcanza el valor de 1040 
mm. El momento de inercia de la section comple- 
ta con respecto al E. N. es de 4770 x 10 6 mm 4 . 
Utilizando los mismos esfuerzos admisibles del 
problema ilustrativo 591, determinar el espa- 


ciamiento emre los remaches de 22 mm de 
diametro que han de unir los angulos de alma en 
una section en la cual V - 450 kN. 

598. Dos perfiles C 380 x 60 se unen, como 
indica la figura P-598, mediante pares de re- 
maches de 19 mm de diametro, espaciados 200 
mm a lo largo de la viga. Calcular la fuerza cor- 
tante maxima V que podra soportar esta sin que 
se excedan los esfuerzos dados en el problema 
591. 



Resp. 25.9 kN 

599. Se forma una viga uniendo dos 1 de 
ala ancha W 250 x 73 en la forma indicada en la 
figura P-599. Se emplea para soportar una carga 
de 30 kN/m intiuido el peso propio, sobre un cla- 
ro de 8 m. Determinar el esfuerzo maximo por 
flexion y el espaciamiento de los remaches, que 
tienen una resistencia al cortante de 26 kN. 


r ' , 23 



r — i 

Figura P-599. 


RESUMEN 

Para vigas homogeneas, inicialmente rectas, que soportan cargas transversales en el pia- 
no de simetria, el momento flexionante da lugar a esfuerzos normales de valor: 

My 

a = ~t 


(5-2) 
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El esfuerzo de flexion es, pues, directamente proporcional a la distancia^ a la linea neutra, 
que pasa por el centro de gravedad de la section. 

El esfuerzo normal maximo tiene lugar en la section de maximo momento flexionante, 
zn sus fibras extremas. Llamando c a la distancia de estas a la linea neutra, la formula de la 
"" exion o “formula de la escuadria” se escribe en la forma: 


Me 


& mav 


M 

5 


(5-2a, b) 


en donde S = I/c representa el modulo resistente de la section. Para perfiles laminados los 
valores de S se dan tambien en las tablas del Apendice B. Los esfuerzos admisibles en vigas 
no arriostradas lateralmente en especial en vigas aligeradas o perfiles con alas relativamente 
estrechas, pueden evaluarse con la ecuacion (5-3). 

La fuerza cortante vertical produce esfuerzos cortantes horizontales y verticales numeri- 
eamente iguales, ecuacidn (5-5), que se determinan por: 


V V 


(5-4) 


en donde A' es el area parcial de la portion de section situada sobre una paralela al E. N. 
en el punto donde se trata de hallar el esfuerzo cortante. El valor Q = A ’y es el momento 
estatico de dicha area con respecto al E. N., o tambien, el momento del area por debajo de 
dicha linea, respecto de la linea o eje neutro. 

El esfuerzo cortante maximo tiene lugar en la section de m&ximo V> y generalmente en 
el E. N. Para vigas de section rectangular el maximo esfuerzo cortante vale: 


= 3 V_ 
2 hh 


(5-6) 


En vigas de section I de ala ancha o normal, un valor muy aproximado es 

V 

T m&x ~ j 

^alma 


donde A a lma es el area de la seccion del alma comprendida entre los hordes interiores de las 
alas o patines. 

La separation de remaches en una viga compuesta viene dada por: 


e 


R1 

VQ 


(5-7) 


siendo R la resistencia de los remaches existentes en la longitud e, I el momento de inertia de 
la seccion respecto del E. N., V la fuerza cortante maxima vertical en el intervalo e, y Q el 
momento estatico del &rea de los elementos cuyo resbalamiento se va a ver impedido por los 
remaches, con respecto a la linea o eje neutro. 


6 

deformacion en vigas 


6-1. INTRODUCCION 

En este capitulo se estudia la rigidez de las vigas. Frecuentemente, el diseno de una viga 
queda determinado m&s por su rigidez que por su resistencia. Por ejemplo, al disefiar ele- 
memos de maquina para trabajos de precision, tales como tornos, prensas, limadoras, etc., 
las deformaciones deben permanecer por debajo de las tolerancias admisibles del trabajo que 
se va a realizar. Asimismo, en las vigas de pisos que tengan por debajo cielo raso de yeso o 
escayola, se suele limitar la deflexion maxima a 1/360 de claro, para que no aparezcan 
grietas en el yeso. Una de las m&s importantes aplicaciones del estudio de la deformacibn de 
las vigas es, por otra parte, la obtencion de ecuaciones de deformacion que, junto con las 
condiciones de equilibrio estatico, permitan resolver las vigas estaticamente indeterminadas. 
(Veanse los Caps. 7 y 8.) 

Se utilizan varios metodos para determinar la deformacion de las vigas. Aunque basa- 
dos en los mismos principios, difieren en su tecnica y en sus objetivos inmediatos. En pri- 
mer lugar, se estudia un procedimiento modernizado del metodo de la doble integration, que 
simplifica mucho su aplicacion. Otro metodo, el del area de momentos, se considera el mas 
directo de todos, en especial si se desea conocer la deformacion en un punto determinado. 
Despues de un estudio previo del diagrama de momentos por partes (Sec. 6-4) se vera como 
es no solamente muy sencillo, sino extremadamente r&pido. Otra variante de este metodo, 
que se estudiar& en la section 8-7, es tambien rapido y comodo de aplicar. 

Otros metodos son el de la viga conjugada y el de superposicibn. El metodo de la viga 
conjugada es realmente una variante del metodo del area de momentos, pero difiere en su 
aplicacion practica. El metodo de superposicion no es un metodo distinto; utiliza las formu- 
las obtenidas para las deformaciones, en ciertos tipos fundamentales de cargas, para obtener 
las soluciones correspondientes a cargas que sean combinaciones de estos tipos fundamen- 
tales. 
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6-2. METODO DE LA DOBLE INTEGRAClON 


La vista lateral de la superficie neutra de una viga deformada se llama curva elastica , o 
simplemente, elastica de la viga. Es la curva que forma el eje longitudinal, inicialmente 
recto. Se muestra sumamente exagerada en la figura 6-1. En esta seccion se deduce la 
ecuacion de dicha curva, y como calcular el desplazamiento vertical o deflexion y de cual- 
quier punto en funcion de su abscisa x. 

Tomemos el extremo izquierdo como origen del eje X , dirigido segun la direccion inicial 
de la viga sin deformar, y el eje Y positivo hacia arriba. Se supone siempre que las deforma- 
ciones son tan pequenas que no hay diferencia apreciable entre la longitud inicial de la viga y 
la proyeccion de su longitud deformada. En consecuencia, la curva elastica es muy liana y su 
pendiente en cualquier punto tambien es muy pequena. El valor de esta pendiente, tan 6 = 
dy/dx , puede hacerse sin error apreciable, igual a d . Por consiguiente, 



(a) 


d9 _ d?y 

dx dx 1 


0 b ) 


Considerando la variacion de 0 en una longitud diferencial ds 9 producida por la flexion 
de la viga, es evidente que 


ds = p d6 


(c) 


siendo p el radio de curvatura en la longitud de arco ds . Como la curva elastica es casi recta, 
ds es practicamente igual a ds. En estas condiciones, de las ecuaciones (b) y (c) se obtiene: 


J_ = M 

p ds 


— o bien, 
dx 


A1 deducir la formula de la flexion, en la seccion 


1 _ d 2 y 
P dx 2 

5-2, se obtuvo la relacion 


(d) 


J_ = M_ 
p “ El 


(5-1) 



de viga 


Figura 6-1. 
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y, por tanto, igualando los valores 1 /p de las ecuaciones ( d) y (5-1) resulta: 



dx 


( 6 - 1 ) 


Esta es la ecuacion diferencial de la elastica de una viga. El producto El , que se llama rigidez 
a la flexion , es normalmente constante a lo largo de la viga. 

Las aproximaciones hechas, el angulo por la tangente, y dx por ds , no tienen influencia 
apreciable en la exactitud de la expresion (6-1) y, en efecto, sustituyendo 1/p por su valor 
exacto, junto con la ecuacion (5-1), se tendria 


<Py_ 
dx 2 


M_ 

El 



Teniendo en cuenta que dy/dx es muy pequeno, su cuadrado es despreciable frente a la uni- 
dad, por lo que se puede escribir 


dfy _ M 
dx 2 El 


que coincide con la ecuacion (6-1). 

Integrando la ecuacion (6-1), suponiendo El constante, resulta 


= j M dx + C, 


( 6 - 2 ) 


que es la ecuacion de la pendiente, y que permite determinar el valor de la misma, o dy/dx en 
cualquier punto. Conviene observar que en esta ecuacion, M no es un valor del momento, si- 
no la ecuacion del momento flexionante en funcion de x , y C x es una constante a determinar 
por las condiciones de apoyo. 

Integrando de nuevo la ecuacion (6-2), 


Ely — j j M dx dx + C x x + C 2 


(6-3) 


que es la ecuacion de la elastica de la viga y que permite calcular el valor de la ordenada^ en 
cualquier valor de x . C 2 es otra constante de integration a determinar tambien por las condi- 
ciones se sujecion de la viga. 

Si las condiciones de carga varian a lo largo de la viga, la ecuacion de momentos tam- 
bien tendra la variacion correspondiente. Esto requeriria una ecuacion de momentos entre 
cada dos puntos sucesivos de discontinuidad de cargas (cargas aisladas, comienzo o termina- 
cion, o cambio de forma en las cargas repartidas), lo que daria lugar a dos integraciones para 
cada tramo y, por consiguiente, dos constantes para cada tramo tambien. La deter minacion 
de estas constantes se hace muy laboriosa y se esta expuesto a errores. Afortunadamente, es- 
tas complicaciones pueden evitarse escribiendo una unica ecuacion de momentos vaiida para 
toda la viga, pese a las discontinuidades de carga. 
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; 500 N 

1 1 



B T c 

450 N/m 

n 


\ 2 m 1 m 

2 m i 



Rj = 480 N R 2 = 920 N 

Figura 6-2. 


Consideremos, por ejemplo, la viga de la figura 6-2. Aplieando la definition M = 
>IM) izq , se deduce que las ecuaciones de los momentos entre cada dos puntos de disconti- 
nuidad de car gas son: 


M ab = 480x N*m 

M bc = [480x - 500(x - 2)] N-m 

M CD = 480 x - 500(x - 2) - ^-(x - 3) 2 


N-m 


Observese que la ecuacion para el tramo CD tambien es valida en los otros dos, AB y BC , si 
ios terminos (x - 2) y (x - 3) 2 no se tienen en cuenta para valor es de x menores que 2 y 3, 
respectivamente. En otras palabras, los terminos (x - 2) y (x - 3) 2 no tienen existencia 
para valores de x que hagan negativo al parentesis. 

Como indicacion de este convencionalismo vamos adoptar la notacion con parentesis 
angulares < > para estos terminos, en vez de los parentesis normales. Con este cambio de 

notacion se obtiene la unica ecuacion de momentos siguiente: 

M = |480x - 500<x ~ 2) - ~Y~( X ~ 3 > 2 ) N ‘ m 


valida para toda la viga.* 

Veamos otro ejemplo. Consideremos la viga de la figura 6-3a, en la cual la carga disiri- 
buida se extiende solamente en el segmento BC. Se puede crear, sin embargo, una conti- 
nuidad suponiendo que la carga distribuida se extiende desde B hasta E y anadiendo una car- 
ga igual y opuesta, que la anule, a partir de C, como se indica en la figura 6-3b. La ecjacidn 
general de momentos, escrita para el tramo DE y segun la notacion anterior, es: 

M = ^500* - ^<x - 1> 2 + ^P<x - 4> 2 + 1300<x - 6>j N-m 


* Prescindir de Ios terminos entre parentesis angulares cuando estos toman valores negativos tieae ss j Bttti jszsoq 
en el hecho de que la ecuacibn general de momentos se escribe teniendo en cuenta la definicion Af — (20 ,J _ »: 
significa que solamente han de tenerse en cuenta las fuerzas aplicadas en la parte de viga a la izqmsnsa a: 2 e s a 
Ahora bien, un valor negativo en un termino entre parentesis angulares indica que la carga esta i ^ 

de la seccibn, por lo que no hay que considerarla para la determinacibn del momento. Un valor sr : 3a ¥ m £ s & e s & 
indica que empieza una carga repartida o la existencia de una carga concentrada. 
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600 N 



600 N 


J 


A 



\—X A 


E 


R, = 500 N 


N R 2 = 1300 N R\ = 500 N 



(a) (b) i? 2 = 1300 N 

Figura 6-3. Procedimiento para establecer la continuidad de las cargas. 


en donde los terminos entre parentesis angulares no tienen existencia para valores de x que 
hagan negativos a los parentesis, no a su exponente. Observese como todas las cargas que- 
dan automaticamente incluidas en la ecuacion de momentos al escribir esta para el ultimo 
tramo de la derecha de la viga. 

PROBLEMAS 1LUSTRATIVOS 

601. Una carga concentrada de 300 N esta apoyada como se indica en la figura 6-4. De- 
terminar las ecuaciones de la el&stica y la maxima deflexibn de la viga. 


y 


300 N 


1 


1 m c 


2 m 


B 


A 





x 


i? 1= 100 N 


R 2 = 200 N 


Figura 6-4. 


Solucion: Escribiendo la ecuacion general de momentos para el ultimo tramo BC de la viga, 
aplicando la ecuacion diferencial de la el&stica e integrando dos veces, se obtienen las si- 
guientes expresiones para la pendiente y las ordenadas: 


EI^t = M = (100.x - 300<x - 2» N-m 

s! 


(a) 


dx 


El ^ = (50.x 2 - 150<x - 2> 2 + C,) N-m 2 
Ely = — 50<x — 2) 3 + C x x + C 2 j N-m 3 


(b) 


(c) 


Para determinar las dos constantes de integration, que son fisicamente iguales a la pen- 
diente y a la ordenada en el origen, se aplican las condiciones de frontera siguientes: 
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1. EnAy parax = 0, la ordenadaj = 0. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (c) se 
btiene C 2 = 0. Recordemos que <x - 2> 3 no existe para valores de x menores que 2, que 

darian negativo el parent esis. 

2. En el otro apoyo, para x = 3, la ordenada tambien es nula. Conocido C 2 = 0 y susti- 
tuyendo en la expresion (c), se obtiene 

o = y(3) 3 - 50(3 - 2) 3 + 3C, o C,= -133N-m 2 

Determinadas las constantes de integracion y sustituidos sus valores en ( b ) y (c), se 
pueden escribir las expresiones de la pendiente y de la ordenada de la elastica en su forma 
convencional, 


TRAMO AB (0 < < 2) 

TRAMO BC (2 < x < 3) 

(■ d ) El^r- ={50x 2 - 133) N-m 2 

(f) EI =[50x 2 - 150(x - 2) 2 - 133] N 

•m 2 

(e) EIy = i^-x 3 - 133jc) N-m 3 

II 

^ s 

CkO 

■“X 3 — 50(x — 2) 3 — 133x 
. 5 

N-m 3 


Calculemos ahora la m&xima deflexion para lo cual se supone que se encuentra en el tra- 
mo AB. Su posicibn se puede determinar derivando la ecuacion ( e ) respect o de x e igualando 
a cero esta derivada, o bien, igualando a cero la expresion (d) de la pendiente, es decir, halian- 
do el punto de pendiente nula. Por tanto, 

50x 2 — 133 = 0 o x = 1.63 m 

Puesto que este valor de x pertenece al tramo AB se confirma la hipbtesis de que la ma- 
xima deflexion ocurre en este tramo. Ahora, para obtener su valor, se sustituyex = 1.63 en 
la ecuacion (e), lo que da: 

EIy mhx = -145 N-m 3 

El valor negativo obtenido indica que la ordenada .y estd por debajo del ejeX Con frecuen- 
cia solo interesa el valor de la deflexibn, sin indieacion de signo, y entonces se representa por 
5, reservando la y para las ordenadas. 

El producto Ely se expresa en N • m 3 , ya que proviene de la doble integracion de la 
ecuacion (6-1), en la que M se expresa en N • m. La primera integracion da N • m 2 , como unida- 
des de EI6 correspondientes a la pendiente, y la segunda integracion da, en efecto, N • m 3 . 

Expresando E en N/m 2 e / en m 4 , se obtiene y en m. Por ejemplo, si E = 10 X 10 9 
N/m 2 e / = 1.5 x 10 6 mm 4 = 1.5 X 10~ 6 m 4 , el valor dej> es 

(10 X 10 9 )( 1.5 X 10 ~ 6 )y = -145 

de donde 

y = —9.67 X 10 -3 m = —9.67 mm 
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602. Hallar el valor de Ely en el punto medio entre apoyos y en el extremo volado de la 
viga de la figura 6-5. 



Figura 6-5. 


Solucion: Es la misma viga de la figura 6-3 para la que ya se habia escrito la ecuacion general 
de momentos, ecuacion (h) de la seccion 6-2. Aplicando la ecuacion diferencial de la elastica 
e integrando dos veces resulta: 

El— = M = (500 x - - 1> 2 + - 4> 2 +1300<.v - 6>) N-m 

d x 2 \ 2 2 J 

EI = (250* 2 - ^y(x - 1> 3 + ™ <x - 4> 3 +650<* - 6> 2 + C,j N-m 2 
Ely = J^jt 3 - yO - 1> 4 + y<* - 4> 4 + -y <* - 6> 3 + C,jc + C 2 j N-m 3 


Para determinar C 2 observemos que para x = 0, y = 0, lo que da C 2 = 0. No se tiene en 
cuenta los terminos entre parentesis angulares si son negativos. Aplicando la otra condicion 
de apoyo, para x = 6, y = 0, resulta: 

0 = y^(6) 3 - y(5) 4 + y(2) 4 + 6C, o C, = - 1308 N-m 2 

Para obtener la deflexion en el punto medio se hace x = 3 en la ecuacion de tramo BC , en 
la que no se consideran los terminos <x - 4> 4 y <x — 6> 3 , lo que da 

Ely = ^(3) 3 - y (2) 4 - 1308(3) = - 1941 N-m 3 Resp. 

Analogamente, en la ecuacion del tramo DE en la que se tienen en cuenta todos los terminos, 
se hace x = 8, con lo que el valor de la ordenada en el extremo es 

Ely = y— (8) 3 - — (7) 4 + y (4) 4 + -y— (2) 3 - 1308(8) = - 1814 N-m 3 Resp. 

603. Una viga simplemente apoyada soporta una carga triangular como indica la figura 
6-6a. Determinar la ecuacidn de la el&stica y el valor de la deflexidn maxima. 

Solucion: Por simetria, cada reaccion es la mitad de la carga total \ wL , por lo que R x = R 2 = 
^ wL. En este ejemplo se tiene la ventaja de la simetria, ya que la elastica lo es con respecto 
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Figura 6-6. 



a la vertical que pasa por el punto medio de la viga. Las condiciones de deflexidn nula en A y 
pendiente nula en B hacen que no sea necesario establecer la ecuacidn general de momentos, 
ya que solo se precisa la del tramo AB, y esta se obtiene facilmente con ayuda de la figura 
6-6b. 

Escribiendo la ecuacidn diferencial de la elastica al tramo AB e integrando dos veces re- 
sulta: 


d2 y wL 

— — = M M n — x — 


El - 
dx z 

eA- 

dx 

Ely = 


Mab 

wLx 2 

8 

wLx 3 
24 


wx 


X 

I 


wx ^ 

12Z +C ' 


wx 

60L 


+ C\X + C 2 


(a) 

( b .) 

(c) 


Para determinar las constantes de integracion, como ya se ha dicho, para x = 0, y = 0, 
lo que da C 2 = 0. Por simetria, la pendiente en el centro dy/dx = 0, para x = L/2. Sustitu- 
yendo en ( b ), 


. wL I L\ 2 w l L\ 4 
0_ x(t) “ 121 ( 2 ) + C. o b«n, C, - - 


5wL 3 

192 


Por tanto, la ecuacidn de A a B, y tambien de C a B, por la citada simetria, es 

wLx 3 wx 5 5 wL 3 x 

Ely = 

o bien, 


24 


60 L 


192 


Ely = 


wx 


(25 L 4 - 40 L 2 x 2 + 16x 4 ) 


960 L 

La ordenada maxima, en el centro para x = L/2, es 

wL 4 WL? 


Ely = — 


120 


60 


en donde W = \ wL es la carga total. 


178 DEFORMACION EN VIGAS 

604. Determinar la ecuacion de la elastica de una viga en mensula que soporta una car- 
ga uniforme de w N/m en una portion de su longitud, como indica la figura 6-7. 


Y 



V « w(L - a) 


Figura 6-7. 


Solution: En el empotramiento, las condiciones de equilibrio determinan los valores de My 
V que son: V = w(L — a) y M = — w(L — a)(a + L — a/2) = — j(L 2 — a 2 ). En funcion 
de la ecuacion general de momentos, la ecuacion diferencial de la elastica es 



(a) 


Integrando (a) se obtiene la ecuacion de la pendiente, 



( b ) 


Como la pendiente es nula para x = 0, se deduce que Cj = 0. Integrando de nuevo, con Q 
= 0, resulta la ecuacion de la elastica: 



(c) 


En esta, para x = 0 es y = 0, con lo que tambien C 2 = 0. Observese que tomando el origen 
de coordenadas en el empotramiento, donde la pendiente y la ordenada son nulas, resultan 
tambifcn nulas las constantes de integration. 

Si el valor maximo de la deflexidn, en el extremo libre, es 8, es evidente que 8 = — y. 
Sustituyendo x = L y simplificando resulta: 



Un valor muy interesante es cuando a = 0, es decir, cuando la carga repartida ocupa la 
totalidad de la mensula, pues entonces la flecha en el extremo viene dada por 


EJS = 


wL 4 WL 3 


8 


8 
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FROBLEMAS 

605. Determinar la deflexion maxima en 
sss. viga simplemente apoyada de longirud L con 
<212 carga concentrada P en el centro de su ciaro. 

r te*. 8 = PL 3 /4SEI 

606. Determinar la deflexion maxima en 
mA viga simplemente apoyada, de longitud L, 
:ue soporta una carga uniformemente distri- 

| ^nda. de w N/m aplicada en toda su longitud. 

Besp, 8 = (5/384 )(wL 4 /EI) = 

(5/384)( WL? / El) 

607. Determinar el m&ximo valor de Ely en 
a mensula de la figura P-607, cargada como se 
.idica. Considerar el origen de coordenadas en el 
esnpotramiento. 



^ i 

r 

m 

J 

Z/Zl 


j 

^ X/ 


Figura P-607. 


608. Obtener la ecuacion de la el&stica de la 
mensula de la figura P-608 sometida a una carga 
triangular que varia desde cero en el empotra- 
miento hasta w N/m en el extremo libre. 



609. Como se indica en la figura P-609, una 
viga simplemente apoyada sostiene dos cargas 



concentradas sim6tricamente colocadas. Calcular 
la deflexion maxima 5 y comparar el resultado 
con la flecha en el centro, del caso 7 de la tabla 
6-2. Contrastar el resultado obtenido, poniendo 
a = L/2 y comparandolo con la solucion del 
problema 605. 

Resp. 6 = (Pa/24EI)(3L 2 - 4a 2 ) 

610. La viga apoyada de la figura P-610 so- 
porta una carga uniforme w simetricamente 
distribuida en una portion de su longitud. Deter- 
minar la deflexibn maxima y confrontar el resul- 
tado, poniendo a = 0, con la solucion del proble- 
ma 606. 

r*- a — 2b — a -+■ 

! I w N/m 

R ! 

Figura P-610. 

611. Calcular el valor de EI8 en el centro del 
ciaro en la viga representada en la figura P-611. 
Si E - 10 GN/m 2 , determinar el valor de /nece- 
sario para que la deflexion en el centro no sobre- 
pase 1/360 del ciaro. Indication : Considerar el 
origen de x en el apoyo derecho siendo x positiva 
hacia la izquierda. 


300 N/m 


k 2 m 

2 m ^ 


Ri Rz 

Figura P-611. 


Resp. EI8 — 500 N • m 3 ; / = 4.50 x 10" mm* 

612. Calcular el valor de EI8 en el cemro de 
la viga cargada como se indica en la figura P -6LL 


2 m 


l.o m 




f 


300 N/m 


0.5 ra 


4m- 


1 


Figura P-612. 


Resp. £75 = 657 N • m 3 


Figura P-609. 
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613. Calcular el valor de Ely en el extremo 
derecho de la viga cargada como indica la figura 
P-613. 


3 m 


1 m 1 

400 N m 

1 m 


A i- I 

1 

— A m n 


R\ R 2 


Figura P-613. 

Resp. Ely = 195 N • m 3 


a >4 -* — b 

k a 

h L 

Figura P-616 y P-617. 

617. Sustituir la carga P del problema 616 
por un par M aplicado en el extremo derecho, y 
determinar la pendiente y ordenada en el mismo 
punto. 

Resp. Eldy/dx = -(M/3)(L 4- 2b); Eld = 
(Mb/6)(2L + b ) 



614. Calcular la pendiente de la elastica en 
el apoyo derecho de la viga con voladizo de la fi- 
gura P-614. 


800 N 

I 800 N m 





^ 1 m 

2 m | 

| 1 m 


R ] R 2 


Figura P-614. 

615. Calcular el valor de Ely en el centro 
entre apoyos de la viga con voladizo de la figura 
P-615. 


4kN 



r 


2 kN/m 


2 kN/m 

^ 2 m 

2 m ‘ 

^ 2 m 


Pi Ro 


Figura P-615. 

Resp. Ely = - 4.66 kN • m 3 

616. Determinar (a) la ordenada y la pen- 
diente de la elastica bajo la carga P y (b) la maxi- 
ma deflexion entre apovos, en la viga de la figura 
P-616. 

Resp. (b) EIy mkx = Pa 2 Z?/9v3~ 


618. Una viga simplemente apoyada resiste 
la accion de un par M aplicado como se indica en 
la figura P-618. Determinar la ecuacidn de la 
elastica y la deflexion en el punto de aplicacidn 
del par. Despues, poniendo a = Lya = 0, com- 
parar el resultado con los casos 11 y 12 de la 
Tabla 6-2. 

M 

4A " ~ u 4^- 


L * 

Figura P-618. 

Resp. Ely = (Ma/3L)(L 2 - 3La 4 2a 2 ) 

619. Determinar el valor de Ely en el centro 
de la viga representada en la figura P-619. (Indi- 
cacidn : Use el hecho de que, debido a la simetria, 
la pendiente en el punto medio es nula.) 




400 N/m 


400 N/m 

1 2 m 

2 m 

2 m ‘ 


R i Ro 

Figura P-619. 


Resp. Ely = - 3.33 kN • m 3 

620. Determinar la deflexion 6 en el centro de 
la viga de la figura P-620. Indicacidn: Conside- 
rar el origen de coordenadas en el centro de la vi- 
ga ya deformada. 
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621. Calcuiar EI5 en el centro del claro, en 
la viga de la figura P-621. Confrontar el resulta- 
do obtenido, haciendo a = 0, con el resultado del 
problema 606. Tengase en cuenta la misma indi- 
cacibn del problema anterior. 


w N/m 

a | L 

Si s t 

Figura P-621. 

6-3. METODO DEL AREA DE MOMENTOS 

Un metodo muy util y sencillo para determinar la pendiente y deflexion en las vigas es el 
netodo del area de momentos , en el que intervienen el area del diagrama de momentos y el 
momento de dicha area. Se comienza, en primer lugar, por los dos teoremas basicos de este 
metodo; luego, una vez calculadas las areas y los momentos de estas areas del diagrama de 
momentos, se aplica el metodo a varios tipos de problemas. El metodo esta especialmente in- 
iicado en la determination de la pendiente o de la deflexion en puntos determinados, mas 
que para hallar la ecuacion general de la elastica. Como en su utilization se ha de tener en 
cuenta la forma y relaciones geometricas en la elastica, no se pierde el significado fisico de lo 
que se esta calculando. 

El metodo del area de momentos esta sujeto a las mismas limitaciones que el de la doble 
integration. Sin embargo, para verlo en su totalidad, como un conjunto completamente 
independiente, se repite una pequena parte de lo dicho en la seccion anterior. La figura 6-8a 
representa una viga simplemente apoyada con una carga cualquiera. La elastica, como inter- 
section de la superficie neutra con el piano vertical que pasa por los centroides de las sec- 
ciones, se representa en la figura 6-8b, aunque sumamente exagerada. El diagrama de mo- 
mentos se supone que es el representado en la figura 6-8c. 

A1 igual que en la deduction de la formula de la deflexion, seccion 5-2, dos secciones 
planas adyacentes, distantes una longitud dx sobre una viga inicialmente recta, giran un an- 
gulo dd una respecto a la otra. Se puede ver con mas detalle en la parte CD ampliada de la fi- 
gura 6-8b. El arco ds medido a lo largo de la elastica entre las dos secciones es igual p dd, 
siendo p el radio de curvatura de la elastica en ese punto. De la ecuacion (5-1) se tiene 

J_ = M_ 
p~ El 

y como ds - p dd , ahora escribirnos 

I = *L = 

p El ds 

M 

d0 = — ds (a) 




Figura P-620. 

tesp. 5 = (9/1920 )(h'Z. 4 /£7) 


o bien 


1E2 
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En la mayoria de los casos practicos, la elastica es tan liana que no se comete error apre- 
ciable suponiendo que ds es igual a su proyeccion dx. En estas condiciones, se tiene: 

dO = dx (b) 

Evidentemente, dos tangentes trazadas a la elastica en C y Z), como en la figura 6-8b, 
forman el mismo angulo d$ que el que forman las secciones OC y OD , por lo que la des- 

viacion angular , o angulo entre las tangentes a la elastica en dos puntos cualesquiera A y 

B y es igual a la suma de estos pequefios angulos: 

<>AB= j 9B d9 = ±-j XB Mdx (c) 

J 0 A L1 J *A 

Observese tambien, figura 6-8b, que la distancia desde el punto B de la elastica, medida 
perpendicularmente a la posicion inicial de la viga, hasta la tangente trazada a la curva por 
otro punto cualquiera A , es la suma de los segmentos dt interceptados por las tangentes suce- 
sivas trazadas a la elastica en puntos sucesivos. Cada uno de estos segmentos dt puede consi- 
derate como un arco de radio x y angulo dO: 

dt = x dO 


de donde 


h/A = fd* = f x db 
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Mistituyendo dd por su valor en la ecuacion ( b ) se obtiene: 



(d) 


La longitud t B/A se llama desviacion de B con respecto a una tangente trazada por A , 
? bien, desviacion tangencial de B respecto de A. El subindice indica que va desde B hasta 
-a tangente trazada en A . La figura 6-9 aclara la diferencia que existe entre la desviacion tan- 
gencial t B /A de B respecto de A y la desviacion t A/B de A con respecto a B. En general, dichas 
desviaciones son distintas. 



Figura 6-9. En general, ?A/B no es igual a t B/A . 


El significado geometric© de las ecuaciones (c) y ( d) conduce a los dos teoremas funda- 
mentals del metodo del area de momentos. En el diagrama de momentos flexionantes de la 
figura 6-8c, se observa que M dx es el area del elemento diferencial rayado situado a distan- 
ciax de la ordenada que pasa por B. Ahora bien, como j Mdx es la suma de tales elementos, 
la ecuacion (c) se puede escribir en la forma 

6 AB = ^j(area) AB ( 6 - 4 ) 

Esta es la expresion algebraica del Teorema I, que se puede enunciar como sigue: 

Teorema I: La desviacion angular, o angulo entre las tangentes trazadas a la elastica en 
dos puntos cualesquiera A y B, es igual al producto de l /El por el area del diagrama de mo- 
mentos flexionantes entre estos dos puntos. 

La figura 6-8c muestra c6mo la expresion x(M dx) que aparece dentro de la integral en la 
ecuacion (d) es el momento del &rea del elemento rayado con respecto a la ordenada en B . 
Por tanto, el significado geometrico de la integral j x(M dx) es el momento con respecto a la 
ordenada en B del area de la porcibn del diagrama de momentos flexionantes comprendida 
entre A y B. Con ello la expresion algebraica del Teorema II es: 

1 , 

* b/a ~ ( ar (5—5) 

Este teorema se enuncia asi: 

Teorema II: La desviacion tangencial de un punto B con respecto a la tangente trazada a 
la elastica en otro punto cualquiera A, en direccion perpendicular a la inicial de la viga, es 
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Figura 6-10. Signo de las desviaciones tangenciales. (a) Positiva; B queda situado 
sobre la tangente de referenda, (b) Negativa; B queda situado por debajo de la 
tangente de referenda. 


igual al producto de 1 /El por el momento con respecto a B del drea de la porcion del diagra- 
ma de momentos entre los puntos A y B. 

El producto El se llama rigidez a la flexion. Observese que se ha supuesto tacitamente 
que Eel permanecian constantes en toda la longitud de la viga, que es un caso muy comun. 
Sin embargo, cuando la rigidez es variable, no puede sacarse £7 del signo integral, y hay que 
conocerla en funcion de x. Tales variaciones suelen tenerse en cuenta dividiendo entre El las 
ordenadas del diagrama de momentos para obtener de esta manera un diagrama de M/EI al 
que se aplican los dos teoremas, en vez de aplicarlos al diagrama de M. 

En los dos teoremas, (area)** representa el area del diagrama de momentos entre las or- 
denadas correspondientes a los puntos A y B r x B es el brazo de momento de esta area con res- 
pecto a B. Cuando el area del diagrama de momentos se compone de varias partes (vease la 
Sec. 6-4), positivas y negativas, la expresion (area)** • x B representa el momento del area de 
todas estas partes. El momento del &rea se toma siempre con respecto a la ordenada del pun- 
to cuya desviacion se quiere obtener, por lo que conviene ponerle a x el subindice correspon- 
diente, por ejemplo B y lo que indica que el brazo de momentos se toma hasta este punto. Ob- 
servese que este subindice B es el mismo del numerador del subindice de t, B/A . 

Los convenios de signos siguientes son de gran importancia: La desviacion tangencial de 
un punto cualquiera es positiva si el punto queda por encima de la tangente con respecto a la 
cual se toma esta desviacion, y negativa si queda por debajo de dicha tangente. En la figura 
6-10 $e representan las desviaciones positivas y negativas. Reciprocamente, una desviacion 
positiva indica que el punto queda por encima de la tangente de referenda.* 

El otro convencionalismo de signos es el que se refiere a las pendientes y se indica en la 
figura 6-11. Un valor positivo de la variacion de pendiente ®AB indica que la tangente en el 



Figura 6-11. Signo de la variacion de pendiente o desviacion angular, (a) Positiva; 
Bab en sentido contrario al del reloj respecto de la tangente de la izquierda. (b) Ne- 
gativa; $ AB en sentido del reloj respecto de la tangente de la izquierda. 


* N. de T. Las areas de momentos se toman con su signo, el mismo que el momento flexionante, y los brazos de 

momentos son siempre positivos. Asi en la viga de la figura 6-9, que en el tramo AB tiene momentos positivos, t A/B 
y 1 b/a son ambas positivas. 
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punto situado a la derecha, B, se obtiene girando en sentido contrario al del reloj la tangente 
uazada en el punto mas a la izquierda, A; es decir, que para pasar de la tangente en A a la 
tangente en B se gira en sentido contrario al del reloj, y viceversa para los valores negativos 
de 0 AB . 

6-4. DIAGRAMAS DE MOMENTOS POR PARTES 

Para aplicar los teoremas del &rea de momentos se ha de poder calcular f&cilmente, y 
con precision, el area de cualquier parte de un diagrama de momentos, y el momento de 
dicha &rea con respecto a un eje cualquiera. Un procedimiento es, evidentemente, integrar 
las expresiones j M dx y j x(M dx) entre los limites apropiados, debiendo estar expresado M 
en funcibn de x. 

Sin embargo, nuestro proposito es sustituir las integraciones por calculos numericos 
muy sencillos. Para ello se sigue un procedimiento que consiste en dividir el diagrama de mo- 
mentos en partes, cuyas areas y centros de gravedad sean conocidos. Empezaremos, pues, 
por ver como se puede representar el diagrama de momentos flexionantes de forma que se vea 
el efecto de cada carga por separado. En adelante lo llamaremos diagrama de momentos por 
partes, en lugar del diagrama que pudiera llamarse normal o convencionaL 

Su construccibn se basa en los dos principios fundamentals: 

1. El momento flexionante producido en una determinada seccibn por un sistema de 
eargas es igual a la suma de los momentos flexionantes producidos en la misma seccibn por 
cada carga actuando por separado. Este principio se expresa algebraicamente mediante la 
ecuacibn: 


(4-2) 


M = (£M) izq = (LM) dei 


en donde (LM) ^ representa la suma de los momentos producidos por todas las fuerzas que 
actuan a la izquierda de la seccibn, y (EM) der la suma de los momentos de todas las fuerzas 
que actuan a la derecha de la misma. 

2. El efecto en el momento flexionante de cualquier carga individual es de la forma ge- 
neral: 


La figura 6-12 representa esta ecuacibn. El area y la posicibn del centro de gravedad se calcu- 
lan facilmente mediante las expresiones: 


&rea = 


n -f 1 


• bh 


(b) 



(c) 


siendo b la base y h la altura. 
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Para calcular el area comprendida entre dos ordenadas cualesquiera A y B , figura 6-13, 
las ecuaciones ( b ) y (c) dan los valores correspondientes al &rea comprendida entre la curva, 
la tangente en A y la ordenada en B . A esta area habrii que afiadir, por supuesto, el area tra- 
pecial entre la tangente en A y el eje X. 

En la tabla 6-1 se comprueba este segundo principio. Aparecen una serie de datos 
correspondientes a mensulas cargadas con tipos de carga cada vez mas complejos. 

Se observa, por ejemplo, que una mensula que soporta un par C en el extremo tiene una 
distribution de momentos flexionantes del tipo = kx n donde k = — Cy n = 0, es decir, M = 
— Or 0 . En otras palabras, un par da lugar a una distribution de momentos de grado cero. 
An&logamente, una carga concentrada da lugar a una distribucion de momentos de grado 
uno; una carga uniforme, a una de momentos de grado dos, etc. 

En la columna encabezada con Area se expresa el area del diagrama de momento en fun- 
cion de la base b y la maxima altura h del diagrama, con un coeficiente para cada tipo de car- 
ga. La position del centro de gravedad de cada diagrama de momentos, medida desde el pun- 
to de ordenada maxima, viene dada por la longitud de la base por un coeficiente. Estos coefi- 
cientes, cuyo calculo es muy sencillo, se obtienen de las ecuaciones ( b ) y (c), dando a n el va- 
lor del grado de cada ecuacibn, es decir, n = 0, n = 1, n = 2, etc. 

Un ejemplo aclarara la forma de utilizar la Tabla 6-1 para trazar el diagrama de momen- 
tos por partes. La viga simplemente apoyada de la figura 6-14 tiene 3 m de longitud y soporta 
una carga uniformemente distribuida de 300 N/m sobre una longitud de 2 m a partir del 
apoyo derecho. 

En cualquier section a-a entre A y B , el momento definido por M = (LM) lzq se debe uni- 
camente a R v En cualquier seccion b-b entre B y C el momento se debe a R x y a la parte de 
carga uniformemente distribuida entre B y b-b. Observese que la carga uniformemente distri- 
buida no interviene en el momento flexionante entre A y B. En realidad, el efecto de R x en el 
momento flexionante en cualquier seccibn de la viga equivale al que tendria en la mensula 
(a), mientras que el efecto de la carga uniforme en cualquier seccion equivale al que tendria 
en la mensula (b). 

Tomando los datos necesarios de la Tabla 6-1 se pueden poner los diagramas de momen- 
tos flexionantes de las vigas (a) y (b) sobre una base comun, linea de momento cero, como se 
indica en (c) de la misma figura. Evidentemente, la suma algebraica de las areas sombreadas 
de (c) dan como resultado el diagrama de momentos convencional ya que el momento en 
cualquier seccion de la viga original es igual a la suma de los momentos que producen en la 
misma seccion las cargas individuates, principio basico 1 . Por tanto, si el area triangular se 
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dibuja hacia abajo, resiilta el diagrama (d). El area rayada de este diagrama (d) es igual al 
area del diagrama (e), ya que la unica diferencia, en cuanto al aspecto, es que en este ultimo 
las ordenadas de los momentos se han tornado a partir de la linea horizontal. De aqui se de- 
duce que, reciprocamente, el diagrama de momentos convencional se puede sustituir por el 
de partes de la figura 6- 14c, en el que las areas y los centros de gravedad de cada parte son fa- 
cilmente calculates mediante los datos de la Tabla 6-1. 
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Diagrama de momentos conventional 



300 N/m 
1 m 2 m 



M ~ ~(300X2) XI 
= -600 N-m 

Cargas equivalentes en 
voladizos 


Figura 6-14, Diagramas de momentos por partes. 


Para calcular el momento del area del diagrama de momentos, observese que el momen- 
ta del area del diagrama convencional, figura 6-14e, equivale a la suma de los momentos de 
las areas de sus partes componentes, tal como se representan en la figura 6- 14c. Por tanto, 
como cada una de dichas areas es el producto de un coeficiente de la Tabla 6-1 por las dimen- 
sions del rectangulo circunscrito, y la position del centro de gravedad de cada parte viene da- 
da por otro coeficiente de la tabla por la base de este rectangulo, se puede obtener muy facil- 
mente el momento de las areas con respecto a un punto cualquiera, C por ejemplo, con lo 
que resulta 

[(area) , 4 c * x c = Lax] 


(area)^ c • * c = 


700 N*m 3 


Resp. 


La notation x c indica que el brazo de momento ha sido medido desde C. Por el Teorema 
II del metodo del area de momentos, este resultado mide el producto EIt CIA , siendo t c/A la 
desviacion de C con respecto a la tangente trazada por A a la elastica. 

Una ultima observation. Con frecuencia no es necesario calcular las reacciones del viga. 
En el ejemplo propuesto, y puesto que el momento flexionante en C ha de ser nulo, el mo- 
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b 


w 2 

N/m 


h a H 


| | * W x N/m 



R. 


Figura 6-15. 


memo de la reaccion R : en C, igual a 3 tiene que equilibrar al momento de - 600 N * m 
producido por las cargas. 

Se observara como la tecnica de la representacion del diagrama de momentos por partes 
es realmente una interpretation grafica del procedimiento que se ha estudiado en la seccion 
6-2 para expresar la distribucion general de momentos en toda la viga mediante una sola 
ecuacion. En efecto, segun aquel metodo, para la viga de la figura 6-15 la ecuacion general 
de momentos es 



Si cada termino dentro de los parentesis angulares se sustituye por una nueva variable 
que tenga su origen en el punto donde empieza la carga, se deduce que cada sumando de la 
ecuacion general de momentos es la distribucion de momentos en una viga en mensula de al- 
guno de los tipos de la Tabla 6-1. Asi, pues, sustituyendo <x - a x y por u, <x - a 2 > por v 
y <x - a 3 ) por z, resulta 



en donde, naturalmente, las variables u , vyzno pueden tener signo negativo. 

PROBLEMAS ILUSTRAT1VOS 

622. Calcular el momento con respecto al apoyo izquierdo del &rea de momentos fle- 
xionantes de la viga de la figura 6- 16a. 

Solucion: Las reacciones, calculadas por las ecuaciones del equilibrio estatico, son R x — 300 
N y R 2 = 600 N. El diagrama de momentos por partes se determina aplicando M = (£M)izq 
a los tramos AB y BC , y M = (£M) der al tramo CD, ya que en este caso resulta mas sencillo 
hacerlo asi que haciendolo en todos los tramos por las fuerzas de la izquierda. En gene- 
ral, pues, los momentos flexionantes se determinan por el lado que sea mas comodo. 
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En la figura 6- 16c se indican las mensulas equivalentes. El diagrama de momentos por 
partes se representa en la figura 6- 16b. Conviene comprobar que el momento en C es el mis- 
mo considerando las fuerzas de la derecha o las de la izquierda. 

El momento del area del diagrama de Mrespecto del extremo izquierdo A se calcula co- 
mo la suma de los momentos de las areas de sus partes componentes. Tomando los coeficien- 
tes correspondientes de la Tabla 6-1, para el area y para la posicion del centro de gravedad, 
resulta: 


[(area ) AD - x A = 
(area)^ • x A = 


= 2ax] 

/ 1500 X 5 \/ 2 c \ / 600 x 1 

(— 2 — )( 3 X5 ) + (-^- 

-mK-) 

11.13 kN-m 3 


)(’ 



Resp. 


Esta solucion representa un valor de Eli. ^Cual es? 

623. Calcular el momento con respecto a C del area del diagrama de momentos 
comprendida entre los apoyos en la viga con voladizo de la figura 6- 17a. 

Solucion: En cualquier seccion entre A y C el momento flexionante convencional se calcula 
mas facilmente mediante las fuerzas a la izquierda de la seccion, mientras que entre CyDes 
mas sencillo el calculo mediante las fuerzas de la derecha. El diagrama de momentos por par- 
tes de la figura 6- 17b se ha trazado combinando los de las mensulas de la figura 6- 17c. 

En este problema no es preciso calcular el valor de las reacciones. El momento produci- 
do por R x en C se halla teniendo en cuenta que debe ser el mismo considerando las fuerzas a 
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Figura 6-17. 

la izquierda que las fuerzas a la derecha. En otras palabras, 3i?i — 1600 = — 400, de donde 
3 R x = 1200 N * m. 

Para obtener el momento del area del diagrama de M entre Ay C con respecto a C, se 
riene: 

[(area) 4C • x c = E ax] 


„ , _ / 3 x 1200 \/ 3 \ / 2 X 1600 \/ 2 \ ]r7nMm 3 

(tei) AC x c - ( 2 )(j) - ( 3 )( 4 ) 1270 Nm 

PROBLEMAS 


Calcular en cada una de las vigas de los 
problemas 624 a 629 el momento del &rea del 
diagrama de momentos flexionantes comprendi- 
da entre los apoyos respecto de cada uno de 6s- 
tos. 

624. Viga cargada como indica la figura 
P-624. 

900 N 

i M = 600 N • m 

1 m I! 1 m 
1 1 •• B 

zr~- 

R l R 2 

Figura 6-24. 

Resp. (drea)^ • x A = 2500 N • m 3 


625. Viga cargada como indica la figura 
P-625. Indicacidn: Trazar el diagrama de mo- 
mentos por partes, de derecha a izquierda. 


600 N 



Figura 6-25. 


626. Viga cargada como indica la figura 
P-626. 
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400 N/m 



k 1 m 

3 m 

1 m a 


*1 *2 


Figura P-626. 

Resp. (area ).45 • x B = 8.25 kN • m 3 

627. Viga cargada como indica la figura 
P-627. Indicacidn: Descomponer la carga trape- 
zoidal en una uniforme y otra uniformemente va- 



628. Viga cargada con una carga uniforme- 
mente variada y un par, como indica la figura 


P-628. 



Resp. (area)^ • x A = 2.13 kN • m 3 

629. Resolver el problema 628 si el sentido 
del par es contrario al del reloj. 

630. En la viga de la figura P-630, calcular 
el valor de (area)^ • x A , y de acuerdo con el resul- 
tado obtenido determinar si la tangente a la el&s- 
tica en el punto B es ascendente o descendente 



Figura P-630. 

hacia la derecha. Indicacidn: Tener en cuenta la 
ecuacion (6-5) y la figura 6-10. 

Resp. (area ) AB • x A - -463 N • m 3 ; descendente 
a la derecha 

631. Determinar el valor de P en la viga de 
la figura P-631, de manera que el momento res- 
pecto de A del hrea de momentos entre los apo- 
yos sea nulo. Qu6 significado fisico tiene este re- 
sultado? 


P 


U 


800 N/m 


1 m | 

| 3 m j k 


R\ R 2 

Figura P-631. 


632. En la viga de la figura P-632, calcular el 
valor de (areaXu? • x A . De acuerdo con el resulta- 
do obtenido, determinar si la tangente a la el&sti- 
ca en el punto B se dirige hacia arriba o hacia 
abajo, de izquierda a derecha. Indicacidn : Tener 
en cuenta la ecuacidn (6-5) y la figura 6-10. 


200 N 


800 N/m 

1 


i 2 m 

1 m 

|B 1 m 


Figura P-632. 


Resp. (area)^ 5 • x A = 1.27 kN • m 3 ; ascendente 
a la derecha 


6-5. DEFORMACION DE VIGAS EN VOLADIZO 

Como ya se dijo, la desviacidn tangencial de un punto cualquiera es la distancia desde 
ese punto de la el&stica a la tangente trazada a la curva en otro punto (Sec. 6-3, Fig. 6-8). En 
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consecuencia, la desviacion no es igual a la ordenada de la elastica en la generalidad de los 
casos. Ahora bien, en las mensulas o voladizos se supone normalmente que el empotramien- 
to es perfecto y, por tanto, la tangente trazada a la elastica en este punto es horizontal, co- 
mo se indica en la figura 6-18. En estas condiciones, la desviacion de,4 con respecto a la tan- 
gente en B , es decir, t A/B , es igual a la deflexibn d A en A. 



Algunos ejemplos aclararan c6mo aplicar los teoremas del metodo del &rea de momen- 
tos para determinar la pendiente y la deflexion en tales tipos de vigas. Despues se considera su 
aplicacion a las vigas simplemente apoyadas, sin voladizos o con ellos. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

633. La viga en mensula de la figura 6-19 tiene un mbdulo elastico E = 12 GN/m 2 , / = 
10 x 10 6 mm 4 . Hallar el valor de P tal que la deflexion en el extremo libre sea de 20 mm. 


400 N P 



Solucion: Se traza, como indica la figura, el diagrama de momentos por partes- La defle- 
xi6n d en A es numericamente igual a la desviacidn de A con respecto a la tangent en C, ya 


194 DEFORMACiON EN VIGAS 

que esta desviaci6n es negativa, pues A queda bajo la tangente en C. Por el Teorema II se 
tiene 

*A/C 

- d 

de donde 

Eld = (4.667P + 3600) N-m 3 



Como Eld se expresa en N • m 3 , / debe estar en m 4 y 5 en m. Sustituyendo, pues, los 
valores dados de E, I y 8 resulta 

(12 X 10 9 )(10 X KT 6 )(20 X 10" 3 ) = 4.667 P + 3600 


de donde, 


P = -257 N Resp. 

El valor negativo de P indica que su sentido es hacia arriba y no hacia abajo como se 
habia supuesto. 

634. Calcular la pendiente y la deflexibn maxima en la viga en voladizo de la figura 
6-20a que soporta una carga uniformemente variable desde cero en el empotramiento hasta 
w N/m en el extremo libre. 



Solucion: Aunque la carga dada no responde a ninguno de los tipos de la Tabla 6-1 se puede 
transformar f&cilmente en suma de dos de ellos. Para ello se sustituye por las cargas que indi- 
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ca la figura 6-20a por las que muestra la figura 6-20c, es decir, superponiendo una carga ha- 
cia abajo uniformemente repartida, y una hacia arriba uniformemente variada. En estas con- 
diciones resulta el diagrama de momentos por partes que muestra la figura 6-20b. 

De la curva elastica de la figura 6-20a se deduce que la pendiente y la deflexion maximas 
nenen lugar en el extremo libre A. El angulo 0 A es igual a la variation de la pendiente entre 
las tangentes a la elastica en los puntos A y B. Por el Teorema I se tiene: 


De acuerdo con la figura 6-1 1, el signo menos indica que el angulo se mide en sentido del re- 
ioj al pasar de la tangente en A a la tangente en i 5, por lo que la tangente en A es ascendente 
hacia la derecha, como se puede observar. 

La deflexion maxima <5 enA y es numericamente igual a t A/Bi esto es, la desviacion de,4 
con respecto a la tangente en B . Esta desviacion, como en el problema anterior, es negativa, 
ya que A queda por debajo de la tangente en B. Aplicando el Teorema II se tiene: 


1.4/ B = • x A 




Simplificando : 


11 wL 4 
120 El 


Resp. 


Recordemos que la notacion indica que el brazo de momentos de las areas se mide 
desde A . 


635. Para el voladizo cargado, como indica la figura 6-21 a, calcular el valor de Eld en A 


y en B. 


Solution: Las deflexiones en A y B son numericamente iguales a las desviaciones de A y B 


respecto de la tangente en C. Puesto que A y B quedan por debajo de la tangente, tales des- 
viaciones, t A/c y t B/c , son negativas. Aplicando el Teorema II se tiene: 


Wc “ £^(^ rea )^c’ X A 


(a) 


y 


] B h/C — £-j( area )^C* X B 


(b) 


Observese que en la ecuacion (a) se utiliza el diagrama de momentos total entre A y C, 
mientras que en ( b ) solamente la parte del diagrama entre By C. Veamos primero distintas 


196 


DEFORMACION EN VIGAS 



formas de determinar el diagrama de momentos por partes para luego emplear la mas 
sencilla. 

1. ° El diagrama de momentos de la figura 6-21 b se ha expresado en funcidn de las fuer- 
zas a la derecha, de acuerdo con M = (EA i) dcr . Las vigas en voladizo equivalentes son las in- 
dicadas. 

2. ° Otra forma de expresar los momentos entre A y B en funcion de las fuerzas a la iz- 
quierda, y los momentos entre fly Cen funcion de las fuerzas a la derecha. La figura 6-21c 
representa el diagrama de momentos por partes y las vigas en voladizo equivalentes. 
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3.° Otro procedimiento consiste en sustituir las cargas dadas por las indicadas en la 
figura 6-21 d. Este metodo da el diagrama de momentos mas sencillo. 

Aunque se obtendria el mismo resultado utilizando uno cualquiera de los tres diagra- 
mas, vamos a aplicar la ecuacion (a) a este ultimo, figura 6-21 d. Recordando que x A indica 
que se toman momentos respecto de A se tiene 


7 2 X 300 \ 

(2 + | X 2 ) - 

/ 4 X 1200 \ 


\ 3 ) 

l 4 ) 

V 3 ) 

W l\ 


que se reduce a 


EIS a = 4100 N-m 3 


Resp. 


Puesto que la flecha en B viene expresada en funcion del (area) 5C se puede emplear cual- 
quiera de los diagramas (b) o'(c) de la figura 6-21, ya que son iguales y ademas mas sencillos 
que el caso (d) para este tramo BC. Tomando momentos respecto de B , como indica x B , de la 
ecuacion (&) se obtiene 


S * ~ EI 


(i^)(ix 2 )-,2x900)(Ix2)] 


de donde se deduce 


- EI8 b = 400 - 1800 o bien, EI8 B = 1400 N-m 3 


Resp. 


Aunque no se indica en la figura 6-21, todavia hay un cuarto procedimiento para trazar el 
diagrama de momentos por partes, aplicando un concepto expuesto en la seccion 4-3. Una 
viga puede cortarse por cualquier seccion y sustituir el efecto de las cargas a un lado de ella 
por la fuerza cortante y el momento flexionante en dicha seccion. En B , la carga da lugar a V 
- — 300 N y un momento flexionante M de — 300 N • m, que darian de B a C un diagrama 
triangular y otro rectangular. El lector puede trazar tambien estos diagramas y utilizarlos pa- 
ra calcular S B , confrontando luego este resultado con el valor obtenido anteriormente. 


PROBLEMAS 

636. La viga en voladizo de la figura P-636 
tiene una seccion de 50 mm de ancho y h mm de 
altura. Determinar h de manera que la deflexion 
maxima sea de 10 mm y teniendo E = 10 x 
10 9 N/m 2 . 


2 kN 4 kN 



637. Sobre la viga de la figura P-637 actua 


una carga repartida hacia abajo. Calcular la 
deflexion, a 2 m de la pared, si E = 10 x 10 9 
N/m 2 e / = 20 x 10 6 mm 4 . 



1 1 

800 N/m 

3 m 



Figura P-637. 


Resp. 5 = 22.7 mm 

638. Calcular el valor de £76 en el extremo 
izquierdo de la viga mostrada en la figura P-638. 
^Que sentido tiene la deflexion? 
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250 N 



Resp. Eld = 6.67 kN • m 3 ; hacia arriba 

639. En la viga en mensula de la figura 
P-639 determinar la deflexion en el extreme libre, 
dado que E = 10 x 10 9 N/m 2 e / = 60 x 10 6 
mm 4 . 



Figura P-639 y P-640. 


JH_ j 

4 kN/m | 

Hi 2m 

1 m 


Figura P-642. 

643. Hallar el maximo valor de Eld en la vi- 
ga en voladizo de la figura P-643. 


P77/y 

Y/y/, 

* a y\ 



1 

Y / i 1 

m. 

^ r > [ 

^ L > l 


Figura P-643. 


Resp. Eld = ( Pa 2 /6)(3L - a) 

644. Determinar la maxima deflexibn para 
la viga de la figura P-644. 


640. En la viga de la figura P-640 calcular la 
deflexion en el punto de aplicacion de la carga 
concentrada. iQue sentido tiene? 

Resp. d = 46.9 mm; hacia abajo 


w N m 


L 

IT 


L 

2 


Figura P-644. 


641. Dada la viga en voladizo, de la figura 
P-641, <,que valor de P producird una deflexion 
nula en A? 



Figura P-641. 
Resp. P = 150 N 


645. Calcular la deflexion y la pendiente en 
un punto a 2 m del empotramiento en la viga car- 
gada como indica la figura P-645. E = 10 
GN/m 2 e / = 30 x 10 6 mm 4 . 



642. Determinar la deflexion maxima en la 
viga de la figura P-642 cargada como se indica si 
la section es rectangular, de 50 mm de ancho por 
150 mm de altura y E = 69 GN/m 2 . 


Resp. d> = 16.4 mm; 0 = 0.739° 

646. En la viga de la figura P-646, determi- 
nar el valor de /, que limite la deflexion maxima a 
20 mm; E = 10 x 10 9 N/m 2 . 


Resp. d = 28 mm 
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6C~ ' T 



648. La viga en voladizo de la figura P-648 
soporta una carga uniformemente variable de ce- 
ro en el extremo libre a w N/m en el empotra- 
miento. Determinar la pendiente y la ordenada 
en una seccion cualquiera a una distancia x del 
empotramiento. 


1 m 


Figura P-646. 


647. Determinar el maximo valor de Eld en 
-a viga de la figura P-647. 



w N/m 




w N /m 


Figura P-648. 


L 

2 


L_ 

2 


Resp. EI5 = (wx 2 /120Z.)(10L 3 - 10L 2 x + 
5 LX 2 - x 3 ) 


Figura P-647. 


Resp. Eld = (121/1920)wL 4 


6 6. DEFORMACION DE VIGAS SIMPLEMENTE 
APOYADAS 

El calculo de las deformaciones en las vigas en voladizo se simplifica notablemente debi- 
do a que la tangente a la elastica en el empotramiento es horizontal. En las vigas simplemente 
apoyadas, en general, no se sabe en que punto la tangente es horizontal y, por tanto, se ha de 
emplear un metodo de calculo diferente. Este metodo, que a primera vista puede parecer un 
tanto complicado, es rapido y sencillo. Se representa graficamente en la figura 6-22, donde se 
ha trazado la elastica de una viga simplemente apoyada, pero no las cargas ni la ley de mo- 
mentos. 

El problema consiste en la determination del valor de la deflexion <5 en cualquier punto 
B. Trazando por A la tangente a la elastica, la desviacion t B/A del punto B con respecto a esta 
tangente no es evidentemente el valor pedido de 3. Sin embargo, la suma de 3 y t B/A es igual a 
EF, por lo que determinando EF y t B/A se ha resuelto el problema. El valor de EF se calcula 
estableciendo la semejanza de los triangulos AEF y ACD y, en este ultimo, CD es la des- 
viacion t C / A de C con respecto a la tangente en A. 

De acuerdo con todo esto e invirtiendo el orden de las operaciones, el procedimiento a 
seguir es el siguiente: 

1 . Calcular t c/A mediante la relacion t ctA =(1 /El) (area)^ • 3c c . 

2. Por la semejanza de triangulos, EF = x/L • t C / A - 

3. Calcular t B/A por la relacion t B/A =(1 /El) (area) 4 * • x B . 

4 . Puesto que EF es la suma de 3 y t B/A , el valor de 3 es EF - t B/A . 
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y 


R, 


A 



D 


Figure 6-22. Relaciones geometricas en el metodo del area de momentos aplicado 
a vigas simplemente apoyadas. 


Como se ha dicho, el metodo puede parecer largo, pero es muy rapido de establecer. 
Algunos ejemplos aclararan la forma prictica de aplicacibn del mismo. Consideraremos car- 
gas sencillas para fijar la atencion en las ideas fundamentales y no en los calculos. En el caso 
de cargas mis complicadas, el procedimiento es el mismo, y el diagrama de momentos se ha- 
ce por partes, de acuerdo con lo indicado en la section 6-4. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

649. La viga de la figura 6-23 soporta una carga concentrada de 300 N a 2 m del apoyo 
izquierdo. Calcular el valor de Eld en B, a 1 m de este apoyo. 


Solution: Se empieza por dibujar la forma aproximada de la elastica, curva punteada, y el 
diagrama de momentos por partes, de izquierda a derecha. Con el procedimiento indicado se 
calcula t c/A : 


*C/A ~ £j (to*)cA ' X C 



Por semejanza de los triangulos ABD y ACE: 



(b) 


El valor de l B/A 




y el valor pedido de 5 es: 
5 = BD = tg/ A ] 
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8 = 


El 


400 

3 


100 ' 
6 


EI8 — 116.7 N-m 3 Resp. 

650. Calcular la pendiente de la elastica, en el apoyo izquierdo, en la viga del problema 
anterior, figura 6-23. 



Solution: La pendiente de la elastica en A viene dada por tan 0 A , siendo 0 A el angulo entre 
la horizontal y la tangente en A a la elastica. Como las deflexiones y los angulos de la elastica 
son muy pequenos comparados con la longitud de la viga, tan 0 A es practicamente igual a 0 A 
expresado en radianes. Ahora bien, en la figura 6-23 se tiene: 


0 A ss tan 0 A 


CE 

AC 


{ C/A 

AC 


Sustituyendo el valor de t c/A = 400/£7, obtenido en el problema anterior, 


a _ 400/ El _ 400 
A 3 3 El 


Resp. 
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651. En la viga del problema 649, determinar la posicion y el valor de la deflexion 
maxima. 

Solucion: La solucion se puede obtener por dos metodos. Ambos deben dominarse perfecta- 
mente, ya que conviene aplicar uno u otro segun los casos. 

Metodo I. Se comienza calculando la deflexion en un punto cualquiera a distancia x del apo- 
yo izquierdo. Mediante el mismo proceso del problema 649, figura 6-24, se tiene: 



100x 3 


B/A gj (^ rea )^ ‘ X B *B/ A “ gj 


6 El 


Con el valor de t C / A obtenido en el problema 649, en la figura 6-24 se tiene: 


El valor de <5 es la diferencia entre BD y t B / A . Por tanto, la ecuacion de la elastica, consi- 
derando positivas las deflexiones 8 hacia abajo, viene dada por: 


*“ BD 1 B/a\ 


8 El 3 6 


1 f 400x 100x 3 1 


o bien 


400.x: IOOjc 3 


300 N 


1 


A 



* C/A 


E 



+ 300 N • m 


— 300 N • m 


Figura 6-24. 
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Esta expresion es valida para cuaiquier punto entre el apoyo izquierdo y la carga, es decir, 
entre x = 0yx = 2m. La expresion de la pendiente para este tramo de la viga se obtiene de- 
nvando la ecuacion (a) 


De acuerdo con la teoria de maximos y minimos, igualando a cero la primera derivada 
de la expresion (a) se obtiene el punto de maxima deflexion. Esto equivale a anular la expre- 
sion ( b ), lo cual determina el punto de pendiente nula de la viga. En estas condiciones, 


400 300.x 2 

3 6 


o bien, 


Resp 


x — 1.63 m 


Sustituyendo este valor de x en la expresion (a), resulta el valor de la deflexion maxima: 


(EK) m ^(1.63) - -^(1.63) 3 = 145 N-m 3 


Resp. 


max 


Es interesante comparar el valor maximo de Eld con su valor en el centro del viga. Po- 
niendo x = 1.50 m en la ecuacion (a), este ultimo es 


(^centre = ™ 0-5) - ^(l-5) 3 = 144 N-m 3 


que es alrededor de un 1% menor que el valor maximo. Esta diferencia es tan pequena com- 
parada con los posibles errores o variaciones en los datos que, en cuaiquier aplicacion practi- 
ca, se puede suponer que la deflexion en el centro equivale a la deflexion maxima 
verdadera*. Se demuestra, para una viga sometida a la action de una carga concentrada en 
un punto cualquiera, que la diferencia maxima entre la deflexion en el centro y la deflexion 
maxima es solamente de un 2. 6%. En la section siguiente se estudia un metodo simplificado 
para calcular la deflexion en el centro de la luz. 

Metodo II. En el punto de deflexion maxima, la tangente a la elastica es horizontal. Co- 
mo se observa en la figura 6-24, la variation de la pendiente entre las tangentes en los puntos 
B y A y es decir, 6 AB , es igual a la pendiente 0 A en A. (Puesto que practicamente 0 A = 0 A .) 

Dei Teorema I del area de momentos, 




*N. de T. Aclaremos que esta equivalencia es efectiva en las vigas simplemente apoyadas sometidas a cuaiquier 
tipo de cargas (fuerzas negativas o hacia abajo). Cuando las fuerzas aplicadasson unas positivas y otras negativas, o 
son pares, o se trata de una viga con voladizos, la deflexion en el centro no guarda relacion alguna con la deflexion 
maxima. Por ejemplo, en una viga simplemente apoyada con un par en el centro, la deflexion en el centro es nula, y, 
sin embargo, existen dos deflexiones maximas, una positiva y otra negativa, simetricamente colocadas respecto del 
centro. 
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Igualando con 0 A = 400/3 El del problema 650, 

50x 2 = 400 
El ~ 3 El 


de donde 


x = 1*63 m Resp. 

El calculo de Eld en este punto se hace como en el Metodo I. Resulta Eld = 145 N * m 3 . 

652. Determinar el valor de la deflexion en D en la viga de la figura 6-25a. 

Solucion: En este problema resalta la importancia de la correcta interpretation del signo po- 
sitivo o negativo de las desviaciones, en particular cuando afecta a relaciones geometricas en 
la curva elastica. Aunque el problema se puede resolver trazando las tangentes de referencia 
en A o en C, resultan valores menores en las operaciones intermedias y, por tanto, mayor 
garantia de no haber cometido errores si se traza la tangente de referencia en C. Antes de ha- 
cerlo, calculemos la desviacidn de A con respecto a esta tangente. El signo de dicha des- 


100 N 
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^acion indica si A esta por debajo o por encima de la tangente y de aqui la direccion en que 
s inclina la tangente en C. Por consiguiente: 

‘ A/C = 'h (area) "* c ' ** 

1 


El 


(jx 3 x 900)(|x3) 


(: 


x 2 x 1000 


)( 1 + H 


367 

El 


£ valor positivo de t A/c indica que el punto A de la elastica esta por encima de la tangente de 
referenda en C, con lo que dicha tangente tiene pendiente hacia abajo a la izquierda, como 
s ha representado en la figura 6-25a. 

Por la semejanza de los triangulos ACE y CDF se tiene 


DF_ _ L</c 
1 “ 3 


, o bien, DF = 


^4 /c = 367 
3 3 El 


La desviacion de D respecto de la tangente en C es 



100 
3 El 


El signo menos de t D/c indica que el punto D' de la elastica esta por debajo de la tangente de 
referenda. Por tanto, como DF es numericamente mayor que el valor absoluto de esta des- 
viacion, la deflexion en D es hacia arriba. Por eso se ha dibujado la elastica, punteada, entre 
C y D como en la figura. Para la deflexion S se deduce 

. , . 367 100 89 

8 = DF- \t D/c \ — Resp. 


Si la tangente de referencia se hubiera trazado enA, y se hubiera supuesto que la elastica 
tenia la forma de la figura 6-26, se habrian obtenido los resultados siguientes: 


l C/A ~ 


J_ 

El 

_ 1 _ 

El 

1 


(area)o, 

3 X 900 \ / 1 


/ 3 x 900 \ ( 1 ,\ / 2 x 1000 \/ 1 

( 2 )(3 X 3 ) ' ( 2 )(3 X 7 


= -F7 (area) 


‘d/a ~ EJ 


DA 


683 

El 
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F 

Figura 6-26. Elastica de la viga del problema 652 con la tangente de referenda trazada en A. 


Por semejanza de los triangulos ACE y ADF, 


DF 

4 


l C/A 


DF ~ 3 *c/a ~ 


4/ 683 \ 
3 l El / 


911 

El 


Por ultimo, segun el esquema de la el&stica de la figura 6-26, se obtiene para la deflexion 
el valor 


1 89 

8= DF- t D/A = —(911 - 1000) = - — 

que, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente. El signo menos indica que la 
deflexion <5 tiene sentido contrario al representado, es decir, es hacia arriba. En efecto, t D/A es 
numericamente mayor que DF. 

La ventaja fundamental de trazar la tangente de referenda en C es que aumenta la 
garantia de los calculos, ya que se manejan numeros mas pequenos. 


PROBLEMAS 

653. Calcular el valor de la deflexion en el 
punto medio del claro en la viga representada en 
la figura P-653. Indicacidn : Trazar el diagrama 
de momentos por partes, empezando por el 
centro del claro hacia los extremos. Por simetria, 
la tangente en el centro es horizontal. 


600 N/m 


600 N/m 


i 2 m 

1 m 

2 m i 


R i R 2 

Figura P-653. 

Resp. Eld = 3350 N • m 3 

654. Determinar el valor de Eld a 1 m de R 2 
en la viga de la figura P-654. Indicacidn : Trazar 
la tangente de referencia en el apoyo derecho. 


600 N/m 


i 

k. 2 m 

1 m | 


R x R 2 


Figura P-654. 

655. Obtener el valor de Eld bajo la carga 
concentrada de la viga de la figura P-655. 

200 N 500 N 

1 m | 1 m | 2 m 


R i R 2 

Figura P-655. 

Resp. 608 N • m J ; 850 N • m 3 
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656. Calcular el valor de Eld bajo la carga 
ccncentrada de 100 N • m en la viga representada 
si la figura P-656. 

500 N 


1 m j 

1 M = 100 i' 

1 2m H 

Cm 

1 m 

1 1 

u 


R i Ro 


Figura P-656. 



Figura P-659. 


660. Una viga simplemente apoyada se so- 
mete a la accion de un par M en su extremo de- 
recho, como indica la figura P-660. Demostrar 
que la deflexion maxima tiene lugar a una distan- 
cia x ~ 0.577L del apoyo izquierdo. 


Resp. EJ3 = 342 N • m 3 

657. Calcular la deflexion en el centro de la 
■iga que representa la figura P-657. 



658. En la viga que representa la figura 
P-658, determinar el valor de Eld en el punto de 
aplicacion del par M . 


M 


mb ~lL- > 


- a A 


a -j 

^ 


Figura P-658. 


3&F L 

Figura P-660. 



661. Calcular la deflexion en el centro del 
claro de la viga simetricamente cargada represen- 
tada en la figura P-661. Cotejar el resultado, ha- 
ciendo a - L/ 2, con el caso 6 de la Tabla 6-2. 
Compararlo tambien con la deflexion en el centro 
para el caso 7 de la Tabla 6-2. 


P P 



R\ i?2 

Figura P-661. 


662. Determinar la deflexion maxima en la 
viga representada en la figura P-662. Comparar 
el resultado obtenido, poniendo a = L/ 2, con el 
caso 8 de la Tabla 6-2. Utilizar el resultado para 
comprobar el obtenido en el problema 653. 


Resp. Eld = ( Ma/2>L)(L 2 - 3La + 2 a 2 ) 

659. Una viga simplemente apoyada sopor- 
ta una carga concentrada aplicada en un punto 
cualquiera de su claro, como se indica en la figu- 
ra P-659. Demostrar que la deflexion maxima 
tiene lugar a una distancia de A igual a 



w N/m | 

| w N/m 

U-a 1 

— a — w 

* r 

* Jb * 


Rl #2 

Figura P-662. 


3 


663. Calcular la deflexion maxima en la 
de la figura P-663 que soporta una carga ur fr:*- 
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memente repartida sobre la parte central. 
Confrontar el resultado, haciendo 2b = L, con el 
caso 8 de la Tabla 6-2. 



— 2 b — a -** 


w N/m 

/ 

* T . 

Ju % 


R 2 

Figura P-663. 

Resp. £75 = (wb/24)(L } -2 Lb 2 + b 3 ) 



Figura P-667. 


668. Calcular el valor de P en la viga de la 
figura P-668, de manera que la tangente a la elas- 
tica en el apoyo derecho sea horizontal. 


664. La mitad central de la viga de la figura 
P-664 tiene un momento de inercia doble que el 
del resto. Determinar la deflexion en el centro. 
Indicacidn : Transformar el diagrama de M en 
diagrama de M/EL 


P 



P 300 N 


1 m | 

2 m 

2 m 



T 

Ro 


Figura P-668. 

Resp. P = 1350 N 

669. Calcular el valor de Elb en el punto me- 
dio entre apoyos de la viga de la figura P-669. 


Resp. 6=| (Pa 3 /£7) 

665. Sustituir la carga concentrada del 
problema 664 por una carga uniforme de w N/m 
aplicada sobre la mitad central de la viga. Hallar 
la deflexion maxima. 


2 kN/m 


2 kN/m 


2 m | 

| 2m 

2 m 


R x R 


666. Calcular Elb en el extremo derecho de 
la viga con voladizo de la figura P-666, 


w N/m 



Figura P-666. 


Resp. Elb = (w6 3 /24)(4tf + 3 b) 

667. Calcular Elb en el extremo derecho de la 
viga con voladizo de la figura P-667. iQnt senti- 
do tiene la deflexibn? 


Figura P-669, 


670. Calcular el valor de Elb en el extremo 
izquierdo de la viga con voladizo de la figura 
P-670. 



Resp. Elb = 428 N • m 3 descendente 
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6-7. DEFLEXIONES EN EL CENTRO DEL CLARO 

En una viga simplemente apoyada y simetricamente cargada, la tangente a la elastica en 
;1 punto medio del claro es horizontal y paralela a la posicion de la viga descargada. En tales 
casos, la desviacion de cada extremo apoyado con respecto a esta tangente es igual a la defle- 
xion en el centro. 

En el caso de vigas simplemente apoyadas, pero con cargas no simetricas, la deflexion 
en el punto medio puede calcularse tan facilmente como en las anteriores. Basta anadir una 
carga simetricamente colocada con respecto al centro, por cada carga real. La deflexion real 
en el centro sera la mitad de la calculada par la viga transformada. Observese tambien, como 
ya se ha dicho, que la diferencia entre la deflexion maxima y la deflexion en el centro es tan 
pequena generalmente que ambos valores pueden consider arse practicamente equivalentes. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

671. Una viga simplemente apoyada de longitud L soporta una carga que varia unifor- 
memente desde cero en el extremo izquierdo hasta w N/m en el apoyo derecho, como indica 
la figura 6-27a. Calcular la deflexion en el centro del claro. 

Solucion: Transformemos la carga en simetrica anadiendo otra que varie uniformemente en 
sentido inverso, desde cero en el apoyo derecho a w en el izquierdo. El resultado es una carga 
uniforme en toda la longitud de la viga. La desviacion de C con respecto a la tangente en B es 
igual a 26, es decir, el doble de la deflexion real en el centro de la viga de la figura 6-27a. 




Figura 6-27. Transformation en viga simetricamente cargada. 
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Puesto que se trata de calcular la desviaci6n de C con respecto a la tangente en B , solo se 
necesita el diagrama de momentos de la mitad de la viga, Dicho diagrama se traza por partes, 
desde C a £, como indica la figura 6-27c, o desde 7? a C como en la figura 6-27d. Para facili- 
tar la comprensibn de esta ultima figura, a su izquierda se ha dibujado el diagrama de cuerpo 
libre correspondiente a la mitad derecha de la viga. Observese que el valor del momento Men 
el centro se ha determinado teniendo en cuenta que su efecto en el apoyo derecho ha de ser 
igual y opuesto al de la carga, de manera que resulte momento nulo en dicho apoyo. 

Apliquemos, pues, el teorema del area de momentos al diagrama de la figura (d), dejan- 
do al lector la comprobacion de que, aplicandolo a la figura (c), se obtiene el mismo resulta- 
do: 

[EIt c/B = (area) cs • x c ] 

“"-(tMXH) 

de donde resulta: 

Eis 



672. Determinar el valor de £76 en el centro del claro de la viga sometida a las cargas in- 
dicadas en la figura 6-28a. 


400 N 



(a) Carga original 


800 N 



(c) 

Figura 6-28. Deflexidn en el centro del claro. 
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solution: La transformation en carga simetrica se indica en la figura 6-28b. Puesto que solo 
^ va utilizar el diagrama de momento (M) de la mitad de la viga, se ha trazado para la mitad 
-zquierda en la figura 6-28c, junto con el correspondiente diagrama de cuerpo libre. El valor 
-el momento en el centro se ha obtenido como en el problema anterior. Observese tambien 
que la reaction en la viga transformada es la mitad de la carga simetrica es decir, que equiva- 
je a la suma de las cargas reales iniciales. 

La desviacion t A/B de A respecto de la tangente horizontal en B es igual al doble de la defle- 
xion pedida de la viga inicial. Se tiene: 

[EIt A/B = (area) AB -x A ] 

2 EI8 = (2400 X 3 )(i X 3 ) - (2x^200^ j X 2 ) - (lii^00^| x 3 ) 
de donde 

Elb = 4300 N • m 3 Resp. 


PROBLEMAS 


673. Demostrar que la deflexion en el centro 
del claro de la viga de la figura P-673 es 6 = 
Pb/4$EI)(1L 2 -4b 2 ). 



Figura P-673. 


674. Determinar la deflexion en el centro del 
claro de la viga de la figura P-674. 


P 



Figura P-674. 


675. Repetir el problema anterior en el caso 
de la figura P-675. 

Resp. 6 = wct z L 2 /12EI 


w N/m 


a 


l&r 


L 

Figura P-675. 


676. Calcular la deflexion en el centro del 
claro en el caso de una viga con un par aplicado 
como se indica en la figura P-676. 



3 \L 

' 4 


J3L 


L 

4 








Figura P-676. 


677. Determinar la deflexion en el centro del 
claro en la viga cargada como indica la figura 
P-677. 



678. Determinar el valor de Eld en el centro 
de la viga de la figura P-678. 
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900 N 600 N 



Figura P-678. 


Resp. Elb = 3 100 N * m 3 

679. Determinar el valor de Elb en el centro 
de la viga de la figura P-679. 

Resp. Elb = 2940 N • m 3 


680. Determinar el valor de Elb en el centro 
de la viga cargada como indica la figura P-680. 

681. Demostrar que el valor de Elb en el 
centro de la viga de la figura P-681, parte (a), es 



w N/m 


L - 

*i r 2 

(a) 


f 


900 N/m 

2r* 


3 m 2 m 

— — 6 m 


1 


Ri E 2 

Figura P-679. 


400 N 


1 m j 

M 

\ 2m 

= 600 N- 

[Tn, 

f ^ 

1 ' 


Figura P-680. 



800 N/m 



| 2 m 

3 m 

1 m j 


R\ R 2 

(b) 


Figura P-681. 

(wb/ 48)(L 3 - 2 Lb 2 + b 3 ). Aplicar el resultado 
obtenido para hallar el valor del claro en el centro 
de la viga de la figura (b), descomponiendo la 
carga dada en dos partes, a partir del centro de la 
viga, a uno y otro lado, y sumando los resulta- 
dos. 


Resp. Elb = 9280 N • m 3 


6-8. METODO DE LA VIGA CONJUGADA 

Derivando cuatro veces la ecuacion de la elastica se obtienen las siguientes relaciones: 


Ely ; Deflexion (ordenada de la elastica) 


EI^j- : Pendiente (6) 
dx 

El^—^~ = Momento = M 
dx 2 
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= - iv x 

( r~*i 



A 



w N/m 


x 


B 

- 


Figura 6-29. 



Resulta evidente que las relaciones entre deflexion, pendiente y momento son las mismas 
que las que existen entre momento, fuerza cortante y carga. Esto sugiere que puede aplicarse 
el metodo del area de momentos para determinar el momento flexionante, partiendo del 
diagrama de cargas, de la misma manera que se ha empleado determinar para lasdeflexiones 


a partir del diagrama de momentos. Por ejemplo, en el diagrama de cargas de la figura 6-29, 
es (- wx) (y*) = - — y - • Por tanto, se podria aplicar el metodo del area de momentos, 


que ahora seria de area de cargas, para determinar el momento flexionante, aunque no es 
practico. 

Sin embargo, la analogia de las relaciones entre carga-fuerza cortante-momento fle- 
xionante, y entre momento-pendiente-deflexion, sugiere que estas ultimas se pueden es- 
tablecer mediante los metodos desarrollados en el Capitulo 4 para calcular la fuerza cortante 
y el momento flexionante a partir de las cargas. Para ello, hay que suponer que la viga esta 
cargada, no con las cargas reales, sino con el diagrama de M/EI correspondiente a dichas 
cargas. Considerando entonces este diagrama de M/EI como una carga ficticia, se calcula la 
fuerza cortante y el momento flexionante ficticios, en un punto cualquiera, que se corresponden 
con la pendiente y las ordenadas de la elastica en los mismos puntos de la viga inicial. El pro- 
cedimiento se llama metodo de la viga conjugada. Tambien se denomina a veces metodo de 
las cargas elasticas. 

Aplicando, pues, a una viga* cargada con el diagrama de M/EI los principios estu- 
diados para la determinacion de la fuerza cortante y momento flexionante se tiene: 

1. Pendiente real = fuerza cortante ficticia (6-6) 

2. Deflexion real = momento flexionante ficticio (6-7) 


* N. de T. Analiticamente, la doble integration momento-pendiente-deflexi6n de la viga principal introduce 
dos constantes y la doble integracibn carga ficticia {M/EI )- fuerza cortante ficticia-momento ficticio de la viga con- 
jugada, introduce otras dos constantes de integracion. 

Para que los resultados sean equivalentes, las condiciones aplicadas para la determinacion de las constantes 
tienen que ser forzosamente las mismas en las dos integraciones. De aqui que, en general, la viga principal y la con- 
jugada no podr&n tener las mismas condiciones de apoyo. En las vigas est&ticamente determinadas, en las que la vi- 
ga conjugada tambien lo es, las reglas de transformacibn de apoyos son las siguientes: 

1. Un apoyo extremo en la viga principal (deflexibn, o sea, segunda integracion, nula) ha de transformarse en 
un apoyo (M ficticio, o sea, segunda integracibn, nulo) en la viga conjugada. 
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Ei metodo es directamente aplicable a las vigas simplemente apoyadas. En otros casos, tales 
como mensulas, vigas con voladizos, etc., hay que aplicar otras condiciones artificiales de 
sujecion o apoyos y se estudiaran mas adelante. 

Para valorar la utilidad del metodo de la viga conjugada, comparemoslo con el metodo 
del area de moment os para el caso de una viga simplemente apoyada, ya que solamente en es- 
te tipo de vigas se puede aplicar directamente el metodo de la viga cojugada sin cambiar las 
condiciones de sujecion. Esto quiere decir que en las vigas simplemente apoyadas en sus 
extremos, la viga conjugada es otra viga igual. 

En la figura 6-30a se tiene una viga apoyada en sus extremos, con una carga uniformemente 
repartida. El diagrama de momentos para esta carga, wN/m, dibujado por partes en la figu- 
ra 6-30b, se multiplica por \/EI y se aplica como carga a la viga conjugada, otra viga simple- 
mente apoyada y del mismo claro L, como se indica en la figura 6-30c. Para determinar la 
reaction R t a la viga conjugada, se toman momentos de las cargas ficticias con respecto de B , 




(a) 


El segundo miembro de esta ecuacion es, precisamente, \/EI (area) BA • x B , es decir, t B/A . 
Naturalmente, al despejar R x el resultado es t B/A /L , que es la pendiente en A. Esto es geo- 
metricamente evidente, como se deduce de la figura 6.30a. Queda, pues, confirmada la 
regia 1 del metodo de la viga conjugada, es decir, que la fuerza cortante ficticia es igual a la 
pendiente de la elastica de la viga original, en el mismo punto. 

Para obtener la ordenada de la elastica en un punto cualquiera de la viga original se aplica 
la definition de momento flexionante a la viga conjugada: 


Deflexion y = ( LM) izq = R } x — A ,y + A 2 



(b) 


2. Un apoyo intermedio en la viga principal (deflexion, o sea, segunda integracion, nula; y pendiente, o primera 


integracion, cualquiera, pero igual a ambos lados) ha de transformarse en una articulacion de la viga conjugada (M 


ficticio, o sea, segunda integracibn, nulo; V ficticia, o sea, primera integracion, cualquiera, pero igual a ambos la- 
dos). 

3. Un extremo empotrado de la viga principal (pendiente y deflexion, o sea, primera y segunda integracibn, nu- 
las) ha de transformarse en un extremo libre en la viga conjugada (V ficticia y M ficticio, o sea, primera y segunda 
integracion, nulas). 

4. Un extremo libre en la viga principal (pendiente ydeflexibn, o sea, primera y segunda integracion, lo que 
corresponda por las restantes condiciones de sujecion y momentos flexionantes) ha de transformarse en un extremo 
empotrado en la viga conjugada ( V ficticia y M ficticio, o sea, primera y segunda integracion, lo que corresponda 
por las restantes condiciones de sujecibn y cargas ficticias). 

5. Una articulacion en la viga principal (pendiente o primera integracion distinta a cada lado, y deflexion, o se- 
gunda integracion, igual a ambos lados, dependiendo sus valores de las demas condiciones de sujecion y momentos 
flexionantes) ha de transformarse en un apoyo intermedio de la viga conjugada (V ficticia, o sea, primera integra- 
cion, distinta a cada lado, y M ficticio, o sea segunda integracion, igual a ambos lados, dependiendo sus valores de 
las restantes condiciones de sujecion y cargas ficticias). 
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wL 


2 


L 


2 

(b) Diagrama de momentos (por partes) 



A 


w N/m 


B 




(a) Carga real 




A 2 El 



(c) Carga en la viga conjugada 

Figura 6*30, Comparacion entre los metodos de la viga conjugada y del area de momentos. 


Ahora bien, en funcion del diagrama de momentos de la figura 6-30b, [A x • (,v/3) - A 2 • 
{x/4)] es igual precisamente a (l/£7) (area) C/1 • x c , es decir, t c/A de la elastica de la figura 
6-30a. Por lo que la ecuacion (b) se puede escribir en la forma 


(c) 


y = R\ x ~ t c/A 


que, como R x x = Ox = (t B/A /L)x y equivale a la siguiente relacion del metodo del area de 
momentos: 



(d) 


Es te es precisamente el resultado que se obtuvo en la seccion 6-6 para la deflexion en un pun- 
to de una viga simplemente apoyada por el metodo del area de momentos. 

Asi, pues, el metodo de la viga conjugada, utilizando la fuerza cortante y el momento 
flexionante de una carga ficticia M/EI para determinar la pendiente y la ordenada de la elas- 
tica, aplica realmente los mismos calculos que el metodo del area de momentos, pero con el 
inconveniente de no poner de manifiesto el significado fisico de dichos calculos. Este incon- 
veniente es aun mayor cuando se aplica a las mensulas y a las vigas con voladizos, en las que 
hay que cambiar las condiciones de sujecion de la viga conjugada. No obstante, tiene la ven- 
taja de poderse aplicar mecanicamente, lo que es muy interesante para trabajos de rutina, en 
los que permite la aplicacion directa de las definiciones de fuerza cortante y momento fle- 
xionante a la carga ficticia, sin necesidad de pensar, ni de ayudarse con dibujos de la elastica 
para ver que relaciones geometricas hay que aplicar, ni de tener en cuenta el signo de las des- 
viaciones, ni el sentido de la inclinacion de las tangentes a la elastica, etc. 

Vamos a ver algo sobre la necesidad de cambiar las condiciones de apoyo o sujecion en 
ciertos casos. Para la viga en voladizo de la figura 6-3 la se ha trazado en (b) el diagrama de 
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B 



B 



L 


C 


(a) Carga real y curva el&stica 


(b) Diagrama de 



M 



2 El 


(c) Carga en la viga conjugada 

Figura 6-31. Condiciones de apoyo necesarias para resolver vigas en voladizo por el 
metodo de la viga conjugada. 

M/EI. Este diagrama no puede aplicarse directamente como carga ficticia a otra viga igual, 
con su empotramiento en el extremo derecho C, ya que la fuerza cortante y el momento fie- 
xionante ficticios en B serian nulos, mientras que la pendiente y la ordenada en B de la viga ori- 
ginal no lo son. Por ello, la viga conjugada no puede ser igual que la original, sino modificada, 
como se observa en la figura 6-3 lc, de manera que en B exista una fuerza cortante y un mo- 
mento flexionante ficticios que se correspondan con la pendiente y la deflexion reales. 

Ahora bien, la pendiente y la deflexion de la viga principal en Cson nulas. Por tanto, la 
fuerza cortante ficticia debe ser nula, es decir, 


[V= (Ey) izq ] 


0 = V — A 


de donde se deduce que la fuerza cortante en B de la viga conjugada debe ser igual al area del 
diagrama de carga ficticia M/EL Ademas, para tener momento ficticio nulo en C, tiene que 
existir en B un momento ficticio M tal que 



[M c = (£M) iz J 


4 


de donde, como V = A, se tiene 


M = -AL + A 4- = - A(L - — ) 


4 ' 4 


y como L - L/4 es precisamente x B del area de momentos, se deduce que My V son las reac- 
ciones de empotramiento de una viga empotrada en B y libre en C y, por tanto, la viga conju- 
gada en el caso de tal viga es otra de la misma longitud, pero con el empotramiento en el 
extremo libre, y viceversa. 

Solo despues de esto pueden calcularse la fuerza cortante y el momento flexionante ficti- 
cios correspondientes a la pendiente y ordenadas de la el&stica real. En realidad, los proble- 
mas del tipo de vigas en voladizo se pueden resolver de forma mas directa aplicando el meto- 
do del area de momentos, aunque el metodo de la viga conjugada, despues del cambio de la 
seccion de empotramiento que se ha indicado, viene a ser exactamente lo mismo y con el que 
se llega a los mismos c&lculos. 
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PROBLEMAS 

Resolver los problemas 653 a 665, ambos inclusive, y los casos 6 a 12 de la Tabla 6-2 median- 
e el metodo de la viga conjugada. 


6-9. DEFLEXIONES POR EL METODO 
DE SUPERPOSICION 

Como metodo suplementario para la evaluation de pendientes y ordenadas de la elastica 
>e pueden utilizar los resultados de algunos tipos sencillos de cargas, para obtener, por suma 
de efectos, las soluciones correspondientes a cargas mas complicadas. Este procedimiento, 
amado metodo de superposicion , determina la pendiente y la deflexion en un punto de una 
iga por suma de las pendientes o de las deflexiones producidas, en ese mismo punto, por ca- 
da una de las cargas cuando estas actuan por separado. La unica restriction o condition im- 
puesta para poder aplicar este metodo es que cada carga aislada no debe producir un cambio 
apreciable en la forma inicial o en la longitud de la viga, esto es, la actuation de cada carga 
no debe influir en la forma de actuar de las demas. 

La aplicacion del metodo de superposicion presenta notables ventajas, sobre todo cuan- 
do las cargas son una combination de los tipos que aparecen en la Tabla 6-2. Para cargas 
parcialmente distribuidas, el metodo requiere una integration (vease fig. P-683). En tales ca- 
sos, es preferible el metodo de la doble integration. Si de lo que se trata es de calcular la 
deflexion o la pendiente en un punto determinado, lo mejor es el metodo del area de momen- 
tos. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

682. Mediante el metodo de superposicion, calcular el valor de Eld en el centro de la vi- 
ga de la figura 6-32a con dos cargas concentradas. 


600 N 


300 N 


(a) 



(b) 


300 N 




Figura 6-32. 


TABLA 6-2. Resumed de vigas cargadas 
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Solution: Segun el caso 7 de la Tabla 6-2, la deflexion en el centro del claro para una carga 
concentrada aplicada excentricamente vale EI8 = ( Pb/48)(3L 2 - 4b 2 ), en donde b es el menor 
de los segmentos que determina la carga sobre la viga. Descomponiendo el sistema de cargas 
en las dos indicadas en las figuras 6-32(b) y (c), la deflexion en el centro de (a) es la suma de 
las deflexiones en el centro de (b) y de (c). Por tanto, 


EI8 = 2 48 (3 L 2 - 4b 2 ) 



= 2450 N-m 3 


Resp. 


683. Una viga simplemente apoyada soporta una carga uniforme sobre parte de su lon- 
gitud, como se indica en la figura 6-33. Calcular el valor de EI8 en el centro. 


P = wdx = 600 dx 



R 


Figura 6-33, 


Solution: La carga uniforme se puede considerar como una serie de cargas concentradas ele- 
mentales de valor P = w dx = 600 dx cada una, situadas a distanciaxdel extremo. Aplican- 
do el caso 7 de la Tabla 6-2, la deflexion en el centro es: 


Eis = 2 48 OE 2 - ^ 2 ) 


3 -- OO^g — [3(6) 2 - 4x 2 ] 


r 3 (600 dx){x) 
Jo 48 




[ 3 ( 6 ) 2 - 4 x 2 ]+/ 2 


Resp. 


= 5063 + 2562 = 7625 N-m 3 


Se necesitan dos integraciones, una entre 0 y 3, para los elementos que estan en la mi tad 
derecha de la viga, y otra entre 2 y 3 para los elementos en la mitad izquierda. En efecto, x, 
que sustituye a b en la formula, es la longitud del menor segmento que determina la carga 
600 dx sobre la viga. 

Dividiendo la carga dada en dos partes iguales, y sustituyendo cada una de ellas por su 
resultante de 1200 N aplicados en el centro de gravedad, como indica la figura 6-34, la suma 
de las deflexiones en el centro producidas por estas dos cargas concentradas da una buena 
aproximacion de la deflexion real. Aplicando el resultado del caso 7 de la tabla, se tiene: 


Fn _ 1200 ( 1 ) 

EI 8 --W~ 


[3(6) 2 - 4(1) 2 ] + 


1200(3) 

48 


[3(6) 2 - 4(3) 2 ] = 8000 N-m 3 
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1200 N 


1200 N 


3 m 



f ^-1 


6 m 


R 


Figura 6-34. 


Se consigue mayor aproximacion dividiendo la carga en tres o mas partes iguales. Sin 
embargo, como se ha podido comprobar, aun con solo una division en dos, la deflexion ob- 
tenida es unicamente un 5% mayor que el valor correcto de 7625 N • m 3 . 

684. La viga con voladizo de la figura 6-35 soporta una carga concentrada P en su 
extremo libre. Calcular la deflexion en el punto de aplicacion de la carga. 


L 



Figura 6-35. 


Solucion: La tangente a la elastica en el punto R 2 forma un angulo muy pequeno con la hori- 
zontal, Imaginemos que la viga, en su posicion inicial, coincidiera con esta tangente y estu- 
viera sujeta de manera que su inclination en R 2 no pudiera modificarse. La aplicacion de R t 
y P reproducirian la elastica verdadera. Las deflexiones d 1 y 5 2 producidas por estas cargas 
son del forma del caso 1 de la Tabla 6-2. Teoricamente estas deflexiones serian perpendicula- 
rs a la posicion inicial ficticia de la viga, pero, como siempre, y por tratarse de angulos muy 
pequenos, las proyecciones sobre la vertical 6 cos 6 son practicamente iguales a 5, es decir, 
que no existe diferencia alguna salvo un infinitesimo de orden superior, entre las defle- 
xiones perpendiculares a la tangente y las verticales. 

Geometricamente se tiene 


5, 

6, = 0a\ de donde 6 = — 

1 /7 


a 



por lo que la deflexion en P es 
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donde, al sustituir <5 = PL 3 /3EI del caso 1, obtenemos 


y = 



3 EI 


b 

- + 
a 


Pb 3 
3 EI 


Pb 2 
3 EI 


(a + b) = 


Pb 2 L 
3 El 


Resp. 


En realidad, 6 l y b 2 son desviaciones con respecto a una tangente trazada por R 2l por lo 
que este procedimiento es el mismo que el descrito en el problema 652. La unica diferencia es 
el procedimiento de calculo de y S 2 , aqui por la Tabla 6-2 y en el otro por el diagrama de 
momentos. 


Otra soincion: La pendiente de la elastica en R 2 tambien se puede calcular dividiendo esta 
en las dos partes que indica la figura 6-36. La accion del voladizo sobre la porcion de viga 
entre apoyos se puede sustituir por la fuerza cortante P y el momento Pb. La fuerza cortante 
se trasmite directamente a la reaccion R 2i y el par produce el efecto del caso 11 de la Tabla 
6-2. En estas condiciones, la inclinacion de la viga en R 2 es 0 = ML/3EI = (Pb)a/3EI. 



La deflexion en el extremo del voladizo se obtiene como si fuera una mensula, caso 1, 
con una inclinacion inicial en el empotramiento. La deflexion total viene dada por: 


que, como antes, se reduce a 


» , * Pba Pb 3 

y = 0b + s 2 = —- b + — 

_ Pb 2 , , M _ Pb 2 L 
y 3EI^ a ^ 3 EI 


La ecuaci6n de la elastica entre los apoyos es, segun el caso 1 1 , 

Pbax / , x 2 \ 

'■wl'-?] 

y en funcion de x, medido desde R 2f la ecuacion de la elastica de la parte volada viene expre- 
sada por: 

Pba Px 2 ^ x 

' ■ IS!* + 6Ei {3b ~ X) 


685 . Dos vigas en voladizo, del mismo material y de la misma seccion, soportan conjun- 
tamente una carga uniformemente repartida de w N/m, como indica la figura 6-37. Determi- 
nar la fuerza P trasmitida por el rodillo colocado entre ambas. 
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solution: La fuerza P se determina por la condition de que en B ambas vigas han de tener la 
sisma deflexion. Para la viga inferior, por el caso 1, se tiene: 


5 


Pa 3 
3 El 


Para la viga superior, cargada con una combination de las cargas de los casos 3 y 2, la 
deflexion resultante en B es 


8 = 


wa 
24 El 


(6 L 2 + a 2 - 4 La) 


Pa 3 
2 El 


Igualando estas deflexiones se obtiene para P, 

P = -^—(6 L 2 + a 2 - 4La) 
16 a 


Resp. 


PROBLEMAS 

Para resolver los problemas siguientes 
utilicese la Tabla 6-2. 

686. Determinar el valor de Eld bajo cada 
carga concentrada de la figura P-686. 


400 N 300 N 



R ] R., 

Figura P-686. 

Resp. 575 N • m 3 ; 767 N * m 3 

687. Calcular la deflexion en el centro del 
claro, en la viga de la figura P-687, con E = 10 
x 10 9 N/m 2 e / = 20 x 10 6 mm 4 . 


2kN 



Figura P-687. 

Resp. 25.8 mm 

688. Determinar el valor de Elb en el punto 
central entre apoyos de la viga de la figura P-688. 


400 N/m 

^ » 




2 m 4 m //>/>/ 


Figura P-688. 
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689 , La viga de la figura P-689 tiene una 
seccion rectangular de 100 mm de ancho por 200 
mm de altura. Calcular el valor de P para que la 
deflexidn en el centro valga 40 mm. E = 10 x 
10 9 N/m 2 


692 . Calcular Elb en el punto medio entre 
apoyos, en la viga con voladizo de la figura 
P-692. Indication: Combinar el caso 1 1 y parte 
del caso 8. 



Figura P-689. 


1000 N/m 


1000 N m 


i 2 m 

2 m | 

| 2 m 


R ] R 2 

Figura P-692. 

693 . En la figura P-693 calcular el valor de 
Elb en el extremo derecho de la viga mostrada. 


Resp. P = 7.07 kN 


400 N 600 N 



900 N 



R | R 2 


Figura P-693. 

Resp. Elb = 680 N • m 3 , descendente 


Figura P-690. 

690 . La viga de la figura P-690 tiene una 
seccion rectangular de 50 mm de ancho. Calcule 
la altura adecuada d de la viga si la deflexibn, a la 
mitad del claro no puede ser mayor que 20 mm, 
estando limitado el esfuerzo por flexibn a un va- 
lor de 10 MN/m 2 . Supongase que E = 10 
GN/m 2 . 

691 . Determinar la deflexion en el centro del 
claro en la viga de la figura P-691. Indication: 
Aplicar el caso 7 e integrar. 


w N/m | \'w N/m 



L 


R i 7? 2 


694 . La estructura de la figura P-694 es de 
seccion constante y esta perfectamente empotra- 
da en su extremo inferior. Calcular la deflexion 
vertical producida en su punto de aplicacibn por 
el par M. 



Figura P-691. 


Ma 


(b + y) 


Resp. Elb = (wa 2 / 48)(3L 2 - 2a 2 ) 


Resp. b = 


El 
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695. Resolver el problema anterior si se sus- 
nruye el par por una fuerza P vertical y hacia 
ibajo. 

o . Pa 2 /f 

Resp ’ 8 = — £ 7 — ( b + 

696. En la figura P-696, calcular el valor de 
P para el cual la deflexion debajo de esta fuerza 
^ea nula. 


una de ellas, como se indica en la figura P-697. 
Determinar los momentos en el empotramiento. 

Resp. M a = — 3wL 2 /16; M b — — 5wL 2 /\6 

698. La viga de la figura P-698 esta apoyada 
en su extremo izquierdo en un resorte de constan- 
te A: = 60 kN/m. En la viga, E - 10 x 10 9 N/m 2 
e / = 60 x 10 6 mm 4 . Calcular la deflexion en el 
extremo. 


P 



800 N/m 


1.5 m | 

| 3 m 


P] P 2 

Figure P-696. 



Figure P-698. 


Resp. P = 400 N 


Resp. 6 = 13.6 mm 


697. Dos vigas identicas, conectadas en sus 
extremos, soportan una carga repartida sobre 



Figura P-697. 


699. Dos vigas de madera estan colocadas 
en angulo recto y en contacto en su punto medio. 
La viga superior A tiene una seccion de 50 mm de 
ancho por 200 mm de alto y un claro de 3 m. Esta 
simplemente apoyada en sus extremos. La viga 
inferior B tiene una seccion de 80 mm de ancho 
por 200 mm de altura y esta simplemente apoya- 
da sobre un claro de 4 m. En el cruce, el conjunto 
soporta una carga de 10 kN. Determinar d es- 
fuerzo normal maximo en cada viga. 


RESUMEN 


Partiendo de la relation 1/p = M/EI (seccion 5-2) se estudian dos metodos para la de- 
termination de pendientes y ordenadas de la elastica. El primero, el metodo de la doble in- 
tegration, es fundamentalmente analitico. Para determinar la deformation en un punto dado 
hay que obtener primero la ecuacion completa de la elastica y de las pendientes. El procedi- 
mi ento es sencillo partiendo de la ecuacion general de momentos, como se explica en la sec- 
cion 6-2. Las constantes de integration se anulan si se considera el origen del sistema de ejes 
en un punto en que la pendiente y la deflexion sean nulas, como en un empotramiento, o en 
el centro de una viga simetricamente cargada. 

El metodo del area de momentos es mas direct o, especialmente cuando lo que se trata es 
de calcular la deflexion o la pendiente en un punto dado. Los dos teoremas fundamentales de 
este metodo, desarrollado en la seccion 6-3, son: 


V AB 


El 


(area ) AB 


(6-4) 
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y 


1 , 

h/A = -^(a rea) BA -x B 


( 6 - 5 ) 


La desviacion tangencial en cualquier punto es positiva si este queda por encima de la 
tangente de referenda, desde la que se mide. Un valor positivo en la desviacion angular o va- 
riation de pendiente indica que la tangente en el punto de la derecha ha girado en sentido 
contrario al del reloj respecto de la tangente en el punto izquierdo. 

La aplicacion de los teoremas del area de momentos requiere calcular con rapidez y se- 
guridad las areas y los momentos de las areas del diagrama de momentos flexionantes. Por 
ello, en la section 6-4 y siguientes se estudia y desarrolla un metodo para trazar los diagramas 
de momentos por partes, en funcion de vigas en voladizo equivalentes, que sustituyen al 
diagrama normal o convencional de momentos flexionantes. 

Las deflexiones en las vigas en voladizo se obtienen (Sec. 6-5) facilmente, ya que la 
deflexion en un punto es igual a la desviacion del punto con respec.o a la tangente trazada en 
el empotramiento. 

Las deflexiones en vigas simplemente apoyadas se determinan trazando una tangente 
de referencia en uno cualquiera de los apoyos. El procedimiento completo se resume en los 
cuatro puntos que expone la section 6-6. Como las deflexiones en el centro del claro son 
practicamente equivalentes a las deflexiones maximas, es muy util disponer de un metodo ra- 
pido y sencillo para calcular aquellas; en la section 6-7 se desarrolla este metodo. 

El metodo de la viga conjugada (Sec. 6-8) aplica las definiciones de fuerza cortante y 
momento flexionante a una viga con una carga ficticia, el diagrama M/EI de la viga original, 
a la determination de la pendiente y la ordenada de la elastica en un punto cualquiera. 

Cuando las cargas en una viga son combination de tipos de carga mas sencillos, como los 
indicados en la Tabla 6-2, las ordenadas y las pendientes de la el&stica se obtienen facilmente 
por superposition de los resultados que figuran en dicha tabla. En la section 6-9 se dan 
amplios detalles sobre este metodo de superposition 


7 

vigas estaticamente 
indeterminadas 


7-1. INTRODUCTION 

A1 estudiar el esfuerzo simple y la torsion se observo que en los problemas estaticamente 
indeterminados, en los que las ecuaciones de equilibrio estatico son insuficientes, es preciso 
anadir otras ecuaciones de relacion entre las deformaciones elasticas. De la misma manera, 
en el estudio de las vigas estaticamente indeterminadas o hiperestaticas hay que anadir a las 
ecuaciones de la estatica otras relaciones adicionales basadas en la deformacion de las vigas. 
Dichas relaciones se obtienen a partir del estudio de la elastica de una viga estaticamente de- 
terminada que se hizo en el capitulo anterior. 

Se examinan tres procedimientos: (1) doble integracion, (2) metodo de superposition, 
que utiliza las soluciones de las Tablas 6-2 y 7-1, y (3) metodo del area de momentos, en el 
que se trabaja directamente con la forma de la elastica. Como veremos, a veces es preciso 
hallar la ordenada en un cierto punto, otras veces es una relacion entre las pendientes entre 
dos puntos, y en ciertos casos ambas cosas. 


7-2. APOYOS REDUNDANTES 

Una viga en voladizo esta soportada por dos reacciones, la vertical o fuerza cortante re- 
sistente y el momento resistente o de empotramiento, como se indica en la figura 7- la. Como 
estos dos elementos de reaccion se calculan mediante las ecuaciones de la estatica, E Y = 0 y 
EM = 0, la viga en voladizo es estaticamente determinada. Ahora bien, si se coloca otro 
apoyo en cualquier punto, como en la figura 7- lb, se introduce una reaccion adicional, y co- 
mo no se aumenta el numero de ecuaciones de la estatica, la viga tiene una apoyo redundan- 
te, es decir, un exceso de restricciones. 
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Figura 7-1. Vigas estaticamente determinada e indeterminada. 


Dicho de otra manera, para cada valor arbitrario de R se pueden calcular unos valores 
de M y V que satisfacen las condiciones de equilibrio estatico, por lo que la determinacion de 
los valores apropiados de la terna R, V, M requiere anadir una condicion mas a las 
ecuaciones de equilibrio estatico. En estos casos se suele tomar como condicion que la defle- 
xion en el apoyo redundante, R por ejemplo, sea nula o tenga cualquier otro valor. Otras 
veces, y considerando como restriccion redundante el momento de empotramiento, por 
ejemplo al aplicar el metodo de superposition, se pone como condicion que la pendiente de 
la elastica en este punto sea nula. 

Una viga empotrada en sus dos extremos, como la representada en la figura 7-2, tiene 
cuatro elementos de reaction, pero como solo se dispone de dos ecuaciones de la estatica L Y 
= 0 y LM = 0, la viga tiene dos restricciones redundantes. A veces se toman como redun- 
dantes o hiperestaticas las dos del mismo extremo, es decir, V A y M A . Otras veces (vease la 
Sec. 7-5), los dos moment os de empotramiento. 


7-3. APLICAClON DE LOS METODOS DE LA DOBLE 
INTEGRACION Y DE LA SUPERPOSICiON 

El metodo de la doble integracion se aplica exactamente igual que en las vigas estatica- 
mente determinadas, solo que alii todas las fuerzas eran conocidas y aqui intervendran ade- 
mas unas desconocidas, las reacciones redundantes. Al aplicarlo, consideremos el origen de 
ejes, con preferencia, en un extremo empotrado, con lo que las dos constantes de integracion 
que aparecen seran nulas. Ahora bien, en la ecuacion general de momentos y en las obte- 
nidas al integrar esta sucesivamente aparecen, ademas, los valores desconocidos de las reac- 
ciones hiperestaticas. Para determinar estos valores se han de aplicar a la ecuacion de la elas- 
tica o de la pendiente las condiciones existentes en el otro apoyo. En una viga estaticamente 
determinada existen siempre dos condiciones de sujecion, ordenadas o pendientes, que per- 
miten deducir las dos constantes de integracion, y cada restriccion sobrante introduce en las 
ecuaciones una incognita, pero aftade tambien una condicion mas a la elastica, por lo que el 
sistema sera siempre determinado. 



Figura 7-2. Viga perfectamente empotrada en sus extremos. 
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TABLA 7-1. Pendiente y deflexion en el extremo libre. 

ML ML* 

EIQ — ; EI6 — — ; Momento en el empotramiento 

n+1 n + 2 


CARGA n EI6 Eld 




El metodo de superposieion se aplica utilizando los resultados de los distintos casos de 
carga que aparecen en la Tabla 6-2, aunque conviene utilizar el resumen dado en la Tabla 7-1 , 
en que aparecen los valores de la pendiente y la deflexion en el extremo libre de una viga en 
voladizo sometida a varios tipos de carga en funcion del momento Men su extremo empotra- 
do. Observese que los coeficientes son exactamente los mismos que los encontrados para el 
area y la abscisa del centro de gravedad en la Tabla 6-1. Es facil comprobar que las solu- 
ciones generates son de la forma 

EI6 = ML/(n + 1) y £75 = ML 2 /(n + 2), 
siendo n el grado de la curva de momento flexionante. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

701, Determinar las reacciones en la viga de la figura 7-3a por los dos metodos: (1) me- 
todo de superposieion, considerando a R A como reaction sobrante, y (2) metodo de la doble 
integration. 

Solucion: Metodo de superposieion. Las condiciones de apoyo de la viga se pueden repro- 
duce superponiendo los efectos de los dos estados de carga que se aplican a la mensula de las 
figuras 7-3b y 7-3c, con la condicion de que la deflexion total en^4 sea nula, es decir, <5 X = 6 2 
+ 6 3 . Observese que <5 2 es la deflexion bajo la carga de 400 N y <5 3 la deflexion producida por 
el giro de la seccion en este punto en un angulo 6, que produce la inclinacion del ultimo seg- 
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Figura 7-3. Viga empotrada (con apoyo en un extremo), resuelta por superposicion. 


mento de 1 m de longitud de la viga (Fig. c). Segun la Tabla 7-1, sumando las deflexiones 
producidas por cada carga en el extremo, e igualando a cero esta suma, como lo es en la viga 
original, se tiene: 


[1EI8 = 0] 
de donde 


(3^)(3) 2 (800)(2) 2 (800X2) 

3 3 2 

R a « 207 N 


Conocida R A , la suma de fuerzas verticals determina V c . 

[2 Y = 0] V c + 207 - 400 = 0 V c = 193 N 

Por definition de momento flexionante en C, que es equivalente a LM C = 0 pero mas facil 
de aplicar, se tiene: 


[M =(EAf) izq ] M c = 3(207) - 2(400) - - 179 N-m 

Otro mtiodo es considerar a M c como reaction hiperestatica y sustituir la viga por una 
simplemente apoyada con los dos estados de carga de los casos 7 y 1 1 de la Tabla 6-2, y de- 
terminar el valor de M c por la condicion de que la pendiente total en el apoyo derecho sea nu- 
la, como en la viga original. Compruebese que se obtiene el mismo resultado. 

Metodo de la doble integracion. Volviendo a la figura 7-3a, consideremos como origen 
de ejes coordenados el extremo empotrado C. Por conveniencia de calculo se da la vuelta a la 
viga, de manera que el extremo empotrado quede a la izquierda, como en la figura 7-4. En 
este extremo fijo, la deflexion y la pendiente son nulas, por lo que las dos constantes de in- 
tegracion Ci y C 2 , que fisicamente representan la tangente y la deflexion en el origen, tarn- 
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Figura 7-4. 


bien lo seran. Escribiendo la ecuacion diferencial de la elastica en funcidn de la ecuacion ge- 
neral de momentos e integrando dos veces se obtiene: 


£y_ 

dx 2 


El—~ = M c + V c x - 400<x - 2> 


dv V r x 2 , , o 

EI^ = M c x + 200<x - 2> 2 + 


Ely = 


M c x 2 


2 

Vr-X 3 


200 / T \3 i /r < ~ — ® 
- 2) + C 2 


(а) 

( б ) 
(c) 


Observese que aunque se haya dejado en la ecuacion V c y M c como incognitas, solo una 
de ellas es redundante, ya que la otra es funcion de la primera segun el equilibrio estatico. 
Como ya se han aplicado las dos condiciones en C, se aplican ahora las condiciones en A , es 
decir, que el momento sea cero (ecuacion de la estatica), y que la fiecha tambien sea nula 
(ecuacion de deformacion). Asi, pues, poniendo en (a) y (c) x = 3 resulta: 


M c + 3v c ~ 4 0°0) = 0 

^£( 3) 2 + _^( 3 ) 3 _ 200 ( 1)3 = 0 


De este sistema se obtiene, como antes, 


V c = 193 N y M c — — 179 N-m 


Resp. 


Un aspecto importante de este procedimiento, aplicado precisamente en esta forma, es 
que si la viga hubiera sido doblemente empotrada servirian las ecuaciones (a), ( b ) y (c); uni- 
camente se tendrian que variar las condiciones en A , ya que entonces lo nulo seria la pendien- 
te y la deflexion, es decir, (ft) y (c) para * = 3. Sustituyendo y resolviendo el sistema, se 
obtendrian V c = 104 N y M c = -89 N • m. 


702. Una viga de 4 m de longitud, doblemente empotrada, soporta una carga uniforme- 
mente distribuida sobre parte de su longitud, como se indica en la figura 7-5. Aplicar el me- 
todo de la doble integracion para calcular las reacciones y comprobar la solucion que se ob- 
tiene aplicando el metodo de superposicion. 

Solucion: Aunque por la forma que va a tomar la elastica se deduce que el momento en A ha 
de ser negativo, se trazara como positivo, para ver de que manera la solucion proporciona el 
valor y el signo del mismo. 
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y 


1 m 


3 m 


M A , 


( 



900 N/m 


B 



Figura 7-5. 


La forma de la elastica, tal como se ha dibujado en la figura 7-5, indica que la pendiente 
y la deflexion en A son nulas. Por tanto, considerando el origen de ejes en este punto, las 
constantes C 1 y C 2 son nulas. Escribiendo la ecuacion diferencial de la elastica en funcion de 
la ecuacion general de momentos, e integrando dos veces, se tiene: 



(a) 


ib) 


(c) 


Ahora existen dos reacciones desconocidas o sobrantes en las ecuaciones de la elastica y 
de la pendiente, V A y M A . Para determinarlas se aplican otras dos condiciones de deforma- 
cion. Como se observa en B, o sea para x = 4, la deflexion y la pendiente tambien son nulas, 
por lo que sustituyendo en las ecuaciones ( b ) y (c) se obtiene: 


4 M a + (4 f~ - 150(3) 3 = 0 


(d) 



(e) 


cuya solucion es 


V A = 949 N y 886 N-m 


Resp. 


El signo negativo de M A indica que, efectivamente tiene sentido opuesto al que se supuso. 
Como el momento flexionante en este punto es negativo, con este proceder no se comete 
error, si luego se ha de utilizar M A en algun otro calculo. 

Deter minados V A y M A , se aplican las condiciones de equilibrio estatico al diagrama de 
cuerpo libre de la figura 7-5 y se obtienen las reacciones en B. La suma de las componentes 
verticales de las fuerzas proporciona 


[2L = 0] 


V s + 949 - 900(3) - 0 V B = 1750 N 


Resp. 


7-3 Metodos de la doble integracion y de la superposicion 233 



Figura 7-6. Solucion por el metodo de superposicion. 


y en cuanto a M B se puede calcular por LM S = 0, pero es preferible, y asi se evita cualquier 
confusion en los signos, aplicar la definicion de momento flexionante: 

[ M = (2 M ) izq ] M b = 4V a + M a - (900 x 3)(|) 

= 4(949) - 886 - 4050 Resp. 

= — 1 140 N- m 


Este procedimiento de solucion puede adaptarse al caso de que la viga estuviera apoyada 
en B en lugar de estar empotrada, sin mas que cambiar las condiciones impuestas en B por las 
de deflexion y momento nulos. Se tendria entonces que igualar a cero las ecuaciones (a) y (c) 
para * = 4, y se obtendrian los valores de V A y M A correspondientes al apoyo en B . 

Para aplicar el metodo de superposicion, se sustituye la viga doblemente empotrada 
por la viga en voladizo que aparece en las figuras 7-6b, c y d, con tres distintos estados de 
carga, y donde V A y M A son desconocidos y se aplica a la deformacion total producida por 
estos tres estados de carga conjuntamente, las condiciones de sujecion que tenia la viga origi- 
nal, figura 7~6a, es decir, que la deflexion y la pendiente sean nulas enA. Por tanto, tal como 
se ha dibujado, 6 X + 0 2 — 0 2 = 0 y 5i + <$ 2 — 6 3 — (1 x 0 3 ) = 0. Aplicando ahora a las defle- 
xiones y Angulos parciales los valores de la Tabla 7-1 se obtiene: 


[2 £70 - 0] 

y 

[2£/S - 0] 


M,(i? (4 i' A i(4) 2 (4050)(3) ! , (4050)0) 

2^3 4 1 ' 3 
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Simplificando y resolviendo el sistema, 

V A = 949 N y M A = -886 N-m Comprobacion 

^Como se procederia y que solucion se obtendria si la viga estuviera apoyada en A en lugar 
de empotrada? 

PROBLEMAS 


Aplicar el metodo de superposition o el de la 
doble integration para resolver los siguientes 
problemas. Si no se indica expresamente lo 
contrario, se supone que los apoyos estan al mis- 
mo nivel. Tambien pueden resolverse los proble- 
mas de la seccibn 7-4. 

703. En la viga apoyada y empotrada de la 
figura P-703, calcular R y trazar los diagramas de 
fuerza cortante y momento flexionante. 



Figura P-703. 


Resp. R = (wb 3 /SL 3 )(4L - b) 

704. Calcular el valor de R y trazar los 
diagramas de fuerza cortante y momento fie- 
xionante en la viga apoyada y empotrada de la fi- 
gura P-704. 



Figura P-704. 

Resp. R = wL/10 

705. En la viga de la figura P-705, determi- 
nar la reaccion R en el apoyo redundante y trazar 
los diagramas de cortante y de momento. 



Figura P-705. 


706. Se aplica un par M ai extremo articula- 
do de la viga de la figura P-706. Calcular la reac- 
cion en este extremo y el momento de empotra- 
miento. 



Figura P-706. 

Resp. R = 3M/2L 

707. Determinar la reaccion R y trazar los 
diagramas de fuerza cortante y momento fle- 
xionante en la viga estaticamente indeterminada 
de la figura P-707. 



708. Calcular la reaccion R en la viga de la 
figura P-708. 
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Figura P-708. 


709. Determinar los momentos de empotra- 
miento en la viga doblemente empotrada de la fi- 
gura P-709. 


777X 



Figura P-709. 

Resp. M a = - wL 2 / 30; M B = - wL 2 / 20 


710. Calcular los momentos de empotra- 
miento en la viga de la figura P-710. 



Resp. M A = - Pab 2 /L 2 \ M c = - Pa 2 b/L 2 

711. En la viga mostrada en la figura P-711 
hay inicialmente un espacio libre A entre el extre- 
me izquierdo y el rodillo indicado. Calcular la re- 
accion en este apoyo despues de aplicar la carga 
w uniformemente distribuida. 



712. Calcular los momentos de empotra- 
miento en la viga doblemente empotrada de la fi- 
gura P-712. 



Rep. M a = -575 N • m; M c = - 1525 N . m 

713. Calcular los momentos de empotra- 
miento y el valor de Elb en el centre del claro pa- 
ra la viga doblemente empotrada de la figura 
P-713. Indication : Porsimetria, las reacciones en 
los extremes son iguales y la pendiente es nula en 
el centro. Tomar como hiperestatico el momento 
en el centro. 


P P 



Resp. M = -(2/3 )Pa\ Elb = (5/24 )Pa 3 

714. En la viga doblemente empotrada de la 
figura P-714 calcular los momentos de empotra- 
miento y la deflexion maxima. Indication : 
Emplear vigas en voladizo equivalentes con el 
empotramiento en el centro y voladas hacia los 
extremos. 



Resp. M = — 2750 N • m 

715. Calcular los momentos de empotra- 
miento y la deflexibn maxima en la viga doble- 
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mente empotrada de la figyra P-715. Indication : 
Considerar como magnitudes hiperestaticas la 
fuerza cortante y el momento flexionante en el 
centro. Observese que la fuerza cortante que ac- 
tua en el centro es nula. <r,Por que? 



7-4. APLICACION DEL METODO DEL AREA 
DE MOMENTOS 

El metodo de superposition que se acaba de discribir requiere el empleo de la Tabla 6-2 
o de la Tabla 7-1, que dan los valores de las deflexiones y pendientes para distintos tipos de 
cargas y vigas. En lugar de aplicar estas tablas, o por que no se tengan a mano, es preferible a 
veces aplicar los teoremas del area de momentos para establecer las ecuaciones necesarias pa- 
ra la deter minacion de las magnitudes hiperestaticas. 

En una viga empotrada y apoyada, se aplica la condition de que la desviacion del apoyo 
con respecto a la tangente a la elastica en el empotramiento sea nula, o adquiera un valor co- 
nocido si el apoyo no esta al mismo nivel. En el problema 716 se vera esto con todo detalle. En 
las vigas doblemente empotradas, como se observa en la figura 7-7, dado que las tangentes a 
la elastica en los extremos son horizontales, la variation total de la pendiente entre los extre- 
mos es nula, o sea 0 AB - 0. Ademas, si los extremos estan al mismo nivel, la desviacion de B 
respecto de la tangente en A es nula, es decir, t B/A = 0. Tambien, la desviacion de^4 respecto 
de la tangente en B es cero, o sea, t A/B = 0. Aplicando los teoremas del area de momentos 
estas condiciones se escriben en la forma: 


EI0 ab = (area) ^,5 = 0 

(«) 

EIt B/A = (area) BA ■ x B = 0 

{b) 

EIt A/B = (area) AB • x A = 0 

(c) 


Las tres ecuaciones no son independientes; dos cualesquiera de ellas, junto con las 
ecuaciones de la estatica, determinan las cuatro reacciones. Como norma practica, lo mejor 
es utilizar la ecuacion (a) y una de las otras, segun lo que convenga por facilidad de calculo. 
En el problema 717 se vera como elegir una u otra. 



PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

716. La figura 7-8 representa una viga apoyada y empotrada que soporta una carga uni- 
formemente repartida de w N/m sobre toda su longitud. El apoyo izquierdo es indefor- 
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w N/m 




Ra 


Curva elastica 



(a) Diagrama de carga y 
curva elastica 



RaL 


wL 2 

2 


-jwL 


(b) Diagrama de M por partes 


(c) Diagrama de cortante 


(d) Diagrama de momento 


M wL 

B=- T 


Figura 7-8. Viga empotrada y apoyada, resuelta por el metodo del area del diagra- 
ma de momentos. 

mable. Calcular las reacciones y trazar los diagramas de fuerza cortante y momento fle- 
xionante. 

Solution: Suponiendo que el empotramiento es perfecto, la tangente a la elastica en B es ho- 
rizontal y pasa por A. Por tanto, la desviacion de A con respecto a la tangente en B es nula. 
Expresando esta condicion en funcion del diagrama de momentos por partes de la figura 
7-8b se obtiene: 

[EIt A/B = (area) ,, s • x A = 0] _ 0 

Por tanto, 

Para determinar la reaccion vertical en el empotramiento se tiene: 

[2r = 0] 

Sustituyendo R A por su valor, 


R a + V — wL — 0 


V = wL - f wL =| wL 
Por definicion de momento flexionante en B: 

wL 2 1 3 


Mb = R a L 


-(8“4 


h’L 2 


m b = - 


wL 2 


[M = (ZM) hq \ 


2 


8 


238 VIGAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 

El diagrama de fuerza cortante se representa en la figura 7-8c y la position del punto de 
fuerza cortante nula se deduce de 


| wL — wx ~ 0 A' = | L 


[V= (EY) izq = 0] 


El momento positivo maximo vale 


M=!(fwL)(§L)=Tf3wL 2 


[AM = (area) K ] 


El diagrama de momentos flexionantes de la figura 7-8d indica como el momento maxi- 
mo, en valor absoluto, aparece en el empotramiento. 

717. Una viga de 4 m de longitud, perfectamente empotrada en sus extremos, soporta 
una carga uniforme sobre parte de su longitud, como indica la figura 7-9a. Calcular las reac- 
ciones y los momentos de empotramiento. 

Solucion: Este problema ha sido resuelto en el ejemplo 702 por el metodo de la doble in- 
tegration. Ahora se podra ver la gran semejanza que existe entre ambos metodos. Se comien- 
za por trazar el diagrama de momentos por partes, de izquierda a derecha, como se observa 
en la figura 7-9b. Se suponen y se trazan los momentos desconocidos como positivos. De esta 
manera, la solucion proporcionada da el valor y signo de los momentos de empotramiento. 

En la elastica de la figura 7-9a se observa que la variation total de pendiente entre Ay B 
es nula, por lo que aplicando el Teorema I de las areas de momentos se tiene; 




[ E19 ab = (area) ^ = 0] 


(«) 


La desviacion de B con respecto a la tangente en A es nula y, por tanto, por el Teorema 
II de las areas de momentos: 


[EIt B /A = (area ) BA -x B = 0] 



p*l m 


•3 m 





M (a) Diagrama de carga y 
B curva elastica 



N -(900 X 3)(3/2) = -4050 N-m 
Figura 7-9. Viga doblemente empotrada. 


(b) Diagrama de M por partes 
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m b 


- 1800 X 1 = 
- 1800 N- m 


Figura 7-10. Carga simetrica. 


Resolviendo el sistema (a) y ( b ) se tiene finalmente 

V A = 949 N y M A = -886 N-m Resp. 


El signo negativo de M A confirma que su sentido es opuesto al dibujado, lo que ya se 
sabia, pero de esta manera no puede haber confusion o error en los signos en una posterior 
utilization. 

La desviacion de A con respecto a la tangente en B tambien es nula, por lo que 
podiamos haber utilizado EIt A/B - (area)^ • x A = 0. Ahora bien, observando el diagrama de 
momentos por partes de la figura 7-9b se deduce que es mas sencillo el calculo tomando mo- 
mentos de las areas respecto de B , razon por la cual se ha empleado EIt B/A = 0. 

Comparando el procedimiento con la solution mediante la doble integration se despren- 
de que las ecuaciones (a) y ( e ) obtenidas alii son identicas a las (a) y ( b ) de este metodo. Por 
otra parte, comparando con el metodo de superposicion se observa que la segunda ecuacion 
alii obtenida equivale a EIt A/B = 0, que se podia haber empleado aqui en lugar de EIt B/A = 0. 

Determinados V A y M A se calculan las demas reacciones de la misma manera que por los 
otros procedimientos, o sea, aplicando las ecuaciones de la elastica, por lo que no es preciso 
repetir el c&lculo. 

718 . Calcular los momentos de empotramiento y la deflexion maxima en la viga simetri- 
camente cargada y doblemente empotrada de la figura 7-10a. 

Solucidn: Debido a la simetria, las reacciones verticals son iguales a la mitad de la carga to- 
tal aplicada. Los momentos de empotramiento tambien son iguales, pero desconocidos. Para 


240 VIGAS ESTATICAMENTE INDETERM I NAD AS 


determinarlos, la condipion mas sencilla es que, al ser la tangente en el punto medio horizon- 
tal, es nula la variacion de pendiente entre las tangentes trazadas en un extremo y en el punto 
medio. 

En este problema, en lugar de buscar directamente el valor de los momentos de em- 
potramiento se determina el momento M B en el centro, que se considera como incognita hi- 
perestatica, y despues se calculan los de empotramiento mediante la definicion de momento 
flexionante. Empecemos pues, por dibujar el diagrama de cuerpo libre correspondiente al 
segmento BC , como se indica en la figura 7-10b, Como la reaccion en cada extremo es de 
1800 N, la fuerza cortante en el centro es nula, por lo que el diagrama de momento por partes 
tiene la forma indicada en la figura 7-10c. Como la variacion de pendiente entre B y C es nula 


se tiene: 



[EI0 bc = (area) BC = 0] 


M B = 400 N-m 


Aplicando la definicion de momento flexionante, el momento en el empotramiento vale 


M c = M b — 1800 = 4 00 — 1800 — — 1400 N-m 


[M c = (£M) lzq ] 


Resp. 


La ordenada maxima se produce en el centro del claro y es numericamente igual a la des- 
viacion de B con respecto a la tangente trazada en C. Con el valor ya conocido de M B = 400 
N • m, resulta 


[ Elt b/c ~ (area) 5C * x B J 




1800 x 2 
3 


= -1200 N-m 3 

El signo menos indica que la deflexion y tiene sentido hacia abajo. 


Resp. 


PROBLEMAS 


719. En la viga de la figura P-719 determi- 


A menos que se diga lo contrario, se supone 


que los apoyos y empotramientos son indefor- nar la reaccion R y el valor de EI5 en el centro. 
mables. Pueden resolverse tambien, por el meto- 

do del area de momentos, los problemas de la Resp. R = ( 5/\6)P ; EI8 = (1 /16$)PL 3 
seccion 7-3. 


P 




1 


w N/m 
L 


R 


R 


Figura P-719. 


Figura P-720. 
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720. Calcular la reaction R y trazar los 
diagramas de fuerza cortante y momento fle- 
xionante en la viga de la figura P-720. 

721. En la viga apoyada y empotrada de la 
figura P-721 determinar la reaction R y trazar los 
diagramas de fuerza cortante y momento fle- 
xionante. 



Figura P-721. 


Resp. R = (ll/40)wL 

722. En la viga de la figura P-722 calcular la 
reaction R en el extreme apoyado y el momento 
de empotramiento. Comprobar el resultado obte- 
nido haciendo b = L y compararlo con el resulta- 
do del problema 706. 



723. Hallar la reaction R y el momento de 
empotramiento en la viga de la figura P-723. 



724. El empotramiento de la viga de la figu- 
ra P-724 no es perfecto, de manera que el aplicar 
la carga uniforme w permite un cierto giro 
wL 2 /48EI de la section empotrada. Si los apoyos 
est&n al mismo nivel, determinar R. 



Figura P-724 y P-725. 


Resp. R = (7/1 6)wL 

725. Si el apoyo izquierdo de la viga del 
problema anterior sufre un asentamiento de valor 
6, demostrar que la reaction en 61 experimenta 
una diminution igual a 3 Elh/L? . 

726. Una viga de longitud L , empotrada en 
sus dos extremos, soporta una carga concentrada 
P en el centro. Calcular los momentos de em- 
potramiento y la deflexion maxima. 

727. Repetir el problema 726 si en lugar de 
la carga concentrada se aplica una carga unifor- 
me de w N/m sobre toda su longitud. 

Resp. M = - wL 2 / 12; EIS = wL 4 / 384 

728. Determinar los momentos de empotra- 
miento y la deflexion en el centro en la viga 
doblemente empotrada de la figura P-728. 



729. En la viga doblemente empotrada de la 
figura P-729 calcular los momentos de empotra- 
miento y el maximo valor de EI5. 


////// 

I'm 

2 kN/m 


m 


vvv//. 

4 m ^ 

Wx 

Wz. 




Figura P-729. 


Resp. M = — 1830 N -m; 
EIS = 1080 N m 3 
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730. Determinar los momentos de empotra- 
miento y la deflexidn maxima en la viga de la fi- 
gura P-730. 



Resp. M = — (wa 2 /6L)(3L — la); 

Ely = - (wa 3 /24)(L - a) 

731. La viga mostrada en la figura P-73 1 es- 
ta conectada a una barra vertical. Si la viga se 
mantiene horizontal a una cierta temperatura de- 
terminar el incremento del esfuerzo en la barra si 
la temperatura en este se abate 50°C. Tanto la vi- 
ga como la barra estan construidas de acero con 
E — 200 x 10 9 N/m 2 . Para la viga use I = 60 x 
10 6 mm 4 . 



733. Si se reemplaza la carga P del problema 
732 por un par M en sentido contrario al del re- 
loj, determinar el valor maximo de M si el esfuer- 
zo en la barra vertical no ha de ser mayor que 100 
MN/m 2 . 

Resp. M = 41.1 kN-m 

734. Determinar los momentos de empotra- 
miento en la viga de la figura P-734 perfectamen- 
te empotrada en sus extremos. 



Figura P-734, 

Resp. M a = — (5/192 )wL 2 ; 

M B = - (11/192 )wL z 

735. La viga de la figura P-735 esta perfec- 
tamente empotrada en A, pero solo parcialmente 
empotrada en B, donde la pendiente vale 
wL 3 /48EI, dirigida hacia arriba a la derecha. 
Calcular los momentos de empotramiento. 



Resp. a = 95.8 MN/m 2 

732. El punto medio de la viga de acero de 
la figura P-732 esta conectado a la barra vertical 
de aluminio. Determinar el valor maximo de P si 
el esfuerzo en la barra no ha de ser mayor que 150 
MN/m 2 . 


Aluminio 

/// // 

L = 5 m 
A - 40 mm 2 



736. Para la viga mostrada en la figura 
P-736 calcular los valores de la fuerza cortante y 
del momento flexionante en los empotramientos, 
y bosqueje los diagramas de fuerza cortante y 
momento flexionante. 



737. En la viga perfectamente empotrada de 
la figura P-737 el empotramiento B ha tenido un 
asentamiento vertical de valor A. Comprobar que 
Mb = —M a = 6£/A/I 2 . 
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p 

r _ T 

I 

nr 

^ -Ld 

§ 

2222 

A 

1 

B 

/ /// 



Figura P-737. 


738. Una viga doblemente empotrada se so- 
mete a la accion de un par M aplicado como indi- 
ca la figura P-738. Determinar los momentos de 
empotramiento. 



Figura P-738. 


7-5. TRANSFORMACION EN VIGA SIMPLEMENTE APOYADA 
CON MOMENTOS EN LOS EXTREMOS 

En general, en una viga doblemente empotrada se calculan facilmente las reacciones to- 
mando como hiperestaticas o redundantes la reaccion vertical y el momento correspondiente 
a uno de los extremos. Sin embargo, a veces interesa considerar como hiperestaticos los dos 
momentos de empotramiento. Para ello, se considera la viga como simplemente apoyada en 
sus extremos y se somete no solo a las cargas reales aplicadas, sino tambien a unos momentos 
desconocidos en sus extremos. Estos momentos han de tener un valor tal que produzcan en 
los extremos unos giros que, superpuestos a los que producen las cargas reales, reproduzcan 
las condiciones de sujecion de la viga primitiva. Asi, pues, la viga doblemente empotrada de 
la figura 7-1 la se puede considerar equivalente a la viga simplemente apoyada sometida a los 
dos estados de carga de las figuras 7-1 lb y c. 

Evidentemente, una carga asimetrica como la de la figura 7-1 lb, da lugar a una pendien- 
te $2 mayor que 6 V Para anular estos giros al superponer los debidos al estado de carga de la 
figura 7-1 lc, se ha de tener $i = 0{y 6 2 = 0 2f lo que requerira que M B sea mayor que M A para 
que 6 2 sea mayor que 6 [. En otras palabras, el momento de empotramiento mayor aparece en 
el extremo mas proximo a la resultante de la carga , cuando esta es de un solo tipo. 



(c) Sistema de momentos 
en los extremos 

Figura 7-11. Transformacion de una viga doblemente empotrada en una simple- 
mente apoyada con la carga distribuida, v en otra con momentos en los extremes 
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wb 2 

2 


(a) 


wb 2 

2 


L 


(b ) M a 



Figura 7-12. Diagramas de momentos para las vigas de las figuras 7-1 lb y 7-1 1c. 


La diferencia entre los momentos M B y M A se equilibra por el par R ' L producido por las 
reacciones R' en los extremos de la viga en el sistema de cargas de la figura 7-1 lc. Superpo- 
niendo las reacciones de las figuras 7-1 lb y 7-1 lc se obtienen V A = R l - R' y V B = R 2 + 
R ' , como reacciones totales. Si la carga fuera simetrica, los angulos y 0 2 serian iguales, por 
lo que M a y M B tambien lo sedan. En este caso no habra par de reacciones R ', por lo que las 
reacciones seran las mismas que las de la viga simplemente apoyada. Esto coincide con la ob- 
servation hecha en el problema 718 con carga simetrica. 

A1 considerar como redundantes o hiperestaticos los momentos en los extremos, para 
trazar el diagrama de momentos por partes de la viga de la figura 7-1 la hay que tener en 
cuenta los dos sistemas de carga de las figuras 7-1 lb y c, el diagrama adquiere la forma de la 
figura 7- 12a y b. Aplicando EId AB = 0 y EIt B/A = 0 se obtienen directamente M A y M s , 
mientras que V A y V B se determinan despues por las ecuaciones de equilibrio estatico. 


PROBLEMAS 


Considerar como reacciones hiperestaticas o 741. Determinar el momento en el empotra- 

redundantes los momentos en los empotramien- miento en la viga de la figura P-741, 
tos. 


740. Calcular el momento en el empotra 
miento en la viga de la figura P-740. 

Resp. M — — 3200 N • m 


739. Determinar el momento de empotra- 
miento en la viga del problema 705. 



R 



742. Calcular los momentos en los extremos 
en la viga del problema 710. 


Figura P-741. 


R 


Figura P-740. 


743. Calcular los momentos en los extremos 
en la viga del problema 712. 
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744, Calcular los momentos de empotra- 
miento en la viga de la figura P-744. 

Resp, M a — — 1380 N*m; 

M b = — 1820 N-m 



Figura P-744. 


distribuida sobre parte de su claro, ademas del 
par indicado. Determinar los momentos de em- 
potramiento. 


M - 3 kN • m 



745, La viga doblemente empotrada de la fi- 
gura P-745 soporta la carga uniformemente 


Resp. M a = 

m b = 


2700 N-m; 
2190 N-m 


7-6. DISENO DE VIGAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 


Aplicando los metodos estudiados en las secciones anteriores, se determinan los valores 
de los momentos de empotramiento y de las deflexiones maximas, en vigas doblemente em- 
potradas sometidas a diversos tipos de cargas. Estos valores aparecen resumidos en la Tabla 
7-2. En los problemas siguientes se vera como se aplica el metodo de superposition en la so- 
lution de problemas en los que intervengan otras cargas que sean combinaciones de los tipos 
que figuran en la tabla. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

746. Determinar el modulo resistente que ha de tener la viga de la figura 7-13 para so- 
portar las cargas indicadas si el esfuerzo admisible es de 80 MN/m 2 . 



Figura 7-13. 


Solucion: Los momentos de empotramiento debidos a w y a la carga central P x son iguales 
por simetria y, como se vio en la seccion 7-5, la carga excentrica P 2 produce un momento ma- 
yor en el empotramiento m&s proximo, el derecho en nuestro caso. De acuerdo con los datos 
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TABLA 7-2. Vigas doblemente empotradas con divcrsos lipos de carga 



de la Tabla 7-2, el maximo momento flexionante que tiene lugar en el empotramiento de- 
recho es: 

wL 2 P\L P 2 a 2 b 


^m&x 


12 


8 


2000(4) 2 4000(4) 6000(3) 2 (1) 


12 


8 


(4) 2 


M m A* = - 8040 N • m 
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El signo negativo del momento indica que las fibras del horde superior de la seccion es- 
tan sometidas a tension, lo que en una seccion asimetrica, una T por ejemplo, tiene gran im- 
portancia. En una seccion simetrica solamente interesa el valor numerico o absoluto del mo- 
mento maximo. Por la formula de la flexion, el modulo resistente necesario es: 



8040 
80 x 10 6 


- 100.5 x 10“ 6 m 3 


= 100.5 X 10 3 mm 3 


Resp. 


747. Seleccionar un perfil laminado para soportar las cargas de la viga de la figura 7-14 
sin sobrepasar un esfuerzo admisible de 120 MPa. Calcular la deflexion maxima siendo E = 
200 GPa. 



Figura 7-14 


Solueion: Como la carga es asimetrica y compuesta no se sabe a priori en que extremo apa- 
recera el momento maximo, por lo que se han de calcular los momentos de los dos empotra- 
mientos. En el extremo izquierdo se tiene: 

P x ab 2 P 2 ab 2 


(25)(1)(3) 2 (40)(2.8)(1.2) 2 

(4 ) 2 (4) 2 


-24.14 kN-m 


y en el extremo derecho, 

P x a 2 b P 2 a 2 b 

Mder " “ ~L 2 W 

= - im M _ WjM = -28.21 kN m 
(4) 2 (4) 2 


Sustituyendo el mayor valor hallado en la formula de la flexion resulta: 



28.21 x 10 3 
120 x 10 6 


= 235 x 10 -6 m 3 = 235 X 10 3 mm 3 
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Una section apropiada puede ser un perfil W200 x 27 con S = 249 x 10 3 mm 3 e I = 25.8 
x 10 6 mm 4 = 25.8 x 10“ 6 m 4 . Segun la tabla 7-2, el valor de la deflexion en el centro* es 

Ph 2 

Ely-'Z—i'iL-Ab) 

Ely =1^11)! [ 3 ( 4 ) _ 4(1) J + (40) 4 ( 8 L2)2 [3(4) - 4(1.2)] 

Ely = 12.81 kN-m 3 

Sustituyendo los valores de £ e / resulta: 

(200 X 10 9 )(25.8 X 10“ 6 )y = (12.81 X 10 3 ) 

de donde 


y = 2.48 X 10 3 m = 2.48 mm 


Resp. 


PROBLEMAS 

748. Una viga doblemente empotrada de 6 
m de longitud soporta una carga concentrada de 
30 kN a 2 m del extremo izquierdo y otra de 50 
kN a 1.5 m del derecho. Elegir un perfil apro- 
piado para soportar estas cargas sin exceder un 
esfuerzo de 120 MPa. Calcular la deflexion en el 
centro si E ~ 200 GN/m 2 . 

Resp. W360 X 33; 3.21 mm 

749. Una viga de madera de 150 mm de 
ancho por 300 mm de altura y 6 m de longitud esta 
perfectamente empotrada en sus extremos. So- 
porta una carga uni forme de 4 kN/m sobre todo 
su claro y una carga concentrada P a 2.5 m del 
extremo izquierdo. Calcular P si el esfuerzo ad- 
misible es de 10 MN/m 2 y la deflexion en el 
centro no debe sobrepasar 1/360 del claro. E = 
10 GN/m 2 . 

750. Una viga de acero W200 x 36 de 5 m 
de longitud y empotrada en sus extremos, soporta 
una carga concentrada de 20 kN a 1 m del extre- 
mo izquierdo y otra de 30 kN a 2 m del extremo 
derecho. Calcular el maximo esfuerzo normal y 
la deflexion en el centro. Despreciar el peso pro- 
pio de la viga y emplear E = 200 GPa. 


751. Una viga de madera de section rectan- 
gular soporta las cargas indicadas en la figura 
P-751. Determinar la section necesaria si el es- 
fuerzo admisible es de 10 MN/m 2 . Calcular el va- 
lor del esfuerzo cortante maximo. 


2 kN 4 kN 



Figura P-751. 

752. Con los datos de la tabla 7-2 compro- 
bar los valores de los momentos de empotramien- 
to y la deflexion en el centro de la viga del proble- 
ma 713. 

753. Una viga de madera de 100 mm de 
ancho por 150 mm de altura soporta las cargas 
de la figura P-753. Calcular el esfuerzo cortante 
maximo. 


* A1 calcular la deflexion en el centro producida por una carga concentrada, el termino b es el menor de los seg- 
mentos que la carga determina sobre la viga. 
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4kN 



754. En el problema anterior, calcular el*es- 
rierzo normal maximo si el empotramiento de- 
recho sufre un asentamiento de 20 mm con res- 
pscto al, extremo izquierdo, pero sin rotation al- 
cana. E = 10 x 10 9 N/m 2 . 


Resp. a = 16.1 MN/m 2 

755. Una viga de acero, SI 30 x 22, la cual 
tiene 4 m de longitud, soporta una carga unifor- 
memente variable desde cero, en el extremo iz- 
quierdo, hasta 15 kN/m en el derecho. La viga 
esta perfectamente empotrada, pero el extremo 
derecho se asienta 10 mm respecto del izquierdo. 
Calcular la relation entre los esfuerzos maximos 
de flexion en esta situacibn con respecto a aquella 
en que los empotramientos estuvieron al mismo 
nivel. Utilice E = 200 GPa. 

Resp. 1.06 


3ESUMEN 

Los principios estudiados en el capitulo anterior, relativos a la deformacion de vigas, se 
aplican en este capitulo para obtener las ecuaciones de deformacion adicionales que, junto 
con las ecuaciones de equilibrio estatico, permiten resolver los problemas estaticamente inde- 
terminados. 

En vigas con un extremo empotrado y el otro apoyado se suele aplicar la condition de 
que la deflexion en el apoyo, restriction redundante, es nula si el apoyo no puede ceder, o de 
valor conocido si el apoyo puede hacerlo. Para vigas empotradas en sus dos extremos la va- 
riation de pendiente de la elastica, de extremo a extremo, es nula, y la deflexion de cada apo- 
yo, respecto del otro, tambien lo es. 

El metodo de superposition suele ser el mas facil de aplicar en la determination de la reac- 
tion sobrante en el apoyo en el caso de vigas empotradas y apoyadas. Es tambien el mejor 
metodo para el calculo de los momentos de empotramiento (restricciones hiperestaticas) en el 
caso de que las cargas sean de los tipos que indica la Tabla 7-2, o combinaciones de ellas. 

Para aplicar el metodo de la doble integration o el de las areas de momentos se suelen 
tomar como reacciones redundantes o hiperestaticas la fuerza cortante y el moment o fle- 
xionante, en uno de los empotramientos. Ambos metodos son igualmente sencillos de apli- 
car. El metodo de la doble integration es puramente analitico y proporciona tanto la 
ecuacion de la elastica como los valores de las magnitudes hiperestaticas. El metodo de las 
areas de momentos es de mas rapida aplicacion para el calculo de las reacciones, pero re- 
quiere un calculo adicional para determinar los valores de las deflexiones. 

En la section 7-5 se estudia la transformation de una viga doblemente empotrada en una 
simplemente apoyada con dos estados de carga, el de las cargas aplicadas y otro con los dos 
momentos en los extremos (momentos desconocidos), transformation que resulta interesan- 
te para ver a priori en que empotramiento aparecera el momento maximo. Esto es muy util 
para aplicar el metodo de las areas de momentos a las vigas continuas, como se vera en el 
proximo capitulo. Tambien servira de base para un procedimiento muy rapido de trazar el 
diagrama de fuerzas cortantes, que tambien se estudia en el siguiente capitulo. 



8-1. 1NTR0DUCCI0N 

En este capitulo se estudian en detalle las vigas continuas con tres o mas apoyos, dos o 
mas tramos o claros, y que, por tanto, disponen de uno o mas apoyos redundantes en los que 
las reacciones no pueden determinarse por las ecuaciones de la estatica. Es posible calcular 
los valores de estas reacciones hiperestaticas aplicando las condiciones de deformacion exis- 
tentes, de acuerdo con las ecuaciones de deformacion del Capitulo 6, por ejemplo, deflexion 
nula en los apoyos cuyas reacciones son desconocidas. Estas condiciones dan las ecuaciones 
necesarias adicionales a las del equilibrio estatico. Sin embargo, es mas conveniente conside- 
rar como desconocidos o hiperestaticos, los momentos flexionantes en los apoyos. Una 
vez determinados estos momentos, que se suelen llamar momentos de continuidad , es suma- 
mente sencillo el calculo de las reacciones, como se vera en la seccion 8-5. 

Se explican dos metodos de calculo de tales momentos. En el primer metodo se comien- 
za obteniendo una relacion de tipo general entre los momentos flexionantes en tres secciones 
cualesquiera de la viga, relacion que se llama ecuacion de los tres momentos , y que se escribe 
facilmente aplicando los teoremas de las areas de momentos. Las aplicaciones de esta 
ecuacion son numerosas; con ella pueden resolversetodos los problemas de'los Capitulos 6 y 
7, asi como determinar las deformaciones y reacciones redundantes en cualquier tipo de vi- 
gas, en particular en las vigas continuas. En muchos casos se puede aplicar junto con los teo- 
remas de las areas de momeptos o con el metodo de la doble integration, como se tendra oca- 
sion de ver y aplicar. 

El segundo metodo es el de la distribucion de momentos , que se explica y desarrolla en 
la seccion 8-8. Este metodo es independiente del anterior, aunque la determination del 
diagrama de fuerza cortante y de las reacciones sea comun para ambos. Para aplicar este me- 
todo se empieza suponiendo que cada tramo o claro esta perfectamente empotrado en sus 
extremos y se determinan los momentos de empotramiento perfecto. En la mayoria de los ca- 
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sos, las cargas sobre cada claro son de los tipos que aparecen en la Tabla 7-2 o combina- 
ciones de estos tipos. En estas condiciones, los momentos de empotramiento perfecto (MEP) 
se calculan por superposicion o se toman directamente de la tabla. Para tipos mas complejos 
de cargas, y si no se dispone de una tabla que contenga mas casos, es preferible emplear el 
primer metodo. 

8-2. FORMA GENERALIZADA DE LA ECUACION 
DE LOS TRES MOMENTOS 

En la figura 8-la se representa parte de una viga sometida a una carga cualquiera y so- 
portada de forma arbitraria. Cortemos la viga por tres puntos cualesquiera 1, 2 y 3 y sustitu- 
yamos el efecto de las cargas y fuerzas a la derecha o a la izquierda de cada seccion de cort-e 
por la fuerza cortante y momento flexionante (Sec. 4-3). En la figura 8-lb se representan los 
diagramas de cuerpo libre correspondientes a los tramos o segmentos de viga entre las sec- 
ciones 1 y 2 y entre las 2 y 3 que, en adelante, se llamaran tramo 1 y tramo 2, respectivamen- 
te. Las longitudes de los tramos son L x y L 2 y los momentos flexionantes en 1, 2 y 3 son M u 
M 2 y M 3 , que, segun la seccion 4-3 y tal com o estan dibujados, son los tres positivos, de don- 
de el sentido de las flechas es el indicado (del reloj, a la izquierda, y contrario al del reloj, a la 
derecha del tramo). Las fuerzas cortantes en estos puntos son V u V_ 2 Gusto a la izquierda 
del punto 2), V 2 Gusto a la derecha del punto 2) y V„ 3 (justo a la izquierda del punto 3). Las 
fuerzas V_ 2 y E 2 no tienen que ser iguales en general, pues sus valores dependen naturalmen- 
te de lo que haya en el punto 2. De acuerdo con la seccion 4-3, y puesto que en un extremo iz- 
quierdo se ha de poner la fuerza cortante real y en el derecho la resistente, tal como estan di- 
bujadas las flechas, V 1 y V 2 son fuerzas cortantes positivas, mientras que V_ 2 y V_ 3 son 
fuerzas cortantes negativas. 

El procedimiento estudiado en la seccion 7-5 proporciona el medio para transformar ca- 
da uno de estos tramos en una viga simplemente apoyada con dos estados de carga; por un 
lado la carga real del tramo y por otro los pares aplicados en sus extremos. En las figuras 



] Carga cualquiera j 


L 


2 



(a) Diagrama de cargas 



Carga en el 
tramo 1 



Vi 


(b) Diagramas de cuerpo libre de cada tramo 
Figura 8-1. Carga general en una viga cualquiera. 
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Figura 8-2. Analisis del estado inicial de carga. (a) Las cargas sobre una viga simple- 
mente apoyada. (b) Estado de cargas producido por los momentos de continuidad 
en la misma viga (a), (c) Diagrama de momentos del estado de cargas (a), (d) Diagra- 
ma de momentos del estado de cargas (b). 


8-2a y 8-2b se representan estos dos estados de carga, para los dos tramos, cuya superposi- 
tion reproduce el estado supuesto en los diagramas de cuerpo libre de la figura 8- lb. Las 
fuerzas cortantes en los extremos de cada tramo seran, para el extremo izquierdo, igual a la 
suma de las reacciones de los dos estados, y para el extremo derecho igual numericamente, 
pero de signo contrario. Las reacciones del primer estado (cargas reales sobre el claro, que se 
considera apoyado) se calculan por las ecuaciones del equilibrio estatico, y lo mismo para las 
del segundo, que forman un par de reacciones iguales y opuestas R' que equilibran el par 
A/j — M 2 > por ejemplo. 

En estas condiciones, el diagrama de momentos flexionantes en cada tramo de la viga se 
resuelve por partes en el diagrama que producen las cargas existentes sobre el tramo, supo- 
niendo que el tramo estuviera simplemente apoyado en sus extremos, mas el diagrama trape- 
zoidal producido por los pares aplicados en los extremos de la misma viga, tal como se indica 
perfectamente en las figuras 8-2c y 8-2d. 

En la figura 8-3 aparece representada la elastica de la viga, sumamente exagerada, para 
ver con mas claridad las relaciones geometricas que se van a utilizar. Observese que los pun- 
tos 1, 2 y 3 estan.precisamente en la elastica. 

La tangente trazada a la elastica en el punto 2 determina las desviaciones tangenciales 
t V2 y * 3/2 de los puntos 1 y 3, respectivamente, y la recta trazada por 2 paralela a la position 
inicial de la viga, que por conveniencia se supone horizontal, determina la altura de los pun- 
tos 1 y 3 con respecto al 2, alturas que son y h 3 . Los dos triangulos sombreados en la figura 
tienen por bases L x y L 2 y por alturas (h x - t U2 ) y ( t V2 - h 3 ) y y por ser semejantes resulta ob- 
vio que: 
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io que se reduce a 



(a) 


Los valores de las desviaciones tangenciales vienen dados por: 


1 1 


1/2 = "^7 (are a )t- 2 * 


y 


h/2 ~ gj (^ rea ) 3-2 * x 3 


siendo (area) 1 ^ 2 * *i el momento del area del diagrama de momentos flexionantes entre los 
puntos 1 y 2 respecto del punto 1 . Como se establecio previamente, el diagrama de momen- 
tos flexionantes se habia descompuesto en el area A 1 (Fig. 8-2c) y las dos areas triangulares 
en que se descompone el area trapezoidal producida por los dos pares extremos (Fig 8-2d). 
Lo mismo pasa con (area) 3 _ 2 * * 3 , que es el momento del area de momentos entre los puntos 
2 y 3 respecto del punto 3, y que se descompone de forma similar. 

En estas condiciones ya se puede expresar el valor de la desviacion del punto 1 con res- 
pecto a la tangente en 2; viene dada por: 



(b) 


y la desviacion tangential de 3 respecto de la misma tangente en 2, 



(c) 



Figura 8-3. Elastica de una viga cualquiera. 
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Sustituyendo estos valores en la ecuacion (a) y simplificando, 


M,£, + 2A/j(L 1 + L 2 ) + M 3 L 2 + 


64 1 a i 

— — + 

= 6 El 


6 A 2 b 2 

Li 

K.jh 

L\ L 2 


( 8 - 1 ) 


Esta ecuacion expresa una relacion general entre los momentos flexionantes en tres puntos 
cualesquiera de la viga, razon por la cual se llama ecuacion de los tres momentos .* 

Si los puntos 1, 2 y 3 estan al rnismo nivel en la viga deformada, las alturas h 1 y h 3 de la 
figura 8-3 se anulan, y lo mismo ocurre en el segundo miembro de la ecuacion (8-1). Esta 
suele ser la condition normal de aplicacion de la ecuacion de los tres momentos a la determi- 
nation de los momentos de continuidad. Los tres puntos que se escogen para aplicar la 
ecuacion a una viga continua son tres apoyos, que se suelen suponer rigidos o situados a la 
misma altura, y entonces mediante la ecuacion se determinan los momentos en dichos 
apoyos. 

Si se quiere aplicar la ecuacion de los tres momentos para calcular las ordenadas de la 
elastica, se consideran dos de los puntos sobre dos apoyos y el tercero en el punto donde se 
quiere hallar la ordenada. En este caso, evidentemente, es necesario calcular de antemano los 
valores de los momentos en los tres puntos. En la seccion 8-7 se vera con mas detalle esta for- 
ma de aplicacion de la ecuacion de los tres momentos. 


Regia de signos 

En la deduction de la ecuacion (8-1) se ha hecho la hipotesis de que los momentos fle- 
xionantes en los tres puntos son positivos y que los puntos 1 y 3 estaban situados por encima 
del punto 2. Si el momento flexionante en cualquiera de los puntos es negativo habra que 
considerarlo con signo menos al sustituir su valor en la ecuacion. Reciprocamente, si al resol- 
ver la ecuacion sale un valor negativo para cualquiera de los momentos, es que en realidad es 
negativo. Las alturas h x y h 3 son positivas si los puntos 1 y 3 quedan por encima del 2, y son 
negativos, o se obtendran con signo menos, si el punto 1 o el 3 esta por debajo del punto 2. 


8-3. TERMINOS QUE INTERVIENEN EN LA ECUACION 
DE LOS TRES MOMENTOS 

La utilidad de la ecuacion de los tres momentos depende de la facilidad con que se 
puedan calcular los terminos 6Aa/L y 6Ab/L. Como se ha dicho, estos terminos se refieren 
al area de momentos flexionantes que resulta de aplicar las cargas en el tramo sobre una viga 
apoyada en sus extremos de la misma longitud. Las expresiones generales de la Tabla 8-1 se 
han determinado por el procedimiento que se indica a continuation. 


* N. de T. Observese que las relaciones geometricas utilizadas dan el nombre de momentos de continuidad citado en 
la seccion 8-1 , ya que la ecuacion (<?) expresa precisamente que el tramo 1-2 y el tramo 2-3 tienen el punto 2 comun, y que 
la tangente a la el&stica del tramo 1-2 en el punto 2 coincide con la tangente a la elastica del tramo 2-3 trazada por 2 
tambien. Estas dos condiciones de igual ordenada e igual pendiente son las condiciones de continuidad de la curva 
el&stica en un punto. 
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(a) Carga de un viga 
simplemente apoyada 


w N/m 



(b) Diagrama de momentos 6 


Figura 8-4. Carga uniformemente variable. 


Caso 3. Carga uniformemente variada 

La carga sobre un tramo de la viga continua varia uniformemente. Suponiendo el tramo 
apoyado en sus extremos, en la figura 8-4b se tiene el diagrama de momentos por partes, tra- 
zado de izquierda a derecha. El momento del area de este diagrama de momentos con respec- 
*3 al extremo derecho viene dado por 


Multiplicando por 6/L se obtiene el siguiente valor general para este tipo de carga, 


Cargas especiales 

Para casos que no figuren en la Tabla 8-1, o cuando no se dispone de la tabla, el siguien- 
te ejemplo puede servir de guia. 

Supongase una viga continua cargada como indica la figura 8-5. Se trata de calcular 
el valor de 6A 2 b 2 /L 2 para el claro 2. Consider emos el claro 2 como una viga simplemente 
apoyada en sus extremos, y tracemos el diagrama de momentos por partes, de derecha a iz- 
quierda, por ser mas conveniente en este caso. Como 6Ab/L es el producto de 6/L por el 
momento del area de momentos con respecto al extremo derecho, se tiene 


6A 2 b 2 __ 6 



L 2 4 \ z j \ 6 / 


= | (4800 - 2295) = 3758 N-m 2 


Resp. 


Si fuera necesario calcular el valor de 6A2a 2 /L 2 para el claro 2, la notation indica que el 
momento del area de momentos hay que considerarlo con respecto al extremo izquierdo ya 
que, como indica la figura 8-2c, a y b representan el brazo de momento medido respectiva- 
mente desde los extremos izquierdo y derecho del claro, respectivamente. 
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TABLA 8-1. Valores de Aa/L y 6 Ab/L 



8-4 Aplicaci6n de la ecuacibn de los tres momentos 



(a) Viga continua 

900 N-m 



Figura 8-5. C&lculo de 6A 2 b 2 /L 2 para una carga especial. 


PROBLEMAS 

Calcular los valores de 6Aa/L y 6Ab/L en 
cada uno de los problemas 801 a 810 que rep re- 
sentan claros de una viga continua con diferentes 
condiciones de carga. 

801. Vease figura P-801. Confrontar el re- 
sultado obtenido poniendo a = L/2 y compa- 
rarlo con el caso 2 de la Tabla 8-1. 


w N/m | 

| w N/m 


J-* - a — w 

ju — » 


Ri R 2 

Figura P-801. 

Resp. ~wa 2 (3L — 2d) 

802. Vease figura P-802. Para b = L/2, 
comparar con el resultado del caso 2 de la Tabla 
8 - 1 . 


■*- a - 26 — a -► 

I w N/m 

R { R 

Figura P-802. 


803. Vease figura P-803. 



Resp. ^ wL 3 
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804. Vease figura P-804. Comprobar el re- 
sultado mediante una superposition del caso 2 de 
la Tabla 8-1 y del problema 803. 



Figura P-804. 


805. Vease figura P-805. El apoyo sobre ro- 
dillos puede soportar reacciones tanto hacia aba- 
jo como hacia arriba. 




Figura P-806. 


807. Vease figura P-807. Resolverlo por su- 
perposicion de los casos de los problemas 805 y 

806. 



808. Resolver el problema anterior si el par 
se aplica en sentido inverso. 

809. Vease figura P-809. 


Figura P-805. 


Resp. 6Aa/ L = 6648 N * m 2 


Resp. 6Aa/L = - (M/L)(3a 2 - L 2 ); 
6Ab/L = ( M/L)(3b 2 - L 2 ) 

806. Vease figura P-806. 

Resp. 6Aa/L = 5436 N-m 2 ; 

6A b/L = 4014 N • m 2 


810. Resolver el problema anterior si el par 
se aplica en sentido contrario al del reloj . 



8-4. APLICACI6N DE LA ECUAClPN 
DE LOS TRES MOMENTOS 

Veamos con unos ejemplos como se aplica la ecuacion de los tres momentos a la deter- 
minacion de los momentos de continuidad en los apoyos de una viga continua. En secciones 
siguientes se muestra la determinacion de las reacciones a partir de los momentos hallados. 
Por ultimo, se indica un metodo muy rapido para trazar los diagramas de fuerza cortante y 
momento flexionante. 
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200 N 



SOON 

2 rn Tim 


1 r 1.5 m 


1 m 


400 N/m 



Claro 1 = 3 m 


Claro 2 = 4m 


R 


Figura 8-6. 


PROBLEMAS IIUSTRATIVOS 

811 . Calcular los momentos en los apoyos en la viga continua de la figura 8-6. Se supo- 
ne que los apoyos son rigidos, o que bajo la accion de las cargas tod os experimentan el mis- 
mo asentamiento. Esta hipotesis se aplicara a todos los problemas mientras no se diga lo 
contrario. 


Solution: Apliquemos la ecuacion de los tres momentos a los puntos sobre los apoyos. Como 
los tres estan al mismo nivel, las alturas h x y h 3 son nulas, y la ecuacion (8-1) se escribe en la 
forma: 



(a) 


El momento flexionante en el apoyo 1, producido por la carga a la izquierda de R u es 
M x - — 200 x 1.5 = — 300 N * m, mientras que en el apoyo R 3 el momento M 3 es nulo. El 
signo menos de M x se debe mantener al sustituir su valor en la ecuacion de los tres 
momentos*. 



Figura 8-7. 


* Se comete frecuentemente el error de aplicar la ecuacion de los tres momentos en la forma (a) entre el voladi- 
zo y el claro 1 , como se indica en la figura 8-7, olvidando que la carga de 200 N en el extremo lo deforma hacia abajo 
una cantidad desconocida h. En estas condiciones, el segundo miembro de la ecuacion general de los tres momentos 
no es nulo, pues contiene el termino desconocido h. Ahora bien, si se conocen M\ y M 2 se puede aplicar la ecuacion 
general precisamente para determinar la altura desconocida h, como se ve en el problema 858. 
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Los terminos de las areas de momentos de la ecuaeion (a) se obtienen de la Tabla 8-1 . La 
carga del tramo 1 es la del caso 3. Por tanto, 

^rf 1 = W wL * = ^ (800)(3)3 = 2880 N ' m2 {b) 

Para el tramo 2, el termino se halla por la suma de los casos 1 y 5. Se tiene: 


6 A 2 b 2 

l 2 


[<4) J - (l) 2 ] + [2<4 ) s - (3)’] 

1875 + 5175 = 7050 N • m 2 


Sustituyendo estos valores en la ecuaeion (a) resulta: 


- 300(3) + 2A/ 2 (3 + 4) + 2880 + 7050 = 0 


de donde se obtiene: 


M 2 


9030 

14 


-645 N- m 


(c) 


Resp. 


812. Determinar los momentos en los apoyos en la viga continua de la figura 8-8. 



Preliminares : Aplicando la ecuaeion de los tres momentos a los tramos 1 y 2 y despues a 
los claros 2 y 3 se tiene: 


, . 6 A, a, 6A 2 b 2 

M,L, + 2M 1 (L l + L 2 ) + M 3 L 2 + -y- 1 + — = 0 

1>, l 2 

6 A 2 u 2 6 A 3 b 3 

M 2 L 2 + 2 M 3 (L 2 + L 2 ) + M 4 L 2 + -y- 1 + — = 0 


(a) 

(b) 


De acuerdo con la definition de momento flexionante, A/ 2 y A/ 4 son nulos, por lo que las 
ecuaciones (a) y ( b ) forman un sistema con dos incognitas M 2 y A/ 3 , que puede resolverse si 
se conocen los valores de 6 Aa/L y 6 Ab/L para cada tramo, correspondientes a las cargas da- 
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das. Utilizando la Tabla 8-1 se calculan estos valores como sigue: 

= ^(2L 2 - * 2 ) = [ 2 < 4 > 2 - ( 3 > 2 ] = 5175 N • m 2 

T 4 - 4 “' i > - 4< 8oo > (3)5 - 288oNm2 
-^"' iJ -^ <800)(3)J= 2520N ' mI 
- 1 ^ = 2 ™(L 2 - b 2 ) 

= ®[(4) 2 - (3) 2 ] + M 2 1[(4) 2 - (2 ) 2 ] 

= 3150 + 4200 = 7350 N • m 2 

Solucion: Sustituyendo los valores calculados en las ecuaciones (a) y (b): 

2M 2 (4 + 3) + 3 M 3 + 5175 + 2880 = 0 
3M 2 + 2M 3 (3 + 4) + 2520 + 7350 = 0 

Simplificando: 


14M 2 + 3 M 3 + 8055 = 0 (4 

3 M 2 + 14M 3 + 9870 = 0 (d) 

Resolviendo el sistema se obtiene M 2 — —445 N * m y M 3 — —610 N • m Resp. 


PROBLEMAS 

Si no se indica lo contrario, las vigas conti- 
nuas de los problemas siguientes tienen sus apo- 
yos sobre cimentaciones rigidas y estan al mismo 
nivel. En cada problema, determinar los momen- 
tos de continuidad en los apoyos. 



R } Ro R3 


Figura P-813. 


813 . Vease figura P-813. 

814 . Vease figura P-814. 



Resp. 
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815. Determinar las longitudes de los vola- 
dizos en la viga continua de la figura P-815, de 
manera que los momentos, en los tres apoyos 
sean iguales. 


w N/m 


"j L | L j" 

R 2 i?3 

Figura P-815 y P-816. 


Resp. x = L/V6 

816. Resolver el problema anterior si uno de 
los claros tiene una longitud de tres cuartas partes 
de la del otro. 

817. Vease figura P-817. 


820. Resolver el problema anterior si la car- 
ga concentrada se sustituye por una uniforme- 
mente repartida sobre el primer claro de w N/m. 

Resp. 

wL 2 2 (a + /3) 


Mi = - 


M 3 = + 


4 4(1 4- a)(a 4- (3) — a 2 

wL 2 a 


4 4(1 4- a)(a 4* j3) — a 2 

821. Vease figura P-821. 

3 PL 1 4- 2/3 


Resp. M 2 — — 


M 3 = - 


8 4(1 + «)(1 + (3) - 1 

3 PL 1 + 2a 

8 ' 4(1 4- «)(1 + /?)-! 


822. Resolver el problema anterior si la car- 
ga concentrada P se sustituye por una uniforme- 
mente distribuida de w N/m sobre el claro 
central. 




Figura P-817 y P-818. 


R i R 2 J?3 

Figura P-821 y P-822. 


R i 


818. En el problema anterior determinar 

Resp. M 2 = 

wL 2 


1 + 2/3 

el valor del par M aplicado de manera que el mo- 
men to M 2 se anule. 

4 

4(1 + 

«)0 + 0) - 1 

Resp. M = 105 N • m en el sentido del reloj. 

a/ 3 = 

wL 2 


1 4* 2a 

819. Vease la figura P-819. 

4 

4(1 + 

«)(■ + /?)-! 


r 

g 1 1 


Resp. 

M 2 = - 


M 3 = + 


R 2 Rs 
Figura P-819 y P-820. 

Pa{L 2 - a 2 ) 


R* 


2(« + §) 


L 2 4(l + a)(a + /3)-a 2 

PaiL^S) « 

L 2 4(1 + a)(a + /3) — a 2 


823. Se tiene una viga continua simplemente 
apoyada sobre tres claros de 4 m que soporta una 
carga concentrada de 2 kN en el centro del primer 
claro, otra concentrada de 3 kN en el centro del 
tercero y una uniformemente distribuida de 900 
N/m sobre el tramo central. Determinar los mo- 
mentos en los apoyos y confrontar el resultado 
utilizando las soluciones de los problemas 819 y 
822. 

824. El primer claro de una viga continua 
sobre cuatro apoyos tiene 4 m de longitud, el se- 
gundo, 2 m y el tercero 4 m. Sobre el primero ac- 
tiia una carga uniformemente distribuida de 2 
kN/m y sobre el tercero otra distribuida de 4 
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kN/m. En el centro del segundo claro se aplica 
una carga concentrada de 10 kN. Determinar los 
momentos de continuidad en los apoyos teniendo 
en cuenta los resultados de los problemas 820 y 
821. 


826. Vease figura P-826. 


6 kN 


Resp. M 2 — — 2900 N • m; 
M 3 — — 6100 N • m 

825. Vease figura P-825. 


2 m 


r 

2 kN/m 

J 


J 2m | 

t J " 1 

m 

2 m i 


Ro R 3 

Figura P-826. 


Resp. M 2 = —1690 N * m; M 3 — — 3230 N • m 



8-5. REACCIONES EN LAS VIGAS CONTINUAS. 

DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE 

La razon principal para calcular las reacciones en una viga continua es la de trazar el 
diagrama de fuerza cortante. Existen dos metodos para determinar estas reacciones. En el 
primero de ellos se aplica la definicion de momento flexionante, y en el segundo, la reaccion 
se divide en partes a partir de las cuales se traza facilmente el diagrama de cortante. Es prefe- 
rible este segundo metodo por las razones que se citan mas adelante. En ambos es necesario 
calcular previamente los momentos de continuidad en los apoyos. 

Como ejemplo del primer metodo consideremos la viga de la figura 8-9, cuyos momen- 
tos en los apoyos se han calculado en el problema 812, y que son M 2 - — 445 N • m y A/ 3 = - 
610 N • m. Aplicando la definicion de momento flexionante se puede expresar M 2 en funcion 
de las fuerzas a la izquierda de la seccion R 2 ; se tiene 

[M 2 = (LM) izq ] M 2 — -445 = 4 R x - (400 X 3) X 2.5 


de donde, 

R x - 639 N Resp. 

Para determinar R 2 se expresa el momento M 3 en funcion de las fuerzas a la izquierda 
de R 2i 

[M 3 = (EA*) izq ] 


- 610 = 7jRj - (400 X 3) X 5.5 + 3 R 2 - j X | X 3 
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Figura 8-9. 


Sustituyendo el valor ya conocido de R 1 y despejando R 2 resulta, 

R 2 = 1306 N Resp. 

El valor de R A se obtiene tambien a partir de M 3 , pero expresado este en funcion de las 
fuerzas a la derecha de /? 3 , es decir, 

[M 3 = (EA/JdeJ - 610 = 4R 4 - 700 X 2 - 600 X 1 

de donde 


R 4 = 348 N Resp. 

Mediante la condicion de equilibrio de las fuerzas verticales, aplicada a toda la viga, se 
deduce, 

[2r = o] 

Rl + R 2 + ^3 + R 4 
639 + 1306 + R 3 + 348 

de donde, 

R 3 = 1407 N Resp. 

Evidentemente, este metodo puede arrastrar y aumentar cualquier error numerico que 
se cometa inicialmente y es largo y fatigoso si la viga tiene mas de tres claros. El segundo me- 
todo evita los inconvenientes senalados y da los resultados de forma tal que se pueden apli- 
car facilmente al trazado del diagrama de fuerza cortante. Este metodo se basa en aislar cada 
claro y determinar sus reacciones en los extremos. En cada apoyo intermedio se sumaran las 
dos reacciones que corresponden al claro de cada lado. 

En la seccion 8-2 y figura 8-1 se ha visto que cualquier tramo se puede separar del resto 
de la viga quedando en equilibrio como cuerpo libre si se aplican en sus extremos las fuerzas 
y mementos resistentes apropiados. El tramo aislado se puede considerar como una viga 
apoyada simplemente en sus extremos y sometida a dos estados de carga; el real, que actua 
sobre el tramo, mas otro en el que las unicas cargas son los momentos de continuidad aplica- 
dos en sus extremos. En la figura 8-10 se representa el claro 2 de la figura 8-9 aislado como 
viga simple y en 8-9b y c, los dos estados de carga indicados. Como los momentos M 2 y M 3 


onn y- 7 

= 400 X 3 + ■ - — + 600 + 700 
= 1200 + 1200 + 600 + 700 
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son negativos, actuan como muestra la figura, en la que solo aparece su valor absoluto. La 
magnitud V 2 es la fuerza cortante vertical en la viga, a la derecha de R 2 , y es igual a la reac- 
cion total del claro 2 en este punto. La magnitud V 3 seria la fuerza cortante en la viga, a la iz- 
quierda de R 3 , y F_ 3 , igual y opuesta a la fuerza cortante, la reaccion total del claro 2 en su 
extremo derecho. 

Superponiendo los estados de carga (b) y (c) de la figura 8-10 se reproduce el estado ini- 
cial (a). Por tanto, las reacciones V 2 y P_ 3 se obtendran sumando las reacciones de los esta- 
dos (b) y (c). En este ejemplo, M 3 es numericamente mayor que M 2 , por lo que el par total 
que actua en la viga (c) tiene el mismo sentido del reloj y debe ser equilibrado por otro igual, 
pero con sentido opuesto, producido por las reacciones R ' y que viene dado por: 


R'L 2 = m 3 - m 2 


o bien 



La reaccion R ' , debida a los momentos, actua hacia arriba en el extremo donde el mo- 
mento (negativo) es mayor en valor absoluto, y hacia abajo en el extremo opuesto. En la su- 
ma algebraica que se ha de hacer despues con las reacciones, se consideran positivas cuando 


actuan hacia arriba y negativas cuando lo hacen hacia abajo en el extremo opuesto. En la su- 


ma algebraica que se ha de hacei despues con las reacciones, se consideran positivas cuando 
actuan hacia arriba y negativas cuando lo hacen hacia abajo. 

Generalizando lo expuesto, se puede establecer que las reacciones R\ en un claro, 
vienen dadas por: 



(8-2) 


1200 N 



• 610 
N*m 


M 3 = ( a ) Diagrama de cuerpo libre 

£ in del tramo 2 


3 


W= 1200 N 



(b) Viga simple con 
la carga distribuida 


800 N 


400 N 



(c) Momentos de continuidad 
y reacciones 


i?'=55N 


= 55 N 


Figura 8-10. Estados de carga en que se descompone el tramo 2. 
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R' R' R' R’ 


(a) Momentos de continuidad (b) Momento negativo M m y 

negativos y momento positivo M m 

Figura 8-11. La reacci6n debida a los momentos de continuidad actua hacia arriba 
en el extremo de mayor momento negativo. 


en donde M m es el mayor valor absoluto del momento de continuidad en el tramo, M m es el 
menor y L la longitud del claro. Como regia, se puede decir que R' actua hacia arriba en el 
extremo donde actua M m y hacia abajo en el opuesto. Esto suponiendo que los dos momen- 
tos de continuidad sean negativos, pero si uno de ellos es positivo, el negativo se considerara 
como Mm y el positivo como M m , * pero cambiando el signo menos de la ecuacion (8-2) por un 
signo mas. En la figura 8-11 se observa claramente esta forma de actuar. 

En la figura 8- 12a se representa la manera mas conveniente de ordenar e indicar los va- 
lores de las reacciones como viga simple, que suelen llamarse isostaticas, y las R' debidas a 
los momentos, que suelen llamarse hiperestaticas o de continuidad. Los valores de estas ulti- 




Figura 8-12. Metodo II para el calculo de reacciones y trazado del diagrama de fuer- 
za cortante. 


* N. de T. Es preferible decir que las reacciones R ' se determinan por las ecuaciones de equilibrio estatico aplicadas al 
estado de cargas de la figura 8- 10c, lo que lleva a la siguiente regia, como puede comprobarse faciimente: La reaccidn 
R' en cada extremo del claro es igual, en magnitud y signo (hacia arriba , posit iva) al momento opuesto menos el 
propio (ambos con sussignos), dividiendo entre la longitud. Asi, pues, R/ = M d — MJL , y R d ' = Mi — M d /L, en 
donde los subindices i y d indican extremo izquierdo y derecho,_ respectivamente, No hay que preocuparse de si es 
mayor, menor, positivo o negativo, sino poner simplemente cada momento con su signo. 
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mas se calculan como sigue, en donde el subindice indica el claro en el que actuan, y son posi- 
tives (actuan hacia arriba) en el extremo donde esta el maximo momento negative. 




L 


610 - 445 
3 


Ahora se puede trazar facilmente el diagrama de fuerza cortante, como se observa en la 


figura 8- 12b. Como la fuerza cortante a la izquierda de un apoyo (a la derecha del claro) es 
igual y opuesta a la reaccion, se ha de cambiar el signo obtenido en el apoyo derecho de cada 
claro para tener el valor de la fuerza cortante. El valor de la reaccion total en cada apoyo es 
la suma, con su signo, de los valores de las reacciones a la izquierda y a la derecha de cada 
apoyo y, en el caso que se considera, se tiene 


R x = 639 N 

r 2 = 561 + 745 = 1306 N 
r 3 = 455 + 952 = 1407 N 
r 4 = 348 N 


que coinciden con los valores hallados por el primer procedimiento. 


PROBLEMAS 

En los problemas siguientes, hallar las reac- Resp. M 2 = — wL 2 / 8; R x — R 3 — f wL; 
ciones y trazar los diagramas de fuerza cortante. ^ =-wL 

Despues, determinar los valores maximos de la 2 4 " 


fuerza cortante, y el valor m&ximo positivo del 


829. Una carga uniforme sobre una viga de 


momento flexionante. A1 resolver los problemas, tr£S tramos iguales como indica la figura P _ 829 . 

t f A Wl n /M HA o A -t zi 4 Al H A 1 /A A /A •» 9 /A 1 1 +1 ll A *• 1 /An 


y a menos que se indique lo contrario, utilizar los 
resultados obtenidos en los problemas de referen- 
da. 


w N/m 


828. Una viga continua de dos tramos 
iguales que soporta una carga uniforme sobre to- 
da ella como se indica en la figura P-828. 


■ z 


R 


tv N/m 


Figura P-829. 


1 


Resp. M 2 = M 3 

R x = R 4 = 0.4 wL; R 2 = R 3 = 1.1 wL 


r 2 

Figura P-828. 
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830. Viga continua del problema 814. 

831. Viga continua del problema 817, en la 
que M 2 = 156 N • m. 

Resp. R 2 = 109 N; max M + = 452 N * m 

832. Viga continua del problema 824. 

833. Viga continua del problema 825 en el 
que M 2 = -2.04 kN • m v M 3 - - 2.81 kN * m 


834. Viga continua del problema 826. 

Resp. R 2 = 6.04 kN; * 3 = 9.46 kN; 
m&x. M + = 3.15 kN • m 

835. Viga continua del problema 827, en el 
que M 2 — — 1.895 kN • m y M 3 = -16.42 
kN • m. 

836. En la viga continua de la figura P-815 
calcular la longitud * de los voladizos de manera 
que las tres reacciones sean iguales. 

Resp. x = 0.44L 


8-6. VIGAS CONTINUAS CON LOS EXTREMOS 
EMPOTRADOS 

En las vigas continuas con los extremos empotrados, como se demuestra en seguida, el 
empotramiento se puede suponer equivalente a un tramo imaginario, con una carga asimis- 
mo imaginaria. La ecuacion de los tres momentos se aplica exactamente igual, incluso al tra- 
mo imaginario, pero teniendo en cuenta que todos los terminos que se refieren a este ultimo 
son nulos. 

En la figura 8-1 3a se representa el ultimo tramo de una viga continua cuyo extremo B esta 
empotrado. Los valores M t y V t se deben a las cargas que actuan en el resto de la viga a la iz- 
quierda de V x . El extremo B se supone empotrado horizontalmente, es decir, la tangente a la 
elastica en B es horizontal. El efecto de un empotramiento se puede sustituir por el efecto de 
otra viga simetrica y simetricamente cargada, como si B fuera un espejo, como se ipdica en la 
figura 8- 13b. En efecto, debido a la simetria de forma y carga, la tangente a la elastica en B 
seria horizontal sobre el apoyo, lo mismo que si se tratase del empotramiento real existente. 
Al aplicar la ecuacion de los tres momentos a los claros 1 y 2 de la figura 8- 13b se obtiene 

6^4 , a, 6^4 ->b~> 

MjLj + 2 M 2 {L x + L 2 ) + M 3 L 2 + — A-I + — = 0 (a) 

L/j 1^2 

Extremo 


P emp< 

4 a 1 b 

otrado P P 

W/J M 1 1 ' Mi 

& 1 rA . « J b b t o A'X 

L_ t : 

1 

V 

i 

__"A * 

, 1 , » 

r L 

(a) 

r (Tramo 1) ^ 

a 

^ Ju >•* 

, (Tramo 2) A 

12 *1 

3 ) 


Figura 8-13. Un extremo empotrado equivate a un tramo imaginario. 
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Sustituyendo los valores que aparecen en la figura, 



o bien 



Dividiendo por 2, 



(b) 


Esta ecuacion ( b ) se hubiera podido obtener directamente de la ecuacion (a) anulando los ter- 
minos que se refieren al tramo imaginario 2. Demostrado este principio, apliquemoslo a va- 
rios casos concretos. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

837. Determinar los momentos en los apoyos de la viga estaticamente indeterminada de 
la figura 8-14 en la que el extremo B esta perfectamente empotrado. 



400 N/m 



X//,', (Tramo 2) | 

V 2 (Imaginario) R 3 


(Tramo 1) 


Figura 8-14. 


Solucion: Este problema, aunque se puede resolver por el metodo de las areas de momentos, 
se va hacer mas facil y rapido considerandolo como viga continua con un extremo empo- 
trado. 

La ecuacion de los tres momentos aplicada a los tramos 1 y 2 cuyos soportes estan al 
mismo nivel permite escribir: 



El momento en R t debido al voladizo es 


A/j = — (400 x 1) X | = -200 N • m 
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Anulando todos los tqrminos que se refieren al claro 2, y teniendo en cuenta que, segun la 
Tabla 8-1, 6 A 1 a l /L l = wL*/4, la ecuacion (a) se reduce a la siguiente: 


- 200 X 4 4 2M 2 X4 + 


400 X 4 3 


= 0 


de donde 


M 2 = -700 N- m 


Resp. 


838. Determinar los moment os en los apoyos de la viga continua de la figura 8-15. Am- 
bos extremos estan perfectamente empotrados. 


400 N 


1 ( 0 ) 


2 m 


2 m 


j (Tramo 0) ^ 

R 0 (Imaginario) V\ 


" \ 

( 1 ) 


600 N/m 




4m fN 3m / y/ 

(2) (3) ^ (4) ; 

(Tramo 3) ' 

(Tramo 1) ^2 (Tramo 2) V$ (Imaginario)^ 4 


Figura 8-15. 

Solution: Los empotramientos equivalen a los tramos imaginarios 0 y 3. Escribamos la 
ecuacion de los tres moment os para los claros 0 y 1, para 1 y 2 y para 2 y 3: 


M 0 L 0 4 2M X (L 0 4 L x ) 4* M 2 L x 4 


AfjLj 4 2M 2 (L, 4 L 2 ) 4* M 2 L 2 4 


6A n a i 


o u o 


6A x a x 

”^T 


M 2 L 2 + 2 M 2 (L 2 4 L 3 ) 4 M 4 L 3 4 


c 

II 

O 

(a) 

6/1,6, 


o 

II 

*4* 

(b) 

6A 2 b 2 



(c) 


Al sustituir valores anularemos los terminos de estos claros imaginarios. 
En la Tabla 8-1 se tienen los valores siguientes: 

= J±( L 2 _ b 2) = 400 x 2 (16 - 4) = 2400 N • m 2 
Ju x Ju 4 

_ a 2) = (16 - 4) = 2400 N -m 2 

JLt i Ju 4 


& A 2^2 


6A 2 b 2 wL 3 600 X 3 3 


= 4050 N • m 2 


4 


4 
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Sustituyendo en la ecuacion de los tres momentos, 


De la ecuacion (a): 

8 A/, + 4A/ 2 + 2400 = 0 

(d) 

De la ecuacion ( b ): 

4 M, + 14M 2 + 3A/ 3 + 6450 - 0 

(e) 

De la ecuacion (c): 

3A/ 2 + 6 M y + 4050 = 0 

U) 

Resolviendo el si sterna 




M x — — 147 N • m, M 2 = -307 N-m, M 3 =-522 N’m Resp. 


PROBLEMAS 


En los siguientes problemas se supone que 
k)s empotramientos de los extremos de las vigas 
son perfectos. A menos que se diga lo contrario, 
los apoyos estan al mismo nivel. 

839. Determinar la reaccion en el apoyo en 
la viga de la figura P-839. 


P P 



Figura P-839. 

840. En la viga empotrada y apoyada de la 
figura P-840, determinar la reaccion en el apoyo 
y el momento flexionante maximo positivo. 



m 

1200 N/m 


1mA 2 m 2 m 

m 


R 


Figura P-840. 


Resp. R = 2.96 kN; M = 696 N • m 

841. Determinar el momento en el empotra- 
miento y la reaccidn en el apoyo en la viga de la 
figura P-841. 



Resp. M — - 1.35 kN * m; R - 2.33 kN 

842. Determinar el momento en el empotra- 
miento y la reaccion en el apoyo en la viga em- 
potrada y apoyada de la figura P-842. 



Figura P-842. 



843. Para la viga de la figura P-843, deter- 
minar el momento de y la reaccion en el apoyo. 

Resp. M = - 1566 N • m; R = 359 N 
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844. Determinar la reaction en ei apoyo de 
la viga de la figura P-844. 


6kN 



Figura P-844. 


848. Determinar los momentos en los apo- 
yos y las reacciones en la viga continua de la figu- 
ra P-848. 



Figura P-848. 


845. Calcular los momentos en los apoyos y 

empotramientos en la viga de la figura P-845 $ 49 , Calcular los momentos en los apoyos 

y trazar el diagrama de fuerza cortante. d e i a viga de la figura P-849. 


800 N 900 N 




I 

m 


600 N/m 



2 m | 

t 4 ” 1 

| 2 m 2 m 



R 1 R2 ^3 



Figura P-845. 


Resp. M x — — 300 N ■ m; M 2 — - 1500 N-m; 


846. Dibujar el diagrama de fuerza cortante 
en la viga continua de la figura P-846. 



Figura P-846. 

Resp. M 2 = -2.52 kN • m; M 3 - + 733 N * m 


M 3 = — 2700 N • m 

850. Determinar los momentos en los apo- 
yos de la viga cargada como indica la figura 
P-850. 



847. Calcular los momentos en los apoyos y 
trazar el diagrama de fuerza cortante en la viga 
de la figura P-847. 



Resp. M j = 


m 2 = 


m 3 = 


wL 2 

2 4- 3a 

8 

3 + 3a ’ 

wL 2 

2 

8 

3 + 3a ’ 

wL 2 

1 

8 

3 + 3a 


Figura P-847. 
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851. Sustituir la carga distribuida, del 854. Calcular los momentos en los apoyos 

problema anterior, por una carga concentrada P en la viga cargada como indica la figura P-854, 
en el centro del claro y calcular los momentos en 
los apoyos. 


Resp. 



850 y 85 1 para confrontar la solution del ejemplo 


838. 



M 2 = M 3 


wL 2 2 
12 2 4- ot 


855. Sustituyendo la carga repartida del 
problema anterior por una carga concentrada en 
el centro del claro, determinar los momentos en 
los apoyos. 


Figura P-853. 

853. En la viga continua de la figura P-853, 
determinar los momentos en los apoyos y en los 
empotramientos. Trazar el diagrama de fuerza 
cortante y calcular el momento flexionante maxi- 
mo positivo. Indicacidn: Aprovechar la simetria. 


856. En la viga representada en la figura 
P-856, determinar los momentos en los apoyos. 
Trazar el diagrama de fuerza cortante y calcular 
el valor del maximo momento positivo. 

Resp. M 2 — - 4460 N • m; 

M 3 = - 661 N-m; M 4 = - 3270 N-m 



8-7. DEFLEXIONES (U ORDENADAS DE LA ELASTICA) POR LA 
ECUAClPN DE LOS TRES MOMENTOS 

Antes de iniciar el estudio de la aplicacion de la ecuacion de los tres momentos a la eva- 
luation de deflexiones, insistamos en algunos aspectos y caracteristicas de esta ecuacion. 

La ecuacion de los tres momentos expresa una relation entre los momentos flexionantes 
en cualesquiera tres puntos de una viga cualquiera. Los tres puntos determinan dos tra- 
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mos en la viga, y los terminos 6A{a l /L l y 6/1 2 ^ 2 /^ 2 de la ecuacion se refieren al area de mo- 
mentos flexionantes que producen las cargas aplicadas a estos tramos si se suponen apoyados 
en sus extremos. Las alturas h x y h 3 son las alturas de los puntos 1 y 3 respecto de la horizon- 
tal que pasa por 2 (vease Fig. 8-3) y se consideran positivas si estan por encima y negativas si 
estan por debajo de esa horizontal. 

El metodo general para determinar ordenadas de la elastica o deflexiones es elegir los 
puntos 1 , 2 y 3 de manera que una (o las dos) de las alturas h x y h 3 sean igual a la ordenada o 
defies on buscada. Esto ocurre cuando dos de los puntos se toman sobre dos apoyos y el ter- 
cero en el punto cuya ordenada se trata de calcular. Previamente se han de conocer o calcular 
los valores de los momentos en estos tres puntos. Los ejemplos que siguen aclaran y detallan 
el metodo por seguir. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

857. Aplicar la ecuacion de los tres momentos a la determination del valor de Eld a 1 m 
del apoyo izquierdo de la viga cargada como indica la figura 8-16. 


(1) 

f v 

O J- 9 

! 


111 4^ Ail 

(3) 


900 N/m 

/♦ 

AM 



1 h 3 

Ml 

(2)^ 

-1 . ... 9 m k 

T 

R 2 




(Tramo 1) (Tramo 2) 


Figura 8-16. 


Solution: La linea punteada representa, muy exageradamente, la elastica de la viga. Consi- 
deremos como punto 2 el punto en el que se trata de determinar la deflexion y como puntos 1 
y 3 los apoyos. En estas condiciones, las alturas h t y h 3 son iguales entre si y a la deflexion pe- 
dida, y como los puntos 1 y 3 estan por encima del punto 2, estas alturas son positivas. Los 
segmentos en que queda dividida la viga por los tres puntos se llamar&n tramo 1 y tramo 2. 

La ecuacion general de los tres momentos es: 


M l L ] + 2M 2 {L } + L 2 ) + 


M 3 L 2 4* 


6A x a x 


6A,b 


2 U 2 



Como el tramo 1 esta libre de cargas, 6A t a /L t es cero. Para el tramo 2 se aplica el caso 5 de 
la Tabla 8-1, es decir, 


6 A 2^2 

~TT 


wd 2 

Tl 


(2 L 2 - d 2 ) = 


900(2) 2 
4(3) ( 


X 9 - 4) = 4200 N • m 2 


Tomando momentos respecto de R 2 se obtiene Ri = 450 N y, por tanto, el momento fle- 
xionante en el punto 2 es A/ 2 = 450 N x 1 = 450 N • m. Ademas, = M 3 = 0 y = h 2 - 
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5. Sustituyendo en la ecuacion (a) resulta 

0 + 2(450)(1 + 3) + 0 + 0 + 4200 = 6£/(y + |J 

de donde 

E1S = 975 N • m 3 Resp. 

858. Calcular el valor de EI6 bajo la carga de 200 N en la viga continua de la figura 

8-17. 


500 N 



Solution: La viga es la misma del problema 811 en el que se determinaron los momentos de 
continuidad. El punto 0 de la elastica es ah ora el punto 1, por lo que h 0 = -<5 y h 2 = 0. Se- 
gun el problema 811, M 0 = 0 , M 1 - -300 N • m y M 2 = -645 N • m. 

La ecuacion de los tres momentos permite escribir: 


MqLq + 2A/,(Z. 0 + £.]) + M 2 L t 


En este caso, el tramo 0 esta descargado, por 
la Tabla 8-1 da 


6 ^ 1 , 6 , 

L, 



1 _ 

60 



lo que 6y4 0 a 0 /£ 0 = 0. En el tramo 1 , el caso 3 de 

X 800 x 27 = 2520 N • m 2 


Sustituyendo valores resulta: 

2( — 300)(1.5 + 3) + (-645) X 3 + 2520 = + o) 


de donde 


EI8 = 529 N • m 3 Resp. 

El valor positivo del resultado indica que la deflexion tiene el sentido supuesto, es decir, ha- 
cia abajo. 
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PROBLEMAS 


859, Determinar el valor de Eld bajo P en la 
figura P-859. iQue se obtendria si P se sustituye- 
se por un par con sentido del reloj A/? 



862. Determinar el valor de Eld en B en la 
viga de la figura P-862. 

Resp. EIS = - ^-(4L — 3 a)(L — a) 

863. En la viga representada en la figura 
P-863, determinar el valor de Eld en el centro del 
claro y en en el extremo izquierdo. 


Figura P-859. 

Resp. E/S EIS = — — ^ 

3 6 

860, Determinar el valor de Eld en el extre- 
mo del voladizo y en el punto medio del claro en 
la viga de la figura P-860. 





w N/m 

-4 

a ^ b — - 


Figura P-860. 


861. Para la viga de la figura P-861, deter- 
minar el valor de Eld a 1 m y a 3 m del apoyo iz- 
quierdo. 


800 N 

I M = 600 N* m 


1 m \ 

r 2m 

1 m 

i 1 

i* ■ 


R 1 R 2 


Figura P-861. 
Resp. 900 N • m 5 ; 767 N • m 5 


4kN 



2 kN/m 


2 m i 

| 2m 

2m ' 


R i R 2 

Figura P-863. 


864. Una viga de 6 m de longitud, simple- 
mente apoyada a 1 m de cada extremo, soporta 
una carga uniformemente distribuida de 800 
N/m sobre toda su longitud. Calcular el valor de 
Eld en el centro y en los extremos. 

865. En la viga de la figura P-865 calcular el 
valor de Eld en el punto x = 3 m y en el extremo 
del voladizo. 



Figura P-865. 



B w N/m 


Resp. En el extremo, Eld = 813 N • m 3 hacia 
abajo. 

866. Determinar el valor de Eld en el centro 
del claro en la viga de la figura P-866. 


Figura P-862 . 
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867. En la viga de la figura P-867, calcular P-869 sabiendo que M 2 = -2040 N • m y M 3 = 

el valor de P que produzca una deflexion nula ba- - 2810 N ♦ m. 

jo esta fuerza. 



Figura P-867. 


Resp. P = 489 N 

868. Determinar el valor de Eld en el centro 
y en los extremos de la viga cargada como indica 
la figura P-868. 



Resp. En los extremos. Eld = 10.9 kN • m 3 hacia 
arriba 


Resp. Eld = 120 N * m 3 hacia arriba 


870. Calcular el valor de Eld en el extremo 
volado de la viga de la figura P-870 sabiendo que 
el momento en el empotramiento es 4- 1100 
N ♦ m. 



Figura P-870. 

871. La viga continua de la figura P-871 es- 
t& apoyada en su extremo izquierdo en un resorte 
cuya constante es de 50 kN/m. En la viga, E - 
10 x 10 9 N/m 2 e / = 40 x 10 6 mm 4 . Calcular la 
deflexibn del resorte. 


6 kN 



Resp. d = 79.4 mm 


869. Hallar el valor de Eld en el centro del 
primer claro de la viga continua de la figura 


872. Repetir el problema anterior intercam- 
biando las cargas en los claros. 
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A 



L 


y t 



L 


(b) 


Figura 8-18. Momentos transmitidos y rigidez de la viga. 


8-8. DISTRIBUCION DE MOMENTOS: 

METODO DE CROSS 

Las tecnicas modernas de calculo y diseno de estructuras se basan en un metodo de 
aproximaciones sucesivas popularizado por Hardy Cross*. Este metodo, que se conoce con 


el nombre de metodo de distribution de momentos o metodo de Cross, se aplica al calculo de 


todo tipo de estructuras de nudos rigidos. Su aplicacion a las vigas continuas sirve para ini- 
ciar al lector en el estudio de esta poderosa herramienta del ingeniero de estructuras. 

Se necesitan algunos conceptos preliminares. El primero es el del momento transmitido , 
que se define como el momento que se produce en el extremo empotrado de una viga por la ac- 
tion de otro momento aplicado al otro extremo (articulado). Consideremos la viga empotra- 
da y articulada de la figura 8-1 8a. Si se aplica en B un momento M B , la viga se deforma como 
se indica, y se produce cnA un momento M A de empotramiento. El diagrama de momentos, 
trazado como se expuso en la section 7-5, se indica en la figura 8- 18b. Aunque M A es real- 
mente negativo, dada la curvatura de la elastica en A, es conveniente considerarlo positivo 
como se ha dibujado; de esta manera, la solution que se obtenga dara no solo su valor, sino 
tambien su signo (negativo) correcto. 

La desviacion de B con respecto a la tangente trazada por A es nula debido al empotra- 
miento perfecto en A. Por tanto, 


[EIt B/A = (area)^ • x B ] 0 


de donde 



(8-3) 


El resultado demuestra que en un momento aplicado en la articulacion B transmite al em- 
potramiento A un momento de valor igual a un medio de aquel y de signo contrario. 


* Ver los estudios de Cross «Continuity as a Factor in Reinforced Concrete Design», Proc. A.C.I., 1929, pags. 
669-711; «Simplified Rigid Frame Design», Proc. A.C.I. , 1930, Vol. 26, pags 170-183; «Analysis of Continuous 
Frames by Distributing Fixed End Moments», Trans. A.S.C.E. , 1932, Vol. 96 pags. 1-156. Vease tambien el librode 
Hardy Cross y N. D. Morgan, Continuous Frames of Reinforced Concrete , Wiley, Nueva York, 1932. 
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Un segundo concepto por introducir es el de rigidez de la viga , q-ue es el momento nece- 
sario en el extremo apoyado para producir un giro unitario en este extremo permaneciendo el 
otro empotrado. Esto no qulere decir que se vaya a producir realmente un desplazamiento 
angular en la viga, sino simplemente que se trata del momento por unidad de giro. 

La pendiente en B se obtiene por el teorema del area de momentos y se expresa en fun- 
cion del diagrama de la figura 8- 18b: 


[EI8 aB = (area) , 4 s] 


Eie = {m a l +\m b l 


Sustituyendo M A por — y M B de la ecuacion (8-3): 



Haciendo 6 = 1 radian, se obtiene el valor de la rigidez absoluta de la viga, que depende de la 
relation I/L, asi como del modulo elastico E. Se representa por K a y su valor se explica por: 



(8-4) 





Figura 8-19. Descripci6n cualitativa del metodo de distribucibn de momentos. (a) 
Estado real de carga. (b) Momentos de empotramiento perfecto ( MEP ) producidos 
por P y Q suponiendo fijo (giro impedido) el nudo B. (c) A1 soltar B (giro 
permitido), se distribuye la diferencia entre los MEP en B de acuerdo c^n la rigidez 
de AB y BC y se producen momentos transmitidos. Observese que ^izq debe ser igual 
a 0 d er P°r la continuidad de la viga. (d) Los momentos finales son la suma algebraica 
de los valores de (b) y (c). 
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Sin embargo, como en muchas estructuras E es constante, unicamente se precisa una medida 
relativa de la rigidez o resistencia al giro de la seccion. Esta medida se llama rigidez relativa , 
o simplemente rigidez de la viga y viene dada por: 



Ahora ya se puede describir cualitativamente el metodo de distribucion de momentos. 

La viga continua de la figura 8- 19a esta perfectamente empotrada en A y C y simple- 
mente apoyada en B, Supongase que, de momento, la viga no puede girar en B , como si estu- 
viera empotrada (nudo fijo), por lo que los tramos AB y BC trabajan como dos vigas perfec- 
tamente empotradas en sus extremos, sometidas a las cargas P y Q, respectivamente, y en las 
que apareceran los momentos de empotramiento correspondientes. Supongamos que tales 
momentos, que se llaman momentos de empotramiento perfecto (MEP), tienen los valores 
indicados en la figura 8- 19b. 

Soltemos la sujecion que impedia girar a B\ la diferencia entre los MEP a uno y otro la- 
do del nudo da lugar a un momento de 30 N • m que, al no estar equilibrado, hace girar al nu- 
do B como indica la figura 8- 19c hasta que se equilibran los momentos a uno y otro lado. Es 
evidente que el momento a la izquierda de B se incremental en alguna cantidad, por 
ejemplo, 20 N • m y el de la derecha disminuira en 10 N • m, que es la diferencia respecto de 
30, desequilibrio inicial de los MEP. Se observa, pues, como el momento no equilibrado se 
distribuye entre los dos tramos al permitir el giro de B. La rotacion de B producida por estos 
momentos distribuidos induce en A y C momentos transmitidos de la mitad de su valor y de 
signo contrario. En la figura 8- 19c se indica con unas flechas la transmision de estos momen- 
tos. 

El momento de 30 N • m (diferencia de MEP) en B se distribuye entre las dos vigas de 
forma que ambas han de tener el mismo angulo de rotacion en B , lo que indica que un mo- 
mento no equilibrado se distribuye proporcionalmente a las rigideces de las vigas adyacentes 
y, por tanto, cada una de dichas vigas tendra un coeficiente o factor de distribucion , FD , de- 
finido por: 


FD - £ (8-6) 

siendo K la rigidez de la viga y LK la suma de las rigideces de todas las vigas que concurren en 
un nudo. Si las vigas son del mismo material, como es corriente, basta con emplear la rigidez 
relativa, y si ademas tienen la misma seccion, el valor de K relativo es inversamente propor- 
cional a la longitud (ecuacion 8-5). Al distribuir los MEP , el objetivo es llegar al equilibrio en 
el nudo B , libre de girar. 

Los momentos totales de‘la figura 8-19d se obtienen por superposition de los MEP de la 
figura 8-19b y de los momentos de distribucion y de transmision de la figura 8-19c. 

REGLAS DE SIGNOS 

En el estudio realizado se han considerado los signos de los momentos convencionales. 
Este metodo requiere que los momentos transmitidos sean de signos contrarios y, con fre- 
cuencia, conduce a cierta confusion al tenerse que fijar muy atentamente en el signo del mo- 
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Pi Pi 



(a) Signos basados en los 

momentos convencionales de 
empotramiento 

Figura 8-20. Diferencia 


Pl P-2 



(b) Signos basados en el sentido de 
rotacion de los momentos 
de empotramiento 
convenciones de signos. 


nento no equilibrado que se ha de distribuir, especialmente cuando se trata de un nudo en el 
cue concurren mks de dos barras. 

Se puede aumentar la precision en los calculos, al mismo tiempo que se elimina la confu- 
ion aludida, si se emplean signos convencionales basados en el sentido de rotacion de los 
momentos en los extremos. 

Con este criterio, se consideran positivos los momentos que actuan en una viga en senti- 
do contrario al del reloj, y los pares en sentido del reloj, negativos. Como consecuencia, 
tienen lugar dos modificaciones importantes. La primera es que los momentos transmitidos 
son del mismo signo. La segunda es que al distribuir el momento no equilibrado en cada nu- 
do, los momentos distribuidos son del mismo signo y estan aplicados de forma que la suma 
algebraica de los momentos totales en cada nudo es nula. Finalmente, como consecuencia di- 
recta de la citada regia, en una viga doblemente empotrada que soporta cargas hacia abajo, 
como en la figura 8-20, los MEP son positivos en el extremo izquierdo y negativos en el de- 
recho. 

Resumiendo, el metodo de distribucion de momentos tiene las siguientes fases: 

L Se supone que todos los nudos son rigidos y se calculan los momentos de empotra- 
miento perfecto {MEP) para cada claro, considerado como viga empotrada en sus extremos. 
La Labia 7-2 ayudara al calculo de estos MEP. 

2. Se deja girar libremente a cada nudo y se distribuye el momento no equilibrado entre 
todas las barras adyacentes, por medio de los factores de distribucion, ecuacion (8-6). A con- 
tinuaclon, se vuelve a bloquear el nudo contra el giro. 

3. Una vez distribuido el momento no equilibrado, se transmite su mi tad con el mismo 
signo al otro extremo de cada barra. 

Esto completa un ciclo de distribucion. Las fases 2 y 3 se repetiran, en general, debido al 
nuevo desequilibrio producido por los momentos transmitidos. El procedimiento se realiza 
iterativamente hasta que los momentos transmitidos sean nulos o despreciables. El c&lculo 
concluye con una distribucion, no con una transmision. La exactitud del resultado depende- 
rk del numero de iteraciones. En general, no son necesarios mks de cuatro porque el dese- 
quilibrio producido por los momentos transmitidos decrece rapidamente. 

Los siguientes ejemplos muestran la forma de disponer los calculos con algunas modifi- 
caciones y simplificaciones del metodo. 
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

873. La viga continua de la figura 8-21 es de seccion constante y homogenea y esta per- 
fectamente empotrada en sus extremos. Calcular los momentos en los apoyos. 


i 

4500 N 

1 


/ s / 

4 

4 m y 2 m 

6000 N/m 

VI - ^ 

II 

Hi 

A Bi 

— . . _ /-* — 1 

[- lm c „ 

1 

^ b m n 


FD 

0 0.4 

0.6 0 

MEP 

Transmision 

+ 2000 -4 000 

^-1600 

— 800 

+ 8 000 -8 000 
-2400^ 

^-1200 

Momentos 

finales 

+ 1200 -5600 

+ 5600 -9200 


Figura 8-21. 


Solucion: Aunque I es desconocido, conviene tomarlo como el rrnnimo comun multiplo de 
las longitudes de los claros, 12 en este caso, con lo que los valores de las rigideces relativas A' 
= I/L seFan numeros enteros y sencillos. Los factores de distribution se calculan por la 
ecuacion (8-6) y se indican en el cuadro de la figura. 

Suponiendo que todos los nudos son fijos, mediante la Tabla 7-2 se obtienen los valores 
de los MEP : 


Tramo AB : 


Tramo BC : 


- - — - - 4500(4 j (2 r = -2000 N • m 

L 2 (6) 2 

^ = _ 4500(^ = _ 4()()0N . m 
L 2 (6 f 

Mb = “ IF = 


6000(4) 2 

12 


= — 8000 N • m 


Con la convention de signos establecida, se ha supuesto signo positivo a ios momentos de la 
izquierda del claro y signo negativo a los de la derecha. 

A1 dejar libre el nudo £, el momento desequilibrado es 8000 - 4000 = 4000 N * m, por 
lo que el momento a distribuir entre las barras es 4000 N • m para que la suma total de mo- 
mentos en B sea nula, como se ha dicho. Utilizando los valores de los FD , a la izquierda de B 
le corresponde 0.4(4000) = 1600 N • m y a la derecha 0.6(4000) = 2400 N * m. Ahora se 
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transmiten la mitad de dichos valores, con su mismo signo, a los extremes opuestos. Asi, 
pues - 1600 aplicado a la izquierda de B transmite -800 a A, y -2400 aplicado c la de- 
recha de B transmite - 1200 a C. 

Como Ay C estan perfectamente empotrados, y asi han de quedar, absorben estos mo- 
mentos transmitidos y la distribucion ha concluido. Los valores finales del momento en cada 
apoyo se obtienen sumando algebraicamente para cada uno los valores de la columna verti- 
cal que se indican en el cuadro. Si se quiere, estos momentos finales se pueden convertir facil- 
mente en momentos fiexionantes convencionales, cambiando el signo a la izquierda de cada 
tramo. 

874, La viga continua de la figura 8-22 soporta las mismas cargas que la del problema 
anterior, pero los extremos Ay C estan simplemente apoyados. Calcular los momentos en 
los apoyos. 




Figura 8*22. 


Solution: Se calculan los valores de K y de FD como en el problema anterior. Supuesto que to- 
dos los nudos son rigidos y fijos, los MEP se calculan como antes y se escriben en el cuadro. 

Ahora se dejan libres todos los nudos, lo que devuelve a la viga sus condiciones iniciales. 
El momento no equilibrado en cada nudo debe ser compensado y distribuido entre las vigas 
que a el concurren. En B , la distribucidn es igual a la descrita en el problema anterior. Pero 
al soltar los nudos A y C es como si se anadieran los momentos de —2000 y + 8000 N • m res- 
pectivamente, de manera que el momento total sea nulo en estos dos extremos (esto equivale 
a suponer un FD igual a la unidad en ambos extremos). Terminada esta distribucidn y vuel- 
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tos a fijar tod os ios nudos, los momentos distribuidos producen la transmision indicada con 
flechas, lo que introduce un nuevo desequilibrio en los nudos sensiblemente menor que el ini- 
ciaL 

Se vuelven a dejar libres los nudos; se distribuye el momento equilibrador y se vuelven a 
fijar los nudos, con lo que se completa otro ciclo de distribucion, y asi hasta que los momen- 
tos a transmitir sean despreciables o como en la 3° iteracibn, hasta que la suma de los mo- 
mentos transmitidos y de los distribuidos sea nula en todos los nudos. Las iteraciones poste- 


Ai 

*-£ 

6000 N/m 

| 9000 N/m 

2 m } 2 m 

fl 1 

-- A ... - 1 

\ i 1 

f ' 

-« 4 rn *■ 

© 

r 4m 1 

© 

© 

FD 

1 0.5 

0.5 0.5 

0.5 1 

MEP 

la. distribucibn 

+ 8000 -8000 

-8000 s- +2 500 

+ 3 000 -3000 

+ 2 500 -900 

+4 800 - 7 200 

-900 +7 200 

Transmisibn 

2a. distribucion 

+ 1250 -4000 

-1250 +2225 

-450 +1250 

+ 2225 -2425 

+ 3600 -450 

-2425 \ y +450 

Transmisibn 

3a. distribucion 

+ 1113 -625 

-1113 v x +919 

-1213 +1113 

+ 919 v ^ -669 

+225 -1213 

-669 +1213 

Transmisibn 

4a, distribucibn 

+460 ^ -557 

—460 +446 

-335 +460 

+ 446 -533 

+607 -335 

-534 +335 

I 

0 -7092 

+ 7 092 -4 704 

+ 4 704 0 


Soluci6n (a) Procedimiento normal 


«=l 

■Mw 

X 

II 

0 

© 

fxi=0 

FD 

1 3 

7 

4 4 

7 7 

f 

MEP 

Soltar A y D 

+ 8000 -8000 

-8000 ► -4 000 

+ 3000 -3000 

+4 800 -7 200 

+ 3600 -4 +7200 

MEP reajustados 
la. distribucibn 

0 -12 000 

+ 3 857 

+ 3 000 -3000 

+ 5 143 -3086 

+ 8400 0 

-2314 

Trans mis ibn 

2a. distribucibn 

+ 661 

-1543 +2572 

+882 \ ^ -1470 

-1102 

Transmision 

3a. distribucibn 

+ 315 

-735 +441 

+420 . , -252 

-189 

Transmisibn 

4a. distribucibn 

+ 54 

-126 +210 

+ 72 -120 

-90 

Z 

0 -7113 

+ 7113 -4 705 

+ 4 705 0 


Solucibn (b) Procedimiento abreviado 

Figure 8-23. 
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riores ya no producirian efecto alguno, como ocurre con la cuarta. El calculo concluye con 
una distribucion, no con una transmision. 

875 . Aplicar el metodo de distribucion de momentos a la viga continua de tres claros 
con extremos apoyados de la figura 8-23. 

Solucion; Se siguen dos procedimientos. El primero, en (a), es el mismo del problema 874 para 
extremos apoyados. No es conveniente tratar como fijo un extremo que es libre, ni trasmi- 
tirle momento para luego volver a soltarlo. Es mas sencillo usar una modification en la cual 
el extremo libre, inicialmente supuesto.fijo, se deja libre solo una vez sin transmitirle mo- 
mento para una distribucion posterior. Para comprender el procedimiento, veamos como 
influye en los calculos un momento de distribucion en B que se transmita a A y luego vuelva 
a B . En la figura 8-24, el momento M transmite a A el momento y*M si A esta fijo. Si A es 
un apoyo, al soltarlo aparece el momento -M/2 en A que transmite a B otro de -M/A. La 
suma de estos valores da cero en A y 3M/4 en B. 


A BCD 



Figura 8-24. Modificacibn de la distribucibn en B para evitar la transmisibn de mo- 
mentos al extremo simplemente apoyado A. 


Si se modificara, pues, la distribucion en B, de manera que solamente le correspondiera 
al tramo izquierdo 3M/4 en lugar de M, sin transmitir el momento a A , el resultado se hu- 
biera obtenido directamente. En otras palabras, si la rigidez de AB se multiplica por 3/4, la 
distribucion en B se modifica de manera que no hay que transmitir momento alguno a A. 

Este metodo abreviado se aplica a la segunda solucion (b) de la figura 8-23 . Para empe- 
zar, se reducen A y D a extremos apoyados, una vez calculados los MEP como en todos los 
casos, soltandolos, lo que equivale a aplicar los momentos equilibradores de - 8000 y de 
+ 7200, en A y D, y transmitiendo a B y C las mitades correspondientes con el mismo signo, 
lo que modifica en estos puntos los MEP. El momento equilibrador se distribuye en estos nu- 
dos con arreglo a los nuevos factores de distribucion que habr&n sido determinados modifi- 
cando las rigideces de AB y CD como antes se ha explicado. Observese que ya no se transmite 
momento alguno ni A ni a D, y que se llega mucho mas rapidamente al resultado final para el 
mismo numero de iteraciones con este procedimiento que con el normal. 


876 . La figura 8-25 representa una viga continua como la del problema anterior, pero 
afiadiendo un voladizo en A y empotrando el extremo D. Los momentos de inercia de AB y 
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CD son de 20 unidades, mientras que el de BC es de 30 unidades. Las nuevas rigideces son 
K ab = 2, K bc = 3 y K cd = 2. Calcular los momentos en los soportes. 

Solution: Este problema aclara dos conceptos adicionales: (1) la section puede variar de 
uno a otro tramo, y esto hay que tenerlo en cuenta al calcular los valores de I/L para cada 


Tt* 

II 

>0N 

6000 N/m 

6000 N 

9000 N/m 

2 m | 2 m 

2 

1 

1.5 m j 


? , t 

‘ C D 

1 

£ 

1 

JX2 = © 

© 

"* 4 m +• 

© 

FD 

0 

1 3 

2 3 

3 5 

0 

f 0 

MEP 

-6000 

+ 8000 -8000 

+ 3 000 -3 000 

+4 800 -7 200 

Soltar A 

0 

-2000 ► -1000 



MEP reajustados 
la. distribution 

-6000 

+ 6000 -9000 

+ 2 000 

+ 3 000 -3000 

+ 4 000 -1080 

+4 800 -7 200 

-720 ^ 

Transmisibn 

2a. distribucibn 


+ 180 

-540 +2000 

+360 +1 200 

^ -360 

-800 \ 

Transmisibn 

3a. distribucibn 


+ 200 

-600 +180 

+400 -108 

^ -400 

_72 \. 

Transmisibn 

4a. distribucibn 


+ 18 

-54 +200 

+ 36 -120 

^ -36 

-80 

V 

-6000 

*6000 -6 602 

+6 602 -3128 

+3128 -7 996 

Solucibn (a) Procedimiento normal 


FD 

0 

1 1 

2 3 

3 5 

f 0 


MEP 

la. distribucibn 

-6000 

0 

+8000 -8000 

-2000 v +1667 

+ 3 000 -3000 

+3 333 s ^-1080 

+4 800 -7200 

-720 ^ 

Transmisibn 

2a. distribucibn 


^-1000 

+ 513 

-540 + 1 667 

+ 1027 ^^,-1000 

X -360 

-667 v 

Transmisibn 

3a. distribucibn 


+ 167 

-500 +514 

+ 333 ^ ^ -308 

^ -334 

— 206 ^ 

Transmisibn 

4a. distribucibn 


+51 

-154 ^ +167 

+103 -100 

^ -103 

-67 

2 

-6 000 

+ 6000 -6602 

+6602 -3140 

+ 3140 -7997 


Soluci6n (b) Otro procedimiento 

Figurd 8-25. 
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mo *. (2) El extremo en voladizo no ofrece resistencia alguna al giro. Por tanto, cuando se 
selta el nudo A, el momento no equilibrado de 2000 N • m debe distribuirse como cero a la 
mquierda de A y como - 2000 N • m a su derecha. Cuando se transmite a B - 1000 N • m, los 
momentos reajustados del extremo fijo son como se muestra debajo de la primera doble 
~nea. Por otra parte, para no transmitir momentos al nudo A se ha multiplicado K AB por -j- 
se ha aplicado el procedimiento abreviado explicado en el ejemplo anterior, como se ve en 
a figura 8-25. El extremo empotrado D absorbe los momentos que le transmite C, sin trans- 
®itir el ninguno en sentido contrario. 

Otra forma de distribucion, que se observa en la figura 8-25b, consiste en distribu : ** mo- 
mentos en todos los nudos y transmitir despues. Este procedimiento, preferido por al t ,unos 
ngenieros, conduce practicamente a los mismos resultados. 


PROBLEMAS 


Mediante el metodo de la distribution de 
momentos, calcular los momentos en los soportes 
en las vigas continuas a que se refieren los si- 
guientes problemas. 

877. Vease problema 814. 

878. Vease problema 826. 

879. Vease problema 827. 

880. Vease problema 845. 

881. Vease problema 846. 

882. Vease problema 849. 

883. Vease problema 853. 


884. Vease problema 856. 

885. Resolver el problema 856 si el momen- 
to de inercia varia de uno a otro tramo de manera 
que la rigidez relativa del tramo 1 sea 2, del 2, 1.5 
y del 3, 1. 

886. Calcular los momentos en los apoyos 
en el problema 825, si los extremos de la viga es- 
tan empotrados en lugar simplemente de apoya- 
dos. 

Resp. M l = — 73 N-m; 

M 2 = — 2100 N-m; 

M 3 = - 2380 N • m; 

M 4 = — 1310 N * m 


RESUMEN 


La forma general de la ecuacion de los tres momentos es 


A/|L| 4- 2M 2 (L l + L 2 ) 4- 4 


64 | 

~lT 


6A,b 


2 U 2 


= 6 El 




(8-1) 


Los terminos de la forma Aa/L se encuentran, para varios tipos usuales de cargas, en la 
Tabla 8-1 . 


* Casos m&s complicados en ios que la seccibn recta varia a lo large del tramo han sido tratados por Cross y Mor- 
gan en Continuous Frames of Reinforced Concrete , Wiley, Nueva York, 1932. (En estos casos, naturalmente, ni el 

momento transmitido es un medio ni la rigidez de la viga es 4 EI/L.) 
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Para vigas continuas en las que los apoycs estan al mismo nivel, h x y /? 3 son nulas, y me- 
diante la ecuacion de los tres momentos se determinan facilmente los momentos en los apo- 
yos. Si un extremo esta empotrado se puede tratar como si a continuation siguiera un tramo 
imaginario. 

Para obtener deflexiones, se escribe la ecuacion de los tres momentos entre los puntos 1, 
2 y 3, de manera que una (o las dos) de h l y h z sean igual a la deflexion pedida. Generalmente 
dos de los puntos se eligen sobre apoyos, y el tercero en el punto cuya deflexion se trata de 
hallar. Hay que conocer o calcular previamente los valores de los momentos en estos tres 
puntos. 

Otro metodo de determination de los momentos de continuidad, tanto en vigas conti- 
nuas como en cualquier estructura, es el de distribution de momentos o metodo de Cross. 
Para aplicarlo, cada tramo se considera primero como perfectamente empotrado en sus 
extremos, y se calculan los valores de los momentos de empotramiento. Se deja libre enton- 
ces cada nudo, y el momento no equilibrado que resulta se distribuye entre las barras que 
concurren en el y, de acuerdo con la seccion 8-8, se transmiten momentos al otro extremo de 
cada barra. 

Como se explica en la seccion 8-5, una vez calculados los momentos de continuidad es 
muy facil trazar el diagrama de fuerza cortante del que, como se vio en el Capitulo 4, se dedu- 
ce el valor maximo y mas peligroso del momento flexionante y de la fuerza cortante. 



9-1. INTRODUCCION 

En los capitulos anteriores se han estudiado tres tipos basicos de cargas: axiales, de 
torsion y de flexion. Cada uno de ellos se considero que actuaba aisladamente sobre la 
estructura. En este capitulo se tratan los casos en que actuan conjuntamente dos o mas de es- 
tos esfuerzos. Los tres tipos fundamentals de cargas y sus correspondientes formulas se re- 
sumen en las siguientes: 

Esfuerzo por carga axial: 

Esfuerzo por carga de torsion: 

Esfuerzo por carga de flexion: 

Hay cuatro combinaciones posibles de 
(3) torsion y flexion, y (4) axial, torsion y flexion. Comencemos por el caso (1) de combina- 
cion de esfuerzos axiales y por flexion, ya que es el mas sencillo pues intervienen unicamen- 
te esfuerzos normales a. En todos los demas casos intervienen esfuerzos normales y cortan- 
tes, por lo que requieren un estudio preliminar (Secs. 9-4 a 9-7). 



My 

°f = ~r 

cargas: (1) axial y flexion; (2) axial y torsion; 


9-2. COMBINACION DE ESFUERZOS AXIALES Y POR FLEXION 

La viga simplemente apoyada de la figura 9- la soporta una carga concentrada Q. Su- 
pongamos que la viga esta unida a los apoyos en el centro de gravedad de las secciones extre- 
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mas. En el punto A, el esfuerzo normal de flexion es a f = My //. Es una tension dirigida per- 
pendicularmente al piano de la seccion recta, como se indica en la figura, y la fuerza que ac- 
tua sobre un elemento diferencial de area 04 es o f dA. 

Si la misma viga apoyada en la misma forma se somete solamente a la action de una 
fuerza axial P (Fig. 9-lb) los esfuerzos axiales se distribuyen uniformemente sobre cualquier 
seccion transversal (Sec. 1-3). Su valor es o a = P/A y tambien es una tension perpendicular a 
la seccion recta. La fuerza que actua en el mismo elemento A es o a dA. 

Si ambas cargas actuan simultaneamente en la viga (Fig. 9-lc) el esfuerzo resultante en 
A se obtiene como superposicion de los dos efectos aislados. En efecto, la fuerza resultante 
que actua sobre el elemento diferencial A es el vector suma de las dos fuerzas coaxiales o a dA 
y o f dA. Dividiendo esta fuerza entre el area dA se deduce el esfuerzo resultante a = o a + o f 
dirigido perpendicuiarmente a la seccion recta. 

Analogamente, en un punto B de la misma seccion, tambien a distancia y de la linea 
neutra, pero por encima de ella, el esfuerzo resultante es la diferencia entre los esfuerzos 
axial y por flexion. Si a los esfuerzos de tension se les da signo positivo y a los de compre- 






Figura 9-1. 
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(a) Tension axial (b) Compresidn axial 

Figura 9-2. 

sion, negativo, el esfuerzo resultante en un punto cualquiera de la viga viene dado por la $u- 
ma algebraica de los esfuerzos axial y de flexibn en aquel punto: 


0 =a a ±a f 

o bien, 

0 P . My 

° © A“ I 


(9-1) 


Observese que el esfuerzo axial puede ser de tension o de compresion. Este es el motivo 
de poner los signos positivo y negativo delante d e P/A, y el rodearlos con un circulo es para 
recordar que el esfuerzo axial es uniforme en toda la section* recta. 

En la ecuacion (9-1) se ha aplicado el metodo de superposition. Ahora bien, hay que te- 
ner en cuenta la modification que la carga axial puede introducir en el momento flexionante, 
como se aclara en el ejemplo siguiente. La figura 9-2 muestra, muy exageradamente, la fle- 
xion producida por una carga transversal Q en una viga. Si P es de tension, como en la figura 
9- 2a, el momento flexionante producido por P en cualquier seccibn, y que vale P<$, tiende a 
disminuir el momento producido por Q y, por tanto, reduce los esfuerzos por flexion, y al 
contrario ocurre si se trata de una compresion axial. En otras palabras, los valores dados 
por la ecuacion (9-1) son algo may ores que los reales si P es de tension, y menores que los 
reales si P es una compresion. Este efecto es despreciable en muchas ocasiones si las barras o 
elementos de la estructura son tan rigidos que los esfuerzos producidos por Pd son muy pe- 
queftos frente a los producidos por el momento flexionante de las fuerzas transversales Q y es 
decir, si las deflexiones son muy pequeftas. Pero si las barras son largas y flexibles, el efecto 
puede tener su importancia y deben emplearse otros procedimientos m&s exactos de caiculo,* 



PROBLEMA ILUSTRATIVO — — 

■;f f K _ i. 1 f 

901. Un voladizo tiene el perfil indicado en la figura 9-3 y ha de servir de soporte a 
los cojinetes de unas grandes poleas montadas sobre un eje. La accion del eje es una fuerza 
de 25 kN dirigida como se indica. Calcular los esfuerzos normales resultantes en los puntos 
A y B del empotramiento. 


Las columnas se estudian en el Capltulo 11. 
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Solution: Se empieza por hallar el momento flexionante debido a P, para lo que se descom- 
pone en sus componentes P x = 20 kN y P v = 15 kN y tomando momentos con respecto al eje 
horizontal que pasa por el centro de gravedad de la section AB : 

[M = EM cg ) der ] M = - (15 X 10 3 )(0.450) + (20 X 10 3 )(0.150) - -3750 N-m 

La componente P y actua hacia abajo, por lo que produce un momento flexionante nega- 
livo, mientras que P x es de efecto contrario y se considera positivo. El signo negativo, en el 
momento flexionante total en AB , indica que la curvatura de la viga en el empotramiento es 
concava hacia abajo (Sec. 4-2), por Jo que producira tension en A y compresion en B. In- 
terpretado ya el signo del momento flexionante, solo emplearemos su valor absoluto al apli- 
car la eeuacion (9-1). 

Para comprobar que el efecto de tension axial es debido solamente a P xy aplicando los 
principios de la mecanica se puede transformar la fuerza aplicada en uno cualquiera de los 
sistemas de fuerzas equivalentes que indica la figura 9-4. Evidentemente, desplazando P a lo 
largo de su linea de accion hasta que corte al eje de la viga (Fig. 9-4b), el momento flexionan- 
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te estara producido solamente por P v y la fuerza axial sera P x . Tambien se puede anadir un 
sistema de dos fuerzas iguales y opuestas P xi figura 9-4c, reduciendo el sistema al indicado 
en la figura 9-4d, De cualquier forma se deduce que el esfuerzo axial esta producido sola- 
mente por P X9 mientras que en este ultimo caso el momento flexionante en el empotramiento, 
que seria -0.450P V mas el par aplicado 0.150P* es igual al valor calculado antes. Calculemos 
ahora los esfuerzos resultantes aplicando la ecuacion (9-1). En A se tiene: 


P_ tMc_=(yMY\ 20 X 10 3 6(3750) 

A + \ I bh 2 ) J ° A (0.050)(0. 1 50) + (0.050) (0.150) 2 

= (2.67 x 10 6 ) + (20.00 X 10 6 ) = 22.67 MPa Resp. 


y en B, donde el esfuerzo por flexion es de compresidn, 

_ p [ Me 6M \ 1 20 X 10 3 6(3750) 

° A \ I bh 2 ) J ° B (0.50)(0.150) (0.050)(0.150) 2 

= (2.67 X 10 6 ) - (20.00 X 10 6 ) = - 17.33 MPa Resp. 

Los signos indican tension en A y compresion en B . 


PROBLEMAS 

902. Comparar el esfuerzo maxim o en una 
barra de seccibn cuadrada, de 10 mm de lado, li- 
geramente curvada; las fuerzas P actuan a 10 
mm del centre de la seccion central, como indica 
la figura P-902, con el esfuerzo m&ximo produci- 
do si la barra fuera perfectamente recta y las 
fuerzas P se aplicaran axialmente. Este problema 
es un claro ejemplo del enorme peligro de la fle- 
xi6n lateral en las columnas. 



I 10 mm 

Figura P-902. 


Resp. 7 a 1 

903. Una varilla de conexion de fundicibn 
tiene 40 mm de ancho por 200 mm de altura y 500 
mm de longitud. Los esfuerzos admisibles son de 
40 MN/m 2 a tension y 80 MN/m 2 a compresion. 
Calcular la mayor fuerza de compresibn que 
puede aplicarse a sus extremos a lo largo de un 
eje longitudinal situado a 150 mm arriba del bor- 
de inferior de la pieza. 


904. Un elemento de maquina tiene la for- 
ma indicada en la figura P-904, con un rebaje que 
reduce la seccibn a la mitad, en A — B, con el ob- 
jeto de evitar interferencia con otros elementos. 
Calcular el esfuerzo de tension maximo enA—B 
si (a) la seccibn es cuadrada, con 160 mm por la- 
do, y (b) si la seccibn es circular de 160 mm de 
diametro. 



Resp. (a) 75.0 MPa; (b) 85.3 MPa 


905. Una viga de madera de seccibn rectan- 
gular de 100 mm x 200 mm est k apoyada como 
indica la figura P-905 y soporta una carga P. Cal- 
cular el m&ximo valor de P si el esfuerzo norma 
no debe exceder de 10 MPa. 


294 


ESFUERZOS COMBI N ADOS 


T ,/V ihaa IsrxB sxisiA si v *?oq obbuboTq 


t? ,sM? fiiifsi 


100 mm 



.. i'T a TrrrT. 

.-:3ft C4tiss70,:ii i* 

A 

1ST "■ 1 

/“ 7 77 

At 

7/7 7 ? 




Figure P-905, 


(0? 1 ,0 K OcO.O) 


‘IM V3.££ « (*0* x 00.0£) + (*01 x \d.£) 


906* La barra de acero de la figura P-906 es 


de section cuadrada, de 200 mm de lado. Calcu- 
lar el esfuerzo normal en A y en B. 

■ -uc ■ <o/:.u Oc.O) 

-flM ££. r ? - ( d 0f X 00.0$) - (X)i v r* ^ 


c 


V- 


250 mm 



>0 3i) 23 


Resp. o A — 29.2 MPa; a g = 4.2 MPa 


!i 'J ' 


907. Calcular la carga maxima P que se 
puede aplicar a la plataforma del soporte de fun- 
dicion de la figura P- 907 si a t < 30 MN/m 2 y o c 
< 70 MN/m 2 . 


50 mm-*" 



Seccibn A-B 
Area = 8000 mm- 
/ e.n. = 20 X 10 6 mm 4 


Figura P-907. 


&au m F *8 ura P-906. •. r;.$q£noO . 

41 .oba; 3b mm 01 X .s b jo ndbose 3b a 
Ot s i'iSiX.oc sssisnl ci>i itibvrujo Mmvpii 

Resp. /> = 32.9 kN 

908. Una prensa tiene la estructura de acero 
fundido que muestra la figura P-908. Calcular la 
fuerza maxima de prensado que se puede ejercer 
sin sobrepasar el esfuerzo maximo de 120 MPa en 
la section A-B cuyo esquema y datos se indican 
tambien en la figura. (1-1 es el eje que pasa por el 
centro de gravedad de la section.) 

X 

Yin? 01 : 




- 500 mm> 

V \ 


‘“cr 1 

> i 

X 


X 

i' 



V 
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1-300^ 

mm 


-'iM'ii'jZ'i ndbc-38 ufo &vzb&m sb agf/ anil Jcvfc 

blal ) ) \ Section A-B 

777777777777777 //////////////////)'/'/- ii. 1 =1600 X fO 6 mm 

moo b k 3b v:\ev omizkm b '\nko iod ho adlrta mm a ob 

Figura P-908. 


Area= 80 X 10‘* mm 
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909. Una viga de seccion rectangular, de 100 
ami de ancho por 400 mm de altura, esta articula- 
en A, sujeta mediante un cable CD y sometida 
x una carga P, como se muestra en la figura 
P-909. Calcular el maximo valor de P que produ- 
dra un esfuerzo normal no mayor de 120 MPa. 
Descarte la posibilidad de pandeo. 



Resp. P = 457 kN 

910. La viga inclinada de la figura P-910 es- 
ta sujeta mediante un perno en A y sobre rodillos 
en C, Si su seccion es rectangular, de 100 mm x 
300 mm, calcular el esfuerzo de compresion ma- 
ximo desarrollado en la viga. 


C 



Resp. q c == 70.7 MPa 

911. Si P =' 100 kN en la mensula de la figu- 
ra P-911 calcular los maximo s val ores del esfuer- 
zo a tension y compresion en la seccion A-B. 

912. Determinar la maxima fuerza P que se 
puede aplicar en el problema anterior si los es- 
fuerzos admisibles en A-B son de 8 y 12 MPa a 
tension y compresion, respectivameme. 

Resp. P = 12.1 kN 
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20 kN 




80 mm 


Section 

transversal 


Figura P-913. 


913. Calcular los esfuerzos enA yen Sen la compresion en la section m-n cuando la altura 
pieza cargada como indica la figura P-913. del agua embalsada, h, es de 15 m. 



915. Una presa de concreto tiene el perfil in- 
dicado en la figura P-915. Si la densidad del 
concreto es 2400 kg/m 3 y la del agua, 1000 
kg/m 3 , determinar el maximo esfuerzo de 


Figura P-916. 

916. Dado el marco articulado de la figura 
P-916, calcular el esfuerzo normal maximo en el 
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TLembro BD si su seccion es de 100 mm de ancho 
por 400 mm de altura. Despreciar los pes< 
zo s los miembros. 


C 


917. La estructura mostrada en 1; 
P-917 esta articulada a apoyos fijos en A 
Calcular el maxi mo esfuerzo de compre 
sarrollado en la barra BDE si su sec 
oiadrada, de 200 mm de lado. Desprecia 
sos de todos los miembros. 


Resp. a = 25.4 MPa 



20 kN 


4 m 


4 m 


Figure P-917. 


9-3. NUCLEO DE UNA SECClON. CARGAS APLICADAS 
FUERA DE LOS EJES DE SIMETRIA 

Un caso particular de esfuerzos axiales y de flexion combinados es el que representa la 
figura 9-5a en la que un puntal de pequena longitud* soporta una carga P aplicada con 
una cierta excentricidad e con respecto a uno de los ejes principales de la seccion. t La super- 
position de un sistema nulo, dos fuerzas iguales y opuestas P x y P 2 del mismo modulo que P, 
aplicadas en el centro de gravedad de la seccidn, da lugar al sistema equivalente indicado en 
la figura 9-5b. Los esfuerzos en una seccion cualquiera m-n son el resultado de la superposi- 
tion del esfuerzo axial o a = P/A de compresion, que aparece en la figura 9-5c, y del esfuerzo 
por flexion o> = Me /I = (Pe)c/I que se ve en la figura 9-5d. Si el esfuerzo por flexion maxi- 
mo es mayor que el esfuerzo axial, ei esfuerzo resultante tiene la forma de la figura 9-5e. El 
punto de esfuerzo nulo es la nueva position de la linea neutra y se encuentra facilmente 
hallando la distancia a a la que el esfuerzo por flexion (positivo) es igual al esfuerzo axial (ne- 
gativo). Por tanto, 


P = My = (Pe)a 
A ~ I I 


de donde 


/ 


(9-2) 


Es evidente que si el esfuerzo axial de compresion es igual o mayor que el maximo es- 
fuerzo de flexion, no existira zona alguna que trabaje a tension. Para conseguir esto en una 


* Un poste o puntal corto es aquel cuya longitud no excede de diez veces su dimension lateral menor; las defor- 
maciones por flexion son tan pequefias que sus efectos pueden despreciarse. El caso de elementos esbeltos cargados 
excentricamente se examina en la seccion 11-6. 

t Los ejes principales son los ejes de maximo y minimo de inercia. 
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En estas condiciones, la excentricidad maxima para no tener tension es: 


h 

e = ~6 


rbnsttih ol obrn' ii&tfl 

(9-3) 


Esta formula es el fundamento de la regia usual en diseno de obras de ladrillo o de otros ma- 
terials muy poco resistentes a tension, de que la resultante de las cargas debe pasar por el 
tercio central de la section. 
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Y 
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Figura 9-7. 


Consideremos ahora el caso general* en el que la carga P se aplica en un.punto arbitra- 
rio de una seccion eualquiera, siendo sus coordenadas e x y e y con respecto a los ejes principa- 
ks de la seccion, como indica la figura 9-7. Los momentos de P con respecto a los ejes X y Y 
son, respectivamente, Pe y y Pe x . Por superposition, el esfuerzo a e n un punto eualquiera 
-t, y) de la seccion viene dado por; 



(9-4) 


Para determinar la linea neutra, o linea de esfuerzo nulo, se resuelve la ecuacion a = 0. Te- 
niendo en cuenta que I v = Ar f e I x = Ar siendo r y y r x los radios de giro respecto de los ejes 
Y y X, se tiene: 



que es la ecuacion de una recta cuyas intersecciones con los ejes (ordenada y abscisa en el ori- 
gen) se obtienen anulando y para obtener u , y luego a' para obtener v, en la ecuacion (a). Se 
riene: 


Quiere esto decir que E.N. pasa por el cuadrante opuesto aquel adonde actua P y, en 
general, no es perpendicular a la direccion OP. Por ejemplo, en la figura 9-8 b se representa 
la distribucion de esfuerzos en una seccion rectangular cuando la fuerza P se aplica en un 
punto fuera de los ejes principales (Fig. 9-8a). Si se calculan los esfuerzos tn A . B y C, la in- 
tersection de la linea neutra con AB y con BC se calcula por semejanza de triangulos. Obser- 
vese que la interseccion puede estar en las prolongaciones,(Fig. 9-8c). 

Vamos a determinar ahora las coordenadas e x y e y de la carga P para las que la linea 
neutra pase por una esquina P, como en la figura 9- 8c. Sustituyendo o - 0, ,v -- • /? y v -- 


* Realmente esto constituye una aplicacion de la floxion asimetrica que se estudia en la seecion 13-9. 
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Figura 9-8. Linea neutra para una carga P aplicada excentricamente, y nucleo de 
una section rectangular. 


— b/ 2'en la ecuacion (9-4) resulta: 


Simplificando, 





1 


(c) 


que es la ecuacion de la recta m-n de la figura 9-8d, que corta a los ejes X y Y en h/6 y b/ 6, 
respectivamente. Esta linea es el lugar geometrico de los puntos de aplicacion de P que pro- 
ducen un esfuerzo nulo en B. Analogamente, la recta m l n l es el lugar geometrico de los pun- 
tos en los que, aplicada P, se produce un esfuerzo nulo en C. Continuando el procedimiento, 
es evidente que ningun punto de la seccion podra estar sometido a tension si la carga se aplica 
dentro o en el borde del rombo rayado de la figura, ya que la linea neutra pasara o fuera de la 
seccion, o por una esquina, o por un borde rectilineo. Esta zona de la seccion se llama nucleo 
de la misma. 

Se demuestra de forma analoga que el nucleo de una seccion circular es otro circulo de 
diametro igual a un cuarto del diametro de la seccion. 
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PROBLEMAS 

918 . Una fuerza de compresion de 80 kN se 
aplica, como representa la figura 9-8a, en un 
punto situado 40 mm a la derecha y 60 mm por 
encima del centro de gravedad de una seccibn 
rectangular de b = 200 mm y h = 400 mm. Cal- 
cular los esfuerzos en las cuatro esquinas y la po- 
sition de la linea neutra. Hagase, de acuerdo con 
las soluciones obtenidas, un esquema como el de la 
figura 9-8b. 

919 . Con los datos del problema 918, i<q ue 
carga adicional habria que aplicar en el centro de 
gravedad de la section para que no aparezcan es- 
fuerzos de tension en punto alguno de la misma? 

Resp. 112kN 

920 . Una fuerza de compresibn de 100 kN 
se aplica, como indica la figura 9-8a, en un punto 


70 mm a la derecha y 30 mm por encima del 
centro de gravedad de una section rectangular de 
b = 150 mm y h = 300 mm. <,Que carga adi- 
cional, actuando normalmente a la seccibn en su 
centro de gravedad, elimina los esfuerzos de ten- 
si6n? 

Resp. 160 kN 

921 . Determinar y dibujar el nucleo de la 
section de una seccibn W360 x 122. 

Resp. Una figura en forma de diamante cuyas 
abscisas y ordenadas al origen son ± 30.9 mm y 
± 130 mm respectivamente. 

922 . Resolver el problema anterior para una 
seccion W310 x 500. 


9-4. VARIACION DEL ESFUERZO 

CON LA ORIENTACiON DEL ELEMENTO 

En la seccion 1-2 se vio que la magnitud y tipo de esfuerzo dependia de la orientation o 
inclination del elemento que se considerara. A modo de recordatorio, imaginemos el solido 
de la figura 9-9a sometido a la action de unas fuerzas en equilibrio y hagamos pasar por el 
mismo punto dos secciones de exploration a-a y b-b siendo a-a perpendicular a la direction 
de la resultante R de P t y P 2 , como en la figura 9-9b, y b-b inclinada con respecto a R y como 
en la figura 9-9c. El elemento rayado de la figura 9-9b esta sometido unicamente a esfuerzo 
normal, mientras que el qlemento (en el mismo punto) de la figura 9- 9c queda sometido a es- 
fuerzos normal y cortante, producidos por Ny T, respectivamente. Asi pues, para un mismo 
punto de un solido sometido a un estado de esfuerzo (situado aqui en la intersection de a-a y 
b-b) y los esfuerzos varian segun la orientation del elemento diferencial que se considere en 
dicho punto. 

En las secciones siguientes se estudia como varian los esfuerzos con la orientation del 
elemento. Esto es muy importante y lo que se persigue es determinar en que pianos se presen- 
tan los esfuerzos maximos y calcular sus valores. 



Figura 9-9. El esfuerzo en un punto varia con la inclinacibn del piano que se hace pasar por el mismo. 
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En general, no es posible hallar directamente los valores de los esfuerzos en un piano 
que tenga una direction cualquiera. En las vigas, por ejemplo, la formula de la flexion da los 
valores del esfuerzo normal que aparece en un piano perpendicular al eje de la viga. Tambien 
se puede caicular el esfuerzo cortante en estos pianos. En la torsion, la formula correspon- 
diente da el valor del esfuerzo cortante en pianos perpendiculares al eje de la barra. Asi, 
pues, en una barra sometida simultaneamente a flexion y torsion, como en la figura 9-10, se 
calculan los esfuerzos correspondientes a ambos tipos de esfuerzo, pero solamente si los ele- 
mentos estan orientados como indica la figura, aunque el estudio realizado sobre la figura 
9-9 indique que si se gira el elemento de la figura 9-10 alrededor del eje sefialado existira una 
determinada posicion en la que el esfuerzo normal sea maximo. 

Hay dos metodos o procedimientos para la determination de esta posicion y del valor 
que toma el esfuerzo normal maximo. Uno es analitico y el otro es grafico, basado en el 
circulo de Mohr. Se hace, en primer lugar, el estudio analitico (Sec. 9-6) para demostrar 
luego la construction y validez del circulo.de Mohr (Sec. 9-7). No es preciso retener en la me- 
moria las formulas de la section 9-6. 

9-5. ESFUERZO EN UN PUNTO 

El esfuerzo medio sobre una superficie se obtiene dividiendo la fuerza entre el area sobre 
la que actua. Si el esfuerzo medio es constante sobre toda la superficie, se llama uniforme. Si 
no es uniforme, se obtiene el esfuerzo en un punto considerando la fuerza que actua sobre un 
elemento de area alrededor del punto, y haciendo que este elemento superficial sea cada vez 
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Figure 9-12. Componentes del esfuerzo. 


menor tendiendo a cero. En otras palabras, el esfuerzo en un punto define en realidad el es- 
fuerzo medio uniformemente distribuido sobre un elemento diferencial de area. En la figura 
9-11, por ejemplo, el esfuerzo normal en la direccion X que existe en un punto de coordena- 
das, .v, y, z , mide el esfuerzo uniforme que actua sobre el &rea diferencial dydz. 

Cuando el esfuerzo en un punto se define por las componentes que actuan en variasdi- 
recciones en el espacio, se puede representar por los esfuerzos que actuan sobre un elemento 
diferencial de volumen que rodee el punto considerado. Por ejemplo, sean a x , a y , r xy los 
esfuerzos en un punto. La figura 9- 12a muestra estos esfuerzos actuando sobre un elemento di- 
ferencial que rodea al punto, aunque se suele representar en elevation (Fig. 9-12b). Observese 
que tambien hay un esfuerzo cortante r yx que actua en la cara Y en la direccion de X . Esto se 
debe a que un esfuerzo cortante que actua sobre un piano induce en un piano perpendicular 
al primero, otro esfuerzo igual, como se dijo en la seccion 5-7. 

La notation que se emplea para los esfuerzos normales es la letra griega a con un 
subindice correspondiente a la cara sobre la que actua, tomando la cara el nombre del eje al 
que es perpendicular, por ejemplo, la cara X es la perpendicular al eje X. El esfuerzo cortan- 
te se representa por la letra griega r con un doble subindice, correspondiendo el primero a la 
cara sobre la que actua y el segundo a la direccion en que lo trace dentro de aquella cara. Asi 
pues el esfuerzo cortante en la cara X y que actua en la direccion de Y se representa por r xy , y 
el que actua en la cara Y y en la direccion de X , se representa por r yx . Se verifica r xy = r yx . 

En esta seccibn y en las sucesivas, solo se considera el estado piano o bidimensional de 
esfuerzos, en el que los esfuerzos actuan paralelamente a un piano, tal como el XY. En un es- 
tado tridimensional de esfuerzos la cara Z de un elemento queda sometida a la accion de un 
esfuerzo normal a z , asi como a los esfuerzos cortantes r zr , rf que inducen en las caras X y L, 
respectivamente, los esfuerzos cortantes r xz y t vz numericamente iguales. 


9-6. VARIACION DEL ESFUERZO EN UN PUNTO. 

CALCULO ANALlTICO 

El esfuerzo en un punto queda definido por los esfuerzos que actuan sobre las caras del 
elemento que rodea a dicho punto. Como se dijo en la seccion 9-4, los esfuerzos varian con la 
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orientation de los pianos que pasan por el punto, es decir, los esfuerzos en las caras del ele- 
mento varian cuando lo hace la position angular de este elemento. 

Para expresar analiticamente estas variaciones eortemos el elemento initial mediante un 
piano, y apliquemos a una cualquiera de las partes las condiciones del equilibrio estatico. La 
figura 9- 13b muestra las componentes normal y cortante del esfuerzo que actua sobre un pia- 
no cuya normal N forma un angulo 6 con el eje X (Fig. 9-1 3a). El elemento triangular de la fi- 
gura 9- 13b esta en equilibrio bajo la action de las fuerzas que proceden de los esfuerzos que 
existen en todas sus caras. Sea A el area de la cara inclinada; en el diagrama de cuerpo libre 
de la figura 9- 13c se representan todas las fuerzas, y en la figura 9- 13d aparece la reduction 
en un punto correspondiente a estas fuerzas. 

Aplicando las condiciones de equilibrio segun los ejes N y T se tiene: 

[2A = 0] Ao = (o x A cos 9) cos 9 + (o y A sen 9) sen 9 

— (r xy A cos 9) sen 9 — ( r yx A sen 0) cos 6 

y 

[27^ = 0] At = ( o x A cos 9) sen 9 — (o y A sen 9) cos 9 

-f (r xy A cos 9) cos 9 — (r yx A sen 9) sen 9 


(a) 

(*) 


y 




(a) Estado inicial de esfuerzo 
Area A del prisma 



(c) Diagrama de cuerpo libre 


(b) Esfuerzos que actuan en 
el prisma triangular 



(d) Diagrama de las fuerzas en un punto 


Figura 9-13. Variacidn de las componentes del esfuerzo. 
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Dividiendo ambos miembros de esta ecuacion entre el factor comun A , teniendo en 
cuenta que r xy es numericamente igual a t VX9 y que 


2n I + cos 29 2 1 - cos 2 9 a Q 1 

2 a = , sen 2 9 = , sen 6 cos 9 = — sen 29 


cos 2 9 = 


las ecuaciones (a) y ( b ) se escriben en la forma: 


or + u — (T 


2 cos 2^ — T^sen 20 


<r x - o 

t = — ^sen20 + r xy cos 20 


( 9 - 5 ) 

( 9 - 6 ) 


Los pianos en los que aparecen los esfuerzos normales maximo y minimo se obtienen 
anulando la derivada de (9-5) respecto de 0. For tanto: 


tan 20 — 



( 9 - 7 ) 


Analogamente, los pianos de esfuerzo cortante maximo quedan definidos por: 


tan 20 s 



( 9 - 8 ) 


La ecuacion (9-7) da dos valores de 26 que difieren en 180°, por lo que los pianos de es- 
fuerzo normal maximo y minimo son perpendiculares entre si. Lo mismo ocurre en la 
ecuacion (9-8) con los pianos de esfuerzo cortante maximo, que estan tambien a 90°. 

Los pianos de esfuerzo cortante nulo se determinan haciendo r = 0 en la ecuacion (9-6), 
es decir, 1 

tan 29 = 2L 


identica a (9-7). Por consiguiente, los esfuerzos normales maximo y minimo tienen lugar en 
los pianos de esfuerzo cortante nulo . Los esfuerzos normales maximo y minimo se llaman es- 
fuerzos principals, representandose a veces por p y q. 

La relacion de la ecuacion (9-8) es reciproca y de signo conlrario a la ecuacion (9-7), lo 
que indica que los valores de 26 definidos por ambas difieren en 90°, esto es, los pianos cle es- 
fuerzo cortante maximo estan inclinados 45 0 respecto de los pianos de los esfuerzos prin- 
cipales. 

Sustituyendo los valores de 26 de las ecuaciones (9-7) y (9-8) en las ecuaciones (9-5) y 
(9-6) se obtienen las siguientes expresiones de los esfuerzos principales y del esfuerzo cortante 
maximo: 



( 9 - 9 ) 


( 9 - 10 ) 
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Haciendo un estudio analogo para un piano cuya normal sea perpendicular a N, las 
componentes del esfuerzo en este piano perpendicular vienen dadas por: 



°x ~ 

r— cos 26 *+* t xv sen 26 


(9-5 a) 


°v 

— sen 20 4- r xy cos 26 


(9-6 a) 


De las ecuaciones (9-5) y (9-5a) se deduce que la suma de los esfuerzos normales que ac- 
tuan sobre dos pianos cualesquiera perpendiculares entre si es constante e igual a o x + o y . 
Por otra parte, comparando las ecuaciones (9-6) y (9-6a) se observa la equivalencia de los es- 
fuerzos cortantes en dos pianos perpendiculares. 

9-7. CIRCULO DE MOHR 

Las formulas establecidas en la section anterior se pueden utilizar en cualquier caso de 
un estado de esfuerzos bidimensional, pero existe una interpretacidn grafica de estas formu- 
las debida al ingeniero aleman Otto Mohr (1882) que evita tener que recordarlas.* En esta in- 
terpretation se utiliza un circulo, por lo que se ha llamado circulo de Mohr. Realizando el di- 
bujo a escala se pueden obtener los resultados graficamente, aunque en general solo se suele uti- 
lizar como esquema, y los resultados se obtienen analiticamente como se ver& mas adelante. 
Las ecuaciones (9-5) y (9-6) son las ecuaciones parametricas de una circunferencia. En 
efecto, 




(a) 


— sen 26 + r xy cos 26 


( b ) 


Elevando al cuadrado, sumando y simplificando, 



Recordamos que g x , o y y t xv son constantes conocidas que definen el estado piano de esfuer- 
zo, mientras que oy t son variables. Por tanto, ( o x + o y )/2 es una constante C, y el segundo 
miembro de la ecuacion (c) es otra constante R. Con estas sustituciones, la ecuacion (c) se 

transforma en ,.200 

(o - C) 2 + r 2 = R 2 (d) 

* Las ecuaciones (9-5) y (9-6), asi como sus variantes, sonidenticas a las que expresan las variaciones en los mo- 
mentos de inercia con respecto a dos ejes Uy V inclinados un Angulo d respecto de los ejes de referencia X y Y. Susti- 
tuyendo el esfuerzo normal por el momento de inercia /, y el esfuerzo cortante por el producto de inercia P 9 resulta 



— - x y sen 29 + Pxy cos 29 


En el Apendice A se describe en detalle la aplicacion del circulo de Mohr a estas ecuaciones. 
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X 



V> 

Figure 9-14. Circulo de Mohr que corresponde a un estado general de esfuerzos. 


=r 



o 


que es de la forma (x — Q 2 + v 2 = R 2 , y representa, por tanto, una circunferencia de radio 



cuyo centro dista 



del origen de abscisas. 


La figura 9-14 representa el circulo de Mohr para el estado piano de esfuerzos que se ha 


estudiado en la section anterior. El centro C esta a una distancia OC del origen que es la me- 
dia aritmetica de los esfuerzos normales, y el radio R es la hipotenusa del triangulo rectangu- 
lo CD A. Se puede comprobar facilmente que las coordenadas de los puntos E , F, G corres- 
ponden a las expresiones deducidas en las ecuaciones (9-9) y (9-10), y se vera como el circulo 
de Mohr representa graficamente la variation de los esfuerzos dada por las ecuaciones (9-5) y 
(9-6). Las reglas siguientes resumen la construction del circulo de Mohr. 

REGLAS PARA LA APLICACION DEL CIRCULO DE MOHR 
A LOS ESFUERZOS COMBINADOS 

!. Sobre un sistema de ejes coordenados rectangulares a— r, se situan los puntos de 
coordenadas (a x , r xy ) y (a y , r yx ). Estos puntos representan los esfuerzos normales y cortantes 
que actuan sobre las caras X y Y de un elemento. Se considera positiva la tension y negativa 
la compresion; el esfuerzo cortante es positivo si el momento respecto del centro del elemen- 
to es en el sentido del reloj.* 


* Esta regia especial de signos para el esfuerzo cortante hace que r„ = - j yx en el circulo de Mohr. A partir de 
ahora se emplea esta regia para designar el esfuerzo cortante positivo. Sin embargo, la teoria matematica de la elasti- 
cidad considera positivos los esfuerzos cortantes que, en una cara positiva, estan dirigidos en el sentido positivo de 
otro de los ejes coordenados, lo que hace que r xy = r yx lo cual es conveniente para los calculos analiticos, pero confu- 
so para aplicarlo a la circunferencia de Mohr. 
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2. Se unen los puntos situados mediante una recta. El segmento de dicha recta 
comprendido entre los dos puntos es el diametro de una circunferencia cuyo centro es la in- 
tersection con el eje a. 

3. Para los diferentes pianos que pasan por el punto en estudio, las componentes del es- 
fuerzo, normal y cortante, estan representadas por las coordenadas de un punto que se 
mueve a lo largo del tirculo de Mohr. 

4. El radio de la circunferencia, correspondiente a un punto dado de ella, representa el 
eje noimal al piano cuyas componentes de esfuerzo vienen dadas por las coordenadas de ese 
punto del tirculo. 

5. El angulo entre los radios de dos puntos del tirculo de Mohr es el doble del angulo 
entre las normales a los dos pianos que representan estos dos puntos. El sentido de rotation 
del angulo es el mismo en la circunferencia que en la realidad, es decir, si el eje N forma un 
angulo 0 con el eje X en sentido contrario al del reloj, el radio jVde la circunferencia forma 
un angulo 26 con el radio X en sentido contrario al del reloj. 

Vease en el capitulo 15, Information Complement aria, lo referente al esfuerzo cortante maxi- 
mo absolute y el diagrama de Mohr. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

923. En cierto punto de un solido, los esfuerzos principales son a x = 80 MPa y o y = 
- 40 MPa. Determinar a y r en los pianos cuyas normales forman angulos de + 30° y + 120° 
con el eje X. Muestre los resultados en un croquis de un elemento diferencial. 

Solution: En la figura 9- 15a se representa el estado de esfuerzos existente. Siguiendo las 
reglas enunciadas, se traza un sistema de ejes perpendiculares a los que se nombran com o eje 
o y eje r, como se indica en la figura 9-15b. Como el esfuerzo normal en la cara X es 80 MPa 
y el esfuerzo cortante es cero, el punto representative A tiene de coordenadas ( + 80, 0); ana- 
logamente, el punto representative B de los esfuerzos en la cara Y es ( — 40, 0). 
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De acuerdo con la regia 2, el diametro del circulo de Mohr es AB. Su centro C, punto 
medio de A y B , tiene de abscisa 20 MPa. El radio de la circunferencia es CA = 80 — 20 = 60 
MPa. Por la regia 4, la direction y el sentido del radio CA representa al eje X , y de acuerdo 
con las reglas 4 y 5, el punto D representa el estado de esfuerzos en el piano cuya normal for- 
ma un angulo de + 30° con el eje X, y el punto E da las componentes del esfuerzo sobre la ca- 
ra perpendicular a la anterior. Observese que los angulos positives se ban considerado en 
sentido contrario al del reloj a partir de X , y su valor en el circulo es el doble del que forman 
en el elemento. 

Por la regia 3, las coordenadas del punto D representan los esfuerzos en la cara a 30° y, 
de acuerdo con la figura 9-15b, sus valores son: 

a = OF = OC + CF = 20 + 60 cos 60° = 50 MPa 
r = DF = 60 sen 60° = 52.0 MPa 

En la cara perpendicular, a 120° del eje X , los valores son: 

a' = OG = OC — CG = 20 — 60 cos 60° = - 10 MPa 
r' = GE = -60 sen 60° = -52.0 MPa 


Ambas series de valores se han presentado en la figura 9-16. Observese en particular el senti- 
do del reloj y contrario a el de los momentos producidos por r y r' con respecto al centro del 
elemento (regia 1). Asimismo, en el croquis deben indicarse los esfuerzos en las cuatro caras 
del elemento y el angulo de la inclination. 



924. En la figura 9- 17a se dan los datos de cierto estado piano de esfuerzos. Determinar 
los esfuerzos normales y cortantes en (a) los pianos principales, (b) los pianos de esfuerzo 
cortante maximo y (c) los pianos cuyas normales forman angulos de 36.8° y + 126.8° con el 
eje X. 

Solution: En la figura 9- 17b se representa el circulo de Mohr correspondiente al estado pia- 
no de esfuerzo dado. Los esfuerzos en la cara X se representan en A , de abscisa 32 y ordena- 
da — 20. El esfuerzo r xy es negativo porque el momento respecto del centro del elemento es 
contrario al del reloj, como se ve en la figura 9- 17a. Los esfuerzos en la cara Y vienen repre- 
sentados por el punto B, cuya abscisa es — 10 (compresion) y ordenada 20 (positiva por ser 
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Figura 9-17. 


igual al del reloj el sentido del momento de r vx ). Uniendo A y B se tiene el diametro del 
circuit) de Mohr cuyo centro esta en el punto medio entre las abscisas de A y £, o sea, a 11 
MPa del origen O. Ei radio se calcula como la hipotenusa del triangulo de catetos 21 y 20, y 

vale 29. 

Los esfuerzos principales vienen representados por los puntos D y E, donde el esfuerzo 
cortante (ordenadas) es nulo. Su valor viene dado por: 


(7 m ax = OD = 11 +29 = +40 MPa. 
a min = OE = 11 -29 = -18 MPa. 

El radio CD forma un angulo 2(9, con sentido contrario al del reloj, 

20 

que representa al eje X\ Se tiene tan 20 - — = 0.952, de donde 20 = 43.6 

arreglo a estos resultados, en la figura 9- 18a se representan los esfuerzos 
tuan sobre los pianos principales. 


medido desde CA, 
° y 0 = 21.8°. Con 
principales que ac~ 




Figura 9-18. 
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Los esfuerzos en los pianos de esfuerzo cortante maximo vienen dados por las coordena- 
das de los puntos Fy G, y sus valores son r mkK - 29, n = - 29 y a = 1 1 en ambos pianos. 
El radio CF esta a 90° en sentido contrario al del reloj a partir de CD, por lo que la normal al 
piano de esfuerzo cortante maximo esta a 45° en sentido contrario al reloj del piano 
principal maximo, o sea, a 45° + 21.8° = 66.8° del eje X, como se representa en la figura 
9-18b. 

Para terminar el problema, los esfuerzos en el piano cuya normal esta a + 36.8° del eje 
X estan representadas por el punto //, intersection del radio CH con el eirculo de Mohr 
(regia 3). Por la regia 5, el angulo ACH = 2 x 36.8° = 73.6° y el angulo HCD = 73.6° - 
43.6° = 30°. Las coordenadas del punto H son, por tanto, 

a = 11 + 29 cos 30° = 36.1 MPa 
r = 29 sen 30° = 14.5 MPa 

Los esfuerzos en el piano cuya normal esta a + 126.8° respecto del eje X los representa 
el punto /. Los puntos H e I estan a 1 80° , puesto que los pianos que repr esentan estan a 90° . 
Las coordenadas de / son 

a' = 11 - 29 cos 30° = - 14.1 MPa 
t' = - 29 sen 30° = - 14.5 MPa 
Trace un croquis de un elemento diferencial con todos los esfuerzos. 


PROBLEMAS 

925. Dos piezas de madera de 50 x 100 mm 
de seccibn estan ensambladas a lo largo de la jun- 
ta A B como se indica en la figura P-925. Calcular 
los esfuerzos normal y cortante sobre la superfi- 
cie de ensamble si P = 100 kN. 

B 

^ 60 ° - * 

A 

Figura P-925. 

Resp. a = 15 MPa 

926. Una barra de pequefia longitud de sec- 
cion circular de 50 mm de diametro esta hecha de 
un material cuyos esfuerzos admisibles son de 80 
MN/m 2 a compresion y 30 MN/m 2 a cortante. 
Determinar la fuerza axial de compresion maxi- 
ma que puede apiicarse. 

927. En un elemento de un solido elastico, 
los esfuerzos principales son o x = — 50 MPa y a y 
= 30 MPa. Calcular las componentes del esfuer- 
zo en pianos inclinados + 30° y + 120° respecto 
del eje X. Ilustre graficamente sus respuestas. 

928. Un pequeflo bloque en forma de para- 
lelepipedo, de dimensiones 50 x 30 mm y 10 mm 
de espesor est& sometido a unas fuerzas de ten- 
sion uniformemente distribuidas sobre sus caras, 



cuyas result antes se indican en la figura P-928. 
Calcular las componentes del esfuerzo en la 
diagonal AB. 



i 

i 30 kN 

B 


30 mm 

7 

y 

/ 

/ 


45 kN 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

50 mm 

45 kN 

/ 

1 

l 



J 30 kN 

Figures P-928 y P-929. 

Resp. o = 83.9 MPa; r = — 39.7 MPa 

929. Resolver el problema anterior si las fuer-. 
zas de 30 kN son de compresibn en lugar de ten- 
sibn. 


930. Un depbsito cilindrico cerrado, cons- 
truido con placa de 10 mm, se somete a una pre- 
sion interior de 1400 kPa. Determinar el dia- 
metro maximo que se le puede dar si el esfuer- 
zo cortante admisible es de 30 MPa. Indication: 
El esfuerzo circunferencial esta dado por pD/2t y 
mientras que el longitudinal, por pD/At . Vea la 
seccibn 1-6 y consulte el problema 941. 
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931. Para el estado de esfuerzo mostrado en 
la figura P-931, determiner los esfuerzos princi- 
pals y el esfuerzo cortante maximo. Mostrar to- 
dos sus resultados graficamente sobre elementos 
diferenciales. 


Y 



Resp. = 90 MPa a 0 = -18.4° 

932. El estado de esfuerzo en un punto de 
un cuerpo se muestra en la figura P-932. Calcular 
los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante 
m&ximo, mostrando todos sus resultados grafica- 
mente sobre elementos diferenciales. 


Y 



Resp, a mkx = 58.1 MPaa0 = +19.9° 
a m j n = -98.1 MPa a 0 = +109.9° 

933. Para el estado de esfuerzo mostrado en 
la figura P-933, calcular los esfuerzos normal y 
cortante en los pianos cuyas normales est&n incli- 
nadas a +60° y +150° con respecto al eje X , 
mostrando sus resultados graficamente. 


Y 



Resp. Para 

g = 60°, a = 7.32 MPa 
y t - 10 MPa 

934. Si un elemento esta sujeto al estado de 
esfuerzo mostrado en la figura P-934, calcular los 
esfuerzos principales y el esfuerzo cortante maxi- 
mo. Calcular tambien las componentes del es- 
fuerzo en pianos cuyas normales estan dirigidas a 
45° y a 135° con respecto al eje X. Muestre grafi- 
camente todos sus resultados. 


Y 



935. Dado el elemento de la figura P-935, 
calcular los valores de o x y <j v , sabiendo que los es- 
fuerzos principales son 20 MPa y — 80 MPa. 
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Y 

i 



35 MPa 


936. Un tubo de diametro externo de 150 
mm esta construido con placa de 10 mm de espe- 
sor. Esta unido mediante una espiral de soldadu- 
ra que forma un angulo de + 30° con el eje longi- 
tudinal. Determinar el maximo par que pueda 
aplicarsele si el esfuerzo cortante a lo largo de la 
soldadura esta limitado a 30 MN/m 2 . 


L. 


X 


(a) 


"35 MPa 


Figures P-938 y P-939. 



Orientar el elemento de la figura P-938 (b) para- 
lelamente al de la figura P-938(a), calculando el 
estado de esfuerzo en esta nueva orientacion, pa- 
ra poder superponer ambos. En seguida, calcular 
los esfuerzos y determinar los pianos princi pales 
de esfuerzo. 

Resp. = 32.9 MPa a 6 = - 18.8° 

939. Resolver el problema 938 suponiendo 
que los sentidos de los esfuerzos cortantes de 30 
MPa se invierten. 


Resp. T = 17.3 kN-m 

937. Un recipiente cerrado de forma 
cilindrica tiene un diametro exterior de 600 mm, 
esta construido con placa de 10 mm de espesor y 
se encuentra sometido a un presion interna de 
1400 kPa, Calcular los esfuerzos normal y cor- 
tante a lo largo de la espiral de soldadura utiliza- 
da para unirlo, si esta forma un angulo de + 30° 
con el eje longitudinal. 

938. En un punto de un cuerpo, el estado de 
esfuerzo es el resultado de dos estados separados 
que se muestran en la figura P-938 (a) y (b). Cal- 
cular el estado de esfuerzo que resulta de la ac- 
ci6n simultanea de esos dos estados. Indicacidn: 


940. El estado de esfuerzo en un punto es el 
resultado de la accion conjunta de los tres esta- 
dos que se muestran en la figura P-940. Calcular 
los esfuerzos principales, asi como su orienta- 
cion, a partir del estado de esfuerzo resultante. 

Resp. cw = 37.8 MPa a 0 = 26.2° 

941. Los esfuerzos principales en un ele- 
mento en el espacio tridimensional son a x , o y y a„ 
Suponiendo que o x > o y > demostrar que el 
esfuerzo cortante m&ximo, en un cierto piano 
cualquiera que corte al elemento, es igual a y 
(o x - a x). Considere todas las orientaciones 
posibles del elemento para poder trazar cir- 
culos de Mohr independientes, cada una de las 


40 MPa 20 MPa 



(a) (b) (c) 

Figure P-940. 
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cuales represente los esfuerzos en pianos que pa- 
san por uno de los ejes principales. 

942. Un estado de esfuerzo piano cstk defi- 
nido por o x = 20 MN/m 2 , a y - 40 MN/m 2 , y t*, 
= 20 MN/m 2 . Determinar el esfuerzo cortante 


maximo en cualquier piano que pase por el pun- 
to. Indication : Hallar primero los esfuerzos prin- 
cipales y luego aplicar el resultado del problema 
anterior. 

Resp. T m ax = 26.2 MN/m 2 


9-8. APLICACION DEL CIRCULO DE MOHR A CARGAS COMBINADAS 

La aplicacion mas importante del calculo de los esfuerzos combinados es el diseno de 
elementos sometidos a cargas combinadas, o la determinacion de las cargas de seguridad. El 
circulo de Mohr, al representar graficamente las variaciones de esfuerzo en ciertas condi- 
ciones, da una idea mas clara del problema que el mero calculo analitico. El procedimiento 
habitual es considerar un pequeno elemento en el que se puedan calcular los esfuerzos produ- 
cidos por los tres tipos fundamentals de cargas: axial, de flexion y de torsion. El estudio del 
circulo de Mohr para este elemento indica el criterio a seguir en el diseno. Los ejemplos al fi- 
nal de esta section son tipicos de los procedimientos que se utilizan en la practica. 


TRAYECTORIAS DE ESFUERZO 

Un elemento de la superficie del cilindro de la figura 9-19a esta sometido a los esfuerzos 
cortantes de torsibn indicados en la figura. La figura 9- 19b representa el circulo de Mohr 
correspondiente a este estado de esfuerzo. El radio OA representa al eje X. El esfuerzo de 
tension maxima esta representado por el punto D, cuyo radio OD esta a 90° de OA en senti- 
do del reloj, por lo que el piano de maxima tension estara a 45° de .Yen sentido del reloj, co- 
mo se indica en la figura 9- 19a. Las lineas de la figura 9-20 que siguen las direcciones de los 



B 



Figura 9-20. Trayectorias de esfuerzo en la torsibn. 
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esfuerzos principals se llaman trayectorias de esfuerzo . Como se observa, para la torsion 
son helices a 45° . Si la resistencia a tension del material es pequena, como ocurre con los ma- 
terials fragiles, el fallo por tension ocurre a lo largo de helices a 45°, tales como la AB. Este 
efecto se puede confirmar experimentalmente sometiendo a torsion una barra de gis o yeso, 
hasta su ruptura. 

Otra forma de comprender la razon de los esfuerzos de tension y compresion inducidos 
por el esfuerzo cortante se observa en la figura 9-21. La distorsion del elemento ABCD , ini- 
cialmente rectangular, indica que la diagonal AC se ha alargado, y que BD se ha acortado. 
Estas deformaciones concuerdan con las direcciones de los esfuerzos principales de tension y 
compresion antes obtenidas. 

En las vigas, las direcciones de los esfuerzos principales varian de acuerdo con las inten- 
sidades relativas de los esfuerzos por flexion, a f , y de los cortantes horizontales, r. Por 



/X 

Figura 9-22. 


Circulo de Mohr para el 
esfuerzo en el punto A 
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ejemplo, en el punto A del voladizo de la figura 9-22, el circulo de Mohr muestra las direc- 
ciones de los esfuerzos principales: El esfuerzo de compresion forma un angulo 0 en sentido 
del reloj respecto del eje X. El de tension es perpendicular al anterior. El valor de 6 varia con 
la relation r/o h ya que tan 20 = 2r/o f . En las fibras extremas m y n de la section que pasa 
por A, el esfuerzo cortante r es cero y las direcciones principales coinciden con la horizontal 
y vertical, mientras que en el piano neutro, donde o f es cero, los esfuerzos principales estan 
inclinados 45° respecto al eje X. 

En la figura 9-22, las lineas continuas y las punteadas representan las trayectorias de es- 
fuerzo en la viga y constituyen dos familias de curvas ortogonales cuyas tangentes en cada 
punto dan la direccion de los esfuerzos principales en dicho punto. Las lineas continuas indi- 
can la direccion de los esfuerzos de compresion maximos, y las lineas punteadas, la direccion 
de los esfuerzos de tension tambien maximos. No hay que confundir las trayectorias de es- 
fuerzo con las lineas de esfuerzo constante. Las trayectorias de esfuerzo indican la direc- 
cion de los esfuerzos principales , pero la intensidad del esfuerzo es variable a lo largo de 
ellas. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 


943, Un eje de 100 mm de diametro que gira a 30 r/s esta sometido a unas cargas de fle- 
xion que le producen un momento flexionante maximo de 25007T N • m. Calcular el par tor- 
sor maximo y la potencia maxima que puede actuar al mismo tiempo sobre el eje, sin que el 
esfuerzo cortante exceda de 80 MPa ni el esfuerzo normal de 100 MPa. 

Solution: El momento flexionante producira unos esfuerzos de flexion maximos en las 
fibras superior e inferior de valor: 




°f 


4(250077) 

ff(0.050) 3 


= 80 MPa 


Al aplicar un par torsor 7, aun desconocido, se producira un esfuerzo cortante de tor- 
sion, maximo en la superficie exterior del eje, que actua tambien sobre el mismo elemento de 
la fibra superior o inferior del mismo*. En la figura 9-23a se representa este estado de esfuer- 
zo. Aunque el esfuerzo cortante de torsion, representado por r, para distinguirlo del esfuerzo 
cortante maximo resultante, es desconocido, se puede dibujar un circulo de Mohr en funcion 
de tal esfuerzo, como se representa en la figura 9-23b. 

Para que aparezca un esfuerzo cortante combinado de 80 MPa, el radio del circulo debe 
ser R t = 80. Sin embargo, el radio del circulo que de como esfuerzo normal maximo 100 
MPa debe satisfacer la condition a = 100 = OC + R = 40 + R , de donde R = 60 MPa. 

Es evidente que el radio apropiado ha de ser el menor de R o y R t , es decir, en el caso que 
se trata, 60 MPa, para que de esta manera no se sobrepasen los esfuerzos admisibles. Hallan- 


* En los extremos de la linea neutra, el esfuerzo cortante de torsidn se suma con el esfuerzo cortante producido 
por la fuerza cortante vertical, lo que da lugar a un esfuerzo cortante combinado. En una viga muy corta, fuerte- 
mente cargada, puede ocurrir que este sea el maximo esfuerzo cortante resultante que, por tanto, limitary el valor 
del esfuerzo cortante de torsidn, y el momento torsionante que se puede aplicar. Sin embargo, aqui se descarta esta 
posibilidad. 
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do R , por el triangulo rayado de la figura 9-23b, se calcula el esfuerzo cortante por torsion, 
que puede combinarse con el esfuerzo por flexion. Se tiene asi que: 

r 2 = R 2 - (40) 2 = (60) 2 - (40) 2 

de donde 

r, = 44.7 MPa 

La formula de la torsion permite calcular el momento torsionante necesario para que re- 
sulte este esfuerzo cortante, 

(44.7 X i0 6 M0.050) 3 
2 

= 8780 N-m Resp. 

y, en funcion del momento, la potencia maxima que puede aplicarse, esta dada por 
[9 = 2 vJT] 9 = 2?r(30)(8750) = 1650 kW Resp. 



944. Un eje macizo se somete a flexidn y torsion simult&neas, producidas por un mo- 
mento torsionante T y un momento flexionante T. Expresar el esfuerzo cortante maximo y el 
esfuerzo normal maximo resultantes, en funcion de T, de M y de radio r del eje. Aplicar las 
relaciones obtenidas al caso de un eje sometido a un T = 1200 N • m y M = 900 N * m, para 
determinar su diametro, si los esfuerzos admisibles son de 70 MPa a cortante y 100 MPa a 
flexion. 

Soiuci6n: La flexion y la torsion simultaneas aparecen con frecuencia en el disefto de ejes gi- 
ratorios. Las formulas que se desarrollan son muy utiles, pero su aplicacion esta limitada al 
caso en que se conozcan Ty M. En cualquier otra circunstancia se debe utilizar el circulo de 
Mohr . 

En la figura 9-24a se representa el estado de esfuerzo de un elemento de un eje sometido 
a YlexYon y YorsVon y ente 
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Figure 9-24. 


esfuerzo cortante maxi mo r es igual al radio R de la circunferencia, y del triangulo rayado se 
obtiene 



(a) 


Las formulas de la torsion y de la flexion, particularizadas para un eje circular macizo se 
escriben en la forma: 

AM IT ... 

= — j y t = — 3 (*) 

mr *nr 

Sustituyendo estos valores en (a) resulta: 



o bien, 


W = VM 2 + T 2 


Haciendo T e = > JM 2 + T’ 2 , se obtiene finalmente: 



( 9 - 11 ) 


La semejanza entre la ecuacion (9*11) y la formula de la torsion en ( b ) sugiere que a T e se le 
Ilame momenta torsionante equivalente. 

La ecuacion .que se obtiene para el esfuerzo normal maximo, analoga a la formula de la 
flexion, obliga a introducir el concepto de moment o flexionante equivalente M ey y se deter- 
mina de la manera siguiente. En la figura 9-24b, el esfuerzo normal maximo resultante vale 
=t °f + Teniendo en cuenta que o f = AM/nr 3 y R = 2T e /icr 3 resulta: 
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Multiplicando por dos y dividiendo igualmente entre dos el segundo miembro, 

4M 

~ ( 9 ~ 12 ) 

7T r 

que es la misma formula de la flexion (£>), pero en la que se tiene el momento equivalente M. 

= UM + T e ). 

Las ecuaciones (9-11) y (9-12) son, pues, las mismas formulas de la torsion y de la fle- 
xion. Lo unico que se debe recordar son los valores de los momentos equivalentes a torsion y 
a flexion respectivamente, dados por: 

T e =VM 2 + T 2 (9-13) 

M e =i(M+ T e ) (9-14) 

En el caso particular del ejemplo, y de acuerdo con los datos del enunciado, los momen- 
tos equivalentes de torsion y de flexion son: 

t;=Va/ 2 + r 2 =y'(9oo) 2 + (1200) 2 = 1500 N-m 
M e = + T e ) = j(900 + 1500) = 1200 N-m 

El radio del arbol para que el esfuerzo cortante maximo no exceda el admisible, segun la 
ecuacion (9-11), viene dado por: 

70 X 10 6 = 2 ( - 15( * ) ) 0 r = 23.9 X 10 3 m = 23.9 mm 

7 7T 3 

El radio del eje para que el esfuerzo normal maximo no exceda al admisible, segun la 
ecuacion (9-12), viene dado por: 

100 X 10 6 = — o bien, r = 24.8 X 10” 3 m = 24.8 mm 
t ir 




El mayor de los dos valores obtenidos cumple ambas condiciones y, por tanto, es el 
diametro necesario. 


d = 2 X 24.8 = 49.6 mm 


Resp, 


945. Disenar un eje circular macizo que pueda soportar las cargas indicadas en la figura 
9-25 si r m ^ ^ 70 MPa y a mkx < 120 MPa. Las correas dt transmision de las poleas B y Cson 
verticales y las de la polea E son horizontales. Se desprecian el peso de las poleas y el del 
&rbol. 
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Figure 9-25. 

Solution: Las cargas aplicadas producen, ademas de una torsion, una flexion en el piano 
horizontal y otra en la vertical. En las figuras 9-25b y 9- 25c se han representado los diagra- 
mas de momentos flexionantes en dichos pianos. El momento flexionante resultante en cual- 
quier section viene dado por M = yj Mi + Mi. Por tanto, en los puntos B, C y D los momen- 
tos flexionantes son M B — 3834 N * m, M c = 4725 N * m y M D = 5000 N • m. Combinan- 
do estos momentos con la distribution de momentos torsionantes en el eje, figura 9-25d, se 
deduce que las secciones m&s peligrosas son C y D. 

Como en estos dos puntos se conocen los valores del momento torsionante y del mo- 
mento flexionante, se aplica el metodo del problema 944. De acuerdo con las ecuaciones (9-13) 
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y (9-14), los momentos equivalentes a torsion y a flexion en aquellos puntos son; 


EnC: T„ = V M 2 + T 2 = 7(4725) 2 + (1500) 2 = 4957 N-m 

M e = + T e) = i(4725 + 4957) = 4841 N-m 


yenZ): Z„ = Va/ 2 + T‘ 1 =-\/(5000) 2 + (750) 2 = 5056 N-m 

M e = \(M + T e ) = | (5000 + 5056) = 5028 N-m 


En las ecuaciones (9-11) y (9-12) se han tenido en cuenta los valores maximos de M e y 
T,. Como el maximo momento T, tiene lugar en C y el maximo M e aparece en Z), resulta: 


2T e ' 

70 X 

10 6 _ 2(5056) 

r = 35.8 X 

10 3 m = 35.8 mm 

irr 2 


■nr 3 



4 M e ' 

120 x 

10 6 _ 4(5028) 

r = 37.7 X 

10 -3 m = 37.7 mm 

Trr 3 






El mayor de estos dos valores deter mina el radio necesario, De ahi que el del eje sea d = 
2 x 37.7 = 75.4 mm. En vista de que los ejes tienen diametros estandar, debe especificarse 
uno de 80 mm. 


PROBLEMAS 

946. Explicar por que las trayectorias de es- 
fuerzo, en la figura 9-22, tienden a ser horizonta- 
les al aproximarse al empotramiento. ^En donde 
son exactamente horizontales? ^Cuales son las 
trayectorias de esfuerzo en el caso de tensidn o 
compresion axiales? 

947. El arbol de una turbina pequefta tiene 
un di&metro de 100 mm y esta sujeto a una carga 
de 1407T kN. Calcular la maxima potencia que 
puede transmitirse a 4 r/s sin exceder un esfuerzo 
cortante m&ximo de 70 MN/m 2 ni un maximo es- 
fuerzo normal de 90 MN/m 2 . 

Resp. 273 kW 

948. Un eje macizo de 100 mm de diametro 
esta sujeto simultaneamente a una fuerza de 
compresion de 600 kN y a un par de torsion que 
lo deforma un angulo de 1.5° en una longitud de 
8 m. Si G = 80 x 10 9 N/m 2 , calcular los m^xi- 


mos esfuerzos normal y cortante a que esta some- 
tido el eje. 

Resp. r = 40.4 MN /m 2 

949. Un eje de 100 mm de diametro soporta 
simultaneamente una carga axial de tensidn de 
50 tt kN, un momento flexionante maximo de 2ir 
kN • m y un par de torsion de 3 tt kN * m. Calcu- 
lar los maximos esfuerzos cortantes y normales, 
tanto de tension como de compresion. 

Resp. o t = 106 MPa; 

^ = 74.8 MPa; 
r = 63.8 MPa 

950. Repetir el problema 949 suponiendo 
que se invierte el sentido de la carga axial, al mis- 
mo tiempo que su magnitud se abate a 407r kN. 
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951 . Un eje de 80 mm de diametro est& suje- 
to a un moment o fiexionante maximo de 80 tt N • m 
y a una fuerza axial de tension de 40 tt kN. Cal- 
cular el par de torsion maximo que pueda aplicar- 
se si los valores maximos admisibles del esfuerzo 
son 100 MN/m 2 para el normal y 80 MN/m 2 pa- 
ra el cortante. 

952 . Un eje de seccion circular se emplea 
para transmitir simultaneamente un par de 2600 
N • m y un momento fiexionante maximo de 2000 
N • m. Calcular el radio rninimo que pueda tener 
la seccion del eje si a m a X < 80 MPa y r mkx < 60 
MPa. 



forma gr&fica sobre elementos diferenciales ade- 
cuados. Indicacidn : Asegurarse de inciuir el es- 
fuerzo cortante causado por la carga aplicada. 


Resp. r = 34.8 mm 

953. Un eje de 80 mm de diametro soporta 
un momento fiexionante m&ximo de 3 kN • m. 
^Que par se puede aplicar, adem&s, sin exceder 
un valor maximo del esfuerzo cortante de 80 
MN/m 2 ni uno del esfuerzo normal de 120 
MN/m 2 ? 


Resp. a m ax = 72.6 MPa a 0 = - 12.9° 

957 . Dada la viga descrita en el problema 
956, calcule las componentes de esfuerzo a lo lar- 
go del piano que forma con el eje neutro un an- 
gulo de 30° y que pasa por B. Suponer, para esto, 
que x = 300 mm y que B esta 20 mm abajo del 
eje neutro. Mostrar sus resultados gr&ficamente 
sobre un elemento diferencial. 


954 . Un recipiente de forma cilindrica, con 
sus extremos cerrados tiene un diametro exterior 
de 400 mm y un espesor de 20 mm. Si soporta si- 
multaneamente una presion interna de 4 MPa, un 
par de torsion de 80 KN ♦ m y un momento fie- 
xionante de 20 KN * m, calcular el m&ximo es- 
fuerzo de tension sobre sus paredes, descartando 
la posibilidad de pandeo. 

Resp. o T = 53.9 MPa 


955 . Un recipiente como el del problema an- 
terior tiene un diametro exterior de 300 mm y esta 
construido con placa de acero de 10 mm de espe- 
sor. Si el tanque esta sujeto a una presion interna 
de 6 MN/m 2 , calcular el maximo par de torsion 
que pueda aplicarsele si el esfuerzo normal en sus 
paredes est& limitado a 100 MN/m 2 . Descartar la 
posibilidad de pandeo. 

956 . Calcular los esfuerzos principales y el 
maximo esfuerzo cortante en el punto A de la fi- 
gura P-956 en la seccidn localizada a x = 250 
mm. La viga es de seccion rectangular, teniendo 
20 mm de ancho, 120 mm de altura y el punto A 
se encuentra 20 mm arriba de la linea neutra. Su- 
pongase que la carga de 50 kN actua en el 
centroide de la seccion. Mostrar las respuestas en 


958 . Un soporte de 50 mm de diametro, fir- 
memente empotrado en un extremo, soporta en 
el otro unas cargas horizontal y vertical, como in- 
dica la figura P-958. Calcular los esfuerzos resul- 
tantes maximos en el punto A de la fibra supe- 
rior. 



Figuras P-958 y P-959. 
Resp. o mkx = 41.2 MN/m 2 
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959 , Repetir el problema anterior para el 
punto B. 

960 . Un arbol de 100 mm de diametro so- 
porta una carga consistente en la fuerza P y el par 
F, como se muestra en la figura P-960. Calcular 
los esfuerzos normal y cortante sobre el cordon 
de soldadura de forma helicoidal que forma un 
angulo de 30° con el eje del arbol. 

Resp. a = 18.4 MPa; r = -16.5 MPa 


962. Un eje de transmision por correas de 50 
mm de diametro esta sometido a las fuerzas indi- 
cadas en la figura P-962. Las fuerzas sobre la po- 
lea A son horizontales y las de B son verticales. 
Calcular los esfuerzos resultantes normal y cor- 
tante maximos en el arbol. 



T = 3 kN* m 

Figura P-960. 


P = 160 kN 



300 N 


Engrane 
250 mm 
(diam. 
paso) 

Figura P-961. 


500 mm diam. 

Figura P-962. 


963 . Disefiar un &rbol circular macizo para 
que soporte las cargas indicadas en la figura 
P-963 si T m g X < 60 MPa y a n ^ x < 80 MPa. Las 
correas de transmision de las poleas A y C son 
horizontales y las de la polea E son verticales. 

Resp. d » 68.4 mm 



961. Un reductor de veloddad transmite 
una potencia de 20 kW. En cierta parte de dicho 
reductor, un pinon hace girar el engrane A del ar- 
bol AB a 6 r/s. Determinar el diametro minimo 


del arbol AB si 


60 MN/m 


MN/m 2 . Considere solo esfuerzos por torsion y 
por flexion en el eje. 


Figura P-963. 


200 N 


2200 N 
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9-9. TRANSFORMACION DE LAS COMPONENTES 
DE LA DEFORMACION 

Muchos de los problemas de ingenieria suponen una combination de esfuerzos axiales, 
por torsion y por flexion en barras prismaticas de materiales homogeneos. En estos casos se 
calculan los esfuerzos como se ha dicho en las secciones anteriores, y los esfuerzos maximos 
son los que sirven de base para el diseno de los elementos. Sin embargo, hay ocasiones en que 
por irregularidades de la estructura, o porque las condiciones en que se aplican las fuer- 
zas no corresponden a las hipotesis fundamentales de las teorias de la flexion y de la torsion, 
se requiere el empleo de metodos experimentales para determinar los esfuerzos. Ahora bien, 
como el esfuerzo es un concepto matematico que representa la intensidad de la fuerza por 
unidad de area, no puede medirse directamente. Pero las relaciones esfuerzo-deformacion, 
definidas por la ley de Hooke, permiten calcular los esfuerzos partiendo de las defor- 
maciones, que si se pueden medir. En esta section se estudia la transformacion de las compo- 
nentes de la deformacion con la orientacion del elemento, y la determination de las deforma- 
ciones principales, y en la siguiente se veran las aplicaciones de la medida de deformaciones y 
su conversion en esfuerzos. 

Consideremos un elemento sometido a un estado bidimensional de esfuerzos, como se 
indica en la figura 9-26a. Los esfuerzos normales, supuestos positivos o de tension, alargan 
el elemento en las direcciones de X y Y y y el esfuerzo cortante distorsiona el elemento al pro- 
duct una deformacion angular y xy , como se observa en la figura, 9-26b. En la figura 9-26c se 
aprecia el efecto de estas deformaciones sobre un elemento lineal OA de la figura 9-26a, don- 
de OA se alarga hasta OA ' y su orientacion varia en un pequeno angulo (3 . El desplazamien- 
to de A hasta A ' es el vector suma de los alargamientos e x dx en la direccion X , c v dy en la direc- 



Figura 9-26. 
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cion Y y la distorsion 7 xy dy en la direccion X. Estos desplazamientos de A aparecen exagera- 
dos en la figura 9-26d, en donde se observa la descomposicion vectorial a lo largo de direc- 
tories paralela y perpendicular a OA . La componente paralela A "A ' , representa un aumen- 
to de longitud de OA , mientras que la componente perpendicular A A" da lugar a la va- 
riation j3 en la position angular de OA. 

El modulo de A "A ' se obtiene proyectando e x dx, e y dy y y xv dy sobre la direccion de 
OA , es decir, 


A" A' — € x dx cos 6 -4- e y dy sen 6 — y xy dy cos 9 


(a) 


El incremento de OA dividido entresu longitud inicial ds es el alargamiento unitario o defor- 
macion e„ en la direccion OA : 



A" A' 


(b) 


ds ds ds 


Ahora bien, en la figura 9-26c, dx/ds = cos 9 y dy/ds = sen 9 , con lo cual la ecuacion ( b ) se 
transforma en 


e a — e x cos 2 0 + e y sen 2 0 — y xy sen 6 cos 9 
y escribiendo cos 2 9 y sen 2 6 en funcion de 29 se obtiene finalmente: 


0 ) 



(9-15) 


£. + 

2 2 


La desviacion angular /? de OA se determina dividiendo la componente perpendicular 
A A " entre la longitud inicial ds de OA . Proyectando el movimiento del punto A sobre la nor- 
mal a OA, se obtiene como se observa en la figura 9-26d, 


AA " — c x dx sen 9 — e y dy cos 9 — y xy dy sen 9 


de donde, 


A A " _ c x dx sen 9 e y dy cos 9 y xy dy sen 9 


yS = 


ds ds ds ds 


= e x sen 9 cos 9 - e Y sen 9 cos 9 - y xy sen 2 9 


(e) 


Para el elemento perpendicular a OA , su desviacion 0' se halla sustituyendo 0 por (9 + 
90°), y como sen (90° + 9) = cos 9 y cos (90° + 9) = —sen 9, de (e) resulta 


0 ' = — t x sen 9 cos 9 + e y sen 9 cos 9 — y xy cos 2 9 


(/) 


Como 0 y 0' giran en diferente sentido,* su suma aritmetica es igual a su diferencia al- 
gebraica, por lo que la variacion total del angulo recto entre OA y su normal OB, que define 
la distorsion para un elemento a 9° de los ejes X-Y, viene dada por: 


y ab = 0 - 0' - c x (2 sen 9 cos 9) - e y (2 sen 9 cos 9) 

+ y xr (cos 2 9 - sen 2 9) 


* Si 0 y 0' giran en el mismo sentido no habria variacion del angulo recto, es decir, distorsion, lo que se 
comprueba facilmente sumando (3 y (3' . 
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que en funcion del angulo doble 26, se transforma en: 



(9-16) 


Comparando las ecuaciones (9-15) y (9-16) con las expresiones (9-5) y (9-6), que definen 
la variation de los esfuerzos cortantes y normales, se observa su analogia formal, por lo que se 
puede establecer la representation de las deformaciones normales y cortantes mediante un 
tirculo de Mohr de deformaciones, trazado en la misma forma que el de esfuerzos, salvo que 
en ordenadas se I leva la mitad de I valor de la distorsion en lugar de la distorsion total. 

En el circulo de Mohr de deformaciones, se emplea el criterio de signos siguiente: Las 
deformaciones de alargamiento (tension) se consideran positivas y las de acortamiento 
(compresion) negativas, y las distorsiones se consideran positivas si incrementan el angulo 
recto inicial del elemento sin deformar*. Es posible establecer un criterio de signos mas gene- 
ral para la distorsion angular, representando la distorsion entre las direcciones OA y OB por 
y ah9 en la que el primer subindice indica la direction OA, asociada al angulo 6. La distorsion 
entonces se considerara positiva si la direction asociada al primer subindice se mueve en el 
sentido del reloj respecto de la direction asociada al segundo, y viceversa. Este criterio lleva 
implicito que y ab = -y ba , y concuerda con el convenio adoptado para los esfuerzos, en el 
que r xy - — Tyx , asi como en los productos de inercia, en donde P xy - — P yx . 

La analogia formal entre las componentes del esfuerzo y de la deformation tambien se 
manifiesta en la siguiente relation. Un circulo de Mohr de deformaciones se transforma en 
una circunferencia concentrica de esfuerzos mediante las siguientes transformaciones de es- 
cala y origen: 



( 9 - 17 ) 


(oc)„ = (OO'J^ 


( 9 - 18 ) 


en donde R„ y R ( son los radios respectivos de los clrculos de esfuerzo y de deformation, en la 
figura 9-27, y ( OC) a y (OC), las abscisas de los centros de las citadas circunferencias. El m6- 



Circulo de deformaciones 


€ 


o 


<7 


Circulo de esfuerzos 


Figura 9-27. Transformation de la circunferencia de Mohr de deformaciones en el 
circulo de Mohr de esfuerzos. 


* Esto es contrario a la convention adoptada en la teoria matem&tica de elasticidad, donde el cerrarse el an- 
gulo recto se toma como distorsion positiva. El convenio adoptado en este texto no solamente logra la correspon- 
dence entre los circulos de Mohr dc rnomentos de inercia, de esfuerzos y de deformaciones, sino que evita la artifi- 
cialidad de tener que tomar valores de una distorsion positiva en sentido negativo en el circulo de Mohr. 


9 9 Transformacion de las componentes de la deformacion 327 

dulo elastico es E y v es el coeficiente de Poisson. La demostracion de estas relaciones se deja 
como ejercicio, pero su aplicacion se muestra en el ejemplo que sigue. 


PROBLEMA IIUSTRATIVO 

964. Sea un solido en un estado de esfuerzo piano. En un cierto punto del mismo, las 
deformaciones son e x = 800 x 10~ 6 m/m, e y = 200 x 10 “ 6 m/m, y y xy = 600 x 10 -6 rad. 
Calcular: (a) las deformaciones y los ejes principales, y ( b ) la deformacion e a en una direc- 
cion que forme 60° con el eje X y la deformacion e b en direccion perpendicular, y la distorsion 
y ab . Ademas si E = 200 GPa y v = 0.30, hallar los esfuerzos principales y los esfuerzos nor- 
mal y cortante en un elemento que forme un angulo de 60° con el eje X . 



Figura 9-28. Circulo de deformacion. 


Y 



Figura 9-29. 
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Solucion: El drculo de Mohr para el estado dado de deformaciones se representa en la figu- 
ra 9-28. Prescindiendo del factor 10 ~ 6 , las coordenadas del punto A son e x = 800 y 17 ,, = 
300, y las coordenadas de B son e y = 200 y \y yx = - 300. El eje X queda representado por el 
radio CA y el eje Y , por CB. El radio de la circunferencia, por el triangulo CA ' A , es 424, 
por lo que la deformacion principal maxima e u representada por el punto D, es igual a 500 
4- 424 = 924 x 10 -6 . La deformacion principal minima e 2 , representada por el punto E , es 
igual a 500 - 424 = 76 x 10 -6 . El angulo entre el eje de deformacion maxima y el eje X es 
la mitad del angulo ACD es decir, 22.5° en sentido del reloj a partir de OX, como se indica 
en la figura 9-29. 

Para determinar la deformacion e a se traza el radio CF que forme un angulo de 120° 
(doble de 60°) con CA (que representa el eje X) en sentido del reloj. Las coordenadas del 
punto F son e u ~ 500 — 424 cos 15° = 90 x 10~ 6 , y jy ah = 424 sen 15° = 110, por lo que 
y ub = 220 x 10 _6 radianes. Como las direcciones de e„ y e b forman un angulo de 90; el punto 
G representative de la direccion e b es diametralmente opuesto al punto F. Por tanto, e h = 500 
+ 424 cos 15° = 910. X 10~ 6 . 

Vemos, pues, que, excepto por el cambio de notacion y al considerary^, el procedimien- 
to es el mismo que el seguido en la seccion 9-7 en el caso del drculo de Mohr de esfuerzos. 

Las componentes del esfuerzo se obtienen aplicando la ley de Hooke a las componentes 
de la deformacion, como se ver& despues, pero el metodo mas comodo es la transformation 
del drculo de deformaciones en la de esfuerzos. 

Los unicos valores del drculo de deformaciones que se necesitan son el radio y la abscisa 
del centro, valores que se transforman en los correspondientes del drculo de esfuerzos apli- 
cando las ecuaciones (9-17) y (9-18). Se tiene: 




= 65.2 MPa 


(OC). « (oc) <t 4 7 


= 143 MPa 


Con estos valores se traza el drculo de Mohr de esfuerzos, como se indica en la figura 
9-30. Los puntos representatives se han seftalado con las mismas letras que en la figura 
9-28*. De acuerdo con todo ello, los esfuerzos principales (en D y E) son, respectivamente, 


En D: = 143 + 65.2 = 208 MPa 

En E: a min = 143 - 65.2 = 77.8 MPa 


Para el elemento a 60° del eje X, las componentes del esfuerzo vienen dadas por los pun- 
tos E v G v sus valores son: 


En F: a = 143 - 65.2 cos 15° = 80.0 MPa 
r = 65.2 sen 15° = 16.9 MPa 


En G: a = 143 + 65.2 cos 15° = 206 MPa 


* No es necesario trazar cada figura por separado, ya que los drculos pueden trazarse concentricos, pero su expli- 
caci6n podria dar lugar a confusiones. 
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r (MPa) 



F 


O 


E 


a (MPa) 


143 


Figuni 9-30* Circulo de esfuerzos. 


En lugar de aplicar la circunferencia transformada de esfuerzos, tambien se pueden ob- 
tener estos directamente a partir de las deformaciones, teniendo en cuenta la ley de Hooke 
para el esfuerzo biaxial (Sec. 2-4) mediante las ecuaciones siguientes; 


+ v *y) 


Ejfy + V€ x ) 

1 - v 2 



Sustituyendo las deformaciones principales de 924 x 10 -6 y 76 x 10 ~ 6 , obtenidas en el 
circulo de deformaciones, figura 9-28, los esfuerzos principales son: 


(200 X 10 9 )(924 4- 0.30 X 76)(10~ 6 ) 
1 - (0.30) 2 

(200 X 1 0 9 )(76 + 0.30 X 924)(10~ 6 ) 
I - (0.30) 2 


= 208 MPa 


= 77.6 MPa 


que coinciden con los resukados obtenidos anteriormente. Por tanto, trazando una circunfe- 
rencia de Mohr con los valores de los esfuerzos principales, el radio y el centro coincidiran 
con los valores que aparecen en la figura 9-30. 

Analogamente, el esfuerzo normal y el cortante, en el elemento a 60° del eje X, se ob- 
tienen a partir de e„ = 90 X 10 -6 ,«„ = 910 x 10 _6 y7„* = 220 X 10 -6 . Aplicando la ley de 
Hooke, 


(200 x 10 9 )(90 + 0.30 X 910)(10~ 6 ) 
1 - (0.30) 2 


= 79.8 MPa 


(200 X 10 9 )(220 x 10 6 ) 


= 16.9 MPa 


2(1 + 0.30) 


Comparando ambos metodos de calculo de esfuerzos, la ventaja de la transformacion 
del circulo de deformaciones en uno de esfuerzos es realmente interesante. 
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PROBLEMAS 

965. Demostrar que las ecuaciones (9-17) y 
(9-18) transforman un circuit) de deformaciones 
en uno de esfuerzos. 

966. Partiendo de un elemento sometido 
unicamente a esfuerzos principales, comprobar 
que la desviacion angular de un elemento lineal, 
tal como OA de la figura 9-26, es igual a la mitad 
de la distorsion y ab . 

967. Un estado de deformacion esta deter- 
minadopore* = —400 x 10 6 , €„ = 200 x 10“ 6 
y y xv = 800 x 10~ 6 . Si = 200GPay v = 0.30, 
calcular los esfuerzos principals y el esfuerzo 
cortante maximo, asi como las componentes del 
esfuerzo en un elemento a + 40° del eje X. 


Resp. or m ^ =48.3 MPa; 

*min = -106 MPa; 
a = - 97.2 MPa; r = - 34.8 MPa 

968. Un estado de deformacion esta deter- 
minadopore* = —400 x 10 -6 , e v = 200 x 10 6 
y y„ = -600 x 10- 6 . Si E = 200 x 10 9 N/m 2 y 
v = 0.30, determinar los esfuerzos principales y 
el esfuerzo cortante maximo. 

969. Las componentes de la deformacion en 
un punto son e x = -800 x 10 “ 6 , e v = 200 x 
1 0 ~ 6 y 7 XV = -800 x 10~ 6 . Si £ = 200 GN/m 2 y 
v = 0.30, determinar las componentes del esfuer- 
zo en la cara cuya normal forma un angulo de 
+ 20° con el eje X. 

Resp. a = — 105 MPa; r = — 96.6 MPa 


9-10. ROSETAS DE DEFORMACIONES 

El esfuerzo en un barra sometida a esfuerzo axial simple se puede determinar experi- 
mentalmente mediante un extensometro adherido a la barra y orientado en la direccion (co- 
nocida) del esfuerzo. Este se calcula en funcion de la deformacion medida teniendo presente 
la relacion a = eE. Las deformaciones son, en general, muy pequenas (inferiores a uno 
por mil) por lo que los extensometros han de ser sumamente sensibles. Los aparatos primiti- 
ves eran de fundamento mecanico u optico, pero hoy en dia, han sido sustituidos casi por 
completo por los extensometros electricos, que constan basicamente de un hilo o alambre de 
un material cuya resistencia electrica varia con su deformacion. Aplicado el extensometro al 
solido en estudio, quedan determinadas las deformaciones en funcion del cambio de resisten- 
cia electrica del alambre. Estos tipos de extensometros o defornumetros tienen hoy en dia un 
alto grado de precision. 

Como se ha dicho, un simple aparato orientado en la direccion de un esfuerzo axial bas- 
ta para determinar el valor de dicho esfuerzo. En el caso de esfuerzo biaxial, se emplearian 
dos extensometros siempre que se conocieran las direcciones de los esfuerzos principales, lo 



Figura 9-31. Rosetas de deformaciones. 
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que no es el caso general. Para determinar las direcciones y las magnitudes de los esfuerzos 
principales, se necesitan conocer tres valores de la deformacion. En la seccion anterior se ha 
visto como se utilizan los valores e X9 e v y y xy para ello. Desgraciadamente, no hay instrumen- 
to de medida alguno que indique directamente la distorsion y xy , de manera que hay que acu- 
dir a otro procedimiento. 

Se demuestra ahora como un estado de deformacion queda univocamente determinado 
mediante la medida de tres deformaciones lineales e ay e by e c en tres direcciones arbitrarias 6 ai 6 hj 
0 C en el mismo punto, como en la figura 9-31 . En efecto, sustituyendo estas deformaciones en 
la ecuacion (9-15) resulta el sistema de ecuaciones siguiente: 



cos 2 0 a — -^psen2 0 a 


cos 20 b - -^sen20 6 


(a) 


cos 20 c - -”sen2 0 C 


La solucion de este sistema determina los valores de las componentes de la deformacion e r , e v 

y 7— 

Por conveniencia practica se suelen obtener las deformaciones lineales utilizando una de 
estas dos combinaciones de tres extensometros: (1) Tres instrumentos colocados con sus ejes 
a 45° , y (2) tres instrumentos colocados con sus ejes a 60°, como se indica en las figuras 
9-3 lb y c. Estas disposiciones se llaman rosetas de deformacion. Los tres extensometros es- 
tan electricamente aislados entre si y miden las deformaciones en la superficie de la estructu- 
ra a la que se haya aplicado. Veamos ahora como construir el circulo de Mohr de deforma- 
ciones a partir de cada una de estas rosetas. 

LA ROSETA DE DEFORMACION A 45° O RECTANGULAR 

Haciendo 6 a = 0°, 0 b = 45° y 6 C = 90° en el sistema (a), se obtiene: 


i Y _ c « + C c 
l lxy 2 


(9-N) 


valores de e,, e v , y 7, v . que definen un estado de deformaciones a partir del cual se puede tra- 
zar el circulo de Mohr correspondiente y luego el de esfue zos, tal como se ha explicado en la 
seccion anterior. 

Estos resultados tambien se obtienen directamente trazando un circulo de Mohr en la 
forma que a continuacion se indica. En la figura 9-32, cada una de las tres deformaciones e Q9 
c h y e t , a 45°, se representa por los tres radios CA y CB y CD , separados 90°. El centro C esta en 
el punto medio entre G y E, de manera que un lado (CE) del triangulo^CE es conocido. Hay 
que calcular el otro lado ( AE) de este triangulo. Como los triangulos CBF y CAE son 
iguales, AE = CF y CF = OC - OF , por lo que 



(b) 
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o 



€ a+ € c 

2 


€ a~~ e c 

2 


Eje t 


Figura 9-32. Circuit) de Mohr para la roseta de deformation a 45°. 


y tambien _ - e c 


(c) 


Por tanto, el radio R - CA viene determinado por: 


R =y(C£) 2 + {AEf 


W> 


Se pueden confrontar estos resultados con los valores correspondientes en un circulo de 
Mohr construido a partir de las componentes de la deformacion, segun la ecuacion (9-19). 

LA ROSETA A 60° O EQUIANGULAR 

Los angulos de referencia son 0 a = 6°, 0 h = 60° y 6 C = 120°. A1 sustituirlos en (a) y re- 
solver el sistema, resulta: 



(9-20) 


A partir de estos resultados se puede trazar el circulo de deformaciones y el de esfuerzos, co- 
mo ya se ha dicho en la seccion anterior. 

PROBLEMAS 

970. Comprobar que las expresiones en (9-20), para la roseta a 60° son correctas. 

971. Demostrar que, para la roseta a 60°, las deformaciones principales son: 


e max 
min 


3 
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y la direccion de la deformacion principal maxi- 400, e* = -200 y e c = - 100. Si E = 200 GPa y v 


= 0.30, determinar los esfuerzos principales. 
Resp. tfmax = 109 MPaen 0 — — 27.2° 


ma queda definida por: 



974. Repetir el problema anterior si e t 
300, e b = 600 y e c = 100. 


en donde los valores positivos de 6 se miden en 
sentido contrario al del reloj a partir de e a . 


975. Las deformaciones, en millonesimas. 


972. Demostrar que en la roseta a 45° las niedidas en una roseta a 60 c han sido: e a 300, 


= 400ye c = 100. Con£ = 200GN/m 2 y v = 
0.30, calcular el esfuerzo cortante maximo y los 
esfuerzos principales. 


deformaciones principales vienen dadas por: 



^max. 

min. 


Resp. a mtu = 64.2 MN/m 2 en $ = -22.0° 



976. Una roseta a 60° aplicada en un punto 
de la envolvente de aluminio del fusel aje de un 
avion mide las siguientes deformaciones en millo- 


y la direccion de la deformacion principal maxi- 
ma, por: 


nesimas: e fl = 200, e* = 200 y e c = 400. Si E = 
70 GPa y v =y , calcular los esfuerzos principales 
y el esfuerzo cortante maximo. 



a c 977. Repetir el problema anterior con e a = 

-100, e b = 200 x 10" 6 y e c = -400. 

973. Las tres lecturas, en millonesimas , en 

una roseta de deformacion a 45° han sido: e a = Resp. o mkx = 7.7 MPa en $ = 45° 

9-11. RELACION ENTRE EL MODULO ELASTICO 

TRANSVERSAL Y EL MODULO ELASTICO LONGITUDINAL 

En la seccion 2-4 se establecio la reiacion G = £72(1 + v) que ahora se demuestra. El 
estado de esfuerzos representado en la figura 9-33a consiste en una tension o x y una compre- 
sion o y de la misma magnitud. En el circulo de Mohr correspondiente, figura 9-33b, se obser- 
va que un elemento a 45°, como el de la figura 9-33c, esta sometido a esfuerzo cortante puro 
r, numericamente igual aaja a y . Este esfuerzo cortante deforma al elemento abed segun 
el contorno punteado a'b'c'd' de la figura 9-33a. El angulo recto en a ha disminuido a 
(90° - 7 ), si 7 es la distorsion o deformacion angular. Al mismo tiempo, el angulo recto en b 
ha aumentado en 7 , por lo que ahora vale (90° + 7 ). 

Consideremos la deformacion del triangulo rectangulo isosceles aob. Como o x = - a y 
= r, de las ecuaciones (2-9) y (2-10), se deducen las deformaciones e x y e v . 


t( 1 + y) 

E 


t(1 + v) 


€ 


‘x 


E 


por lo que los lados oa y ob , una vez deformados, valen, respectivamente, 
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Figura 9-33. Esfuerzo cortante puro y distorsi6n. 


Asi, en el triangulo rectangulo oa' b' tenemos 


tan oa 


'b' = tan(45° - -J) - = = 
' 2 / oa ' 


1 - 


t(1 + v) 


t(1 + v) 


1 + 


Ahora bien. 


tan(45° = 


tan 45° - tan 
l + tan 45° tan 


\-l 




(a) 


(b) 


ya que para angulos muy pequenos y como son los de distorsion, la tangente coincide con el 
angulo expresado en radianes. Igualando (a) y ( b ) resulta: 


1 - 


l - 


t(1 + v ) 


i +i 


t( 1 + y) 


1 + 


que, se reduce a 


2t( 1 + y) r 

y = — — - o sea, — = 


y 2(1 + y) 


Sustituyendo r/y por G, segun la ley de Hooke para el cortante (ecuacion 2-6), se ob- 
tiene finalmente: 


G = 


2(1 + v) 


(2-13) 


que expresa la relation que existe entre las tres constantes £, G y v. 
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RESUMEN 


Los esfuerzos normales a que da lugar una combination de cargas axiales y de flexidn 
vienen dadas por: 


a = 


© P My 

ei ± ~r 


(9-1) 


en donde el signo mas corresponde a la tension y el signo menos a la compresion. Los signos 
dentro del circulo indican que el esfuerzo axial es uniforme y del mismo signo en toda la sec- 
cion transversal, mientras que el valor y el signo del esfuerzo de flexion varia con el punto de 
la section que se considere. 

El nucleo (Sec. 9-3) es la parte de la section recta a traves de la cual debe pasar la resul- 
tante de una fuerza de compresion para que no aparezcan esfuerzos de tension en punto al- 
guno de la section. 

En los solidos sometidos a otras combinaciones de esfuerzos, en cualquier punto apare- 
cen esfuerzos normales y cortantes. Los esfuerzos, en un elemento cualquiera, varian con su 
orientation y vienen expresados por las siguientes ecuaciones, obtenidas en la section 9-6, 


<7, + <r„ a, — or,. 

<r = — - — - H — - cos 20 - r sen 20 

2 2 y 

(9-5) 

a — a 

(9-6) 

t = — - sen 20 + r xy cos 20 


Sin embargo, las reglas dadas para el circulo de Mohr hacen innecesario tener que recor- 
dar estas ecuaciones, asi como las que proporcionan los esfuerzos principals y el esfuerzo 
cortante maximo, ya que el circulo de Mohr da toda la information necesaria para el 
calculo de los esfuerzos que se necesite. En la section 9-8 se ven otras aplicaciones del circulo 
de Mohr en el diseno de elementos de maquina. 

En la section 9-9 se describe la utilization del circulo de Mohr de deformaciones. El pro- 
cedimiento es en todo analogo al de esfuerzos, excepto que en ordenadas se llevan los valores 
mitad de la distorsion. Un circulo de deformaciones se transforma en el correspondiente de 
los esfuerzos por medio de las expresiones: 


R a = R , , E 

" * 1 + V 

(9-17) 

(OC). = (OC)'J^ 

(9-18) 


con lo que los esfuerzos principales se determinan con suma facilidad. Para la determination 
experimental de los esfuerzos se emplea (Sec. 9-10) la roseta de deformaciones. Las deforma- 
ciones normales o lineales segun tres direcciones dadas, determinan un estado de deformation 
a partir del cual se puede trazar el circulo de Mohr correspondiente y luego transformarlo en 
el circulo de esfuerzos. 


r 


10 

vigas refo rzadas 


10-1. INTRODUCCION 

En los tiempos de escasez y carestia de acero surgio la tendencia de reforzar las vigas de 
madera mediante placas de acero, en lugar de emplear perfiles laminados. Hoy en dia ya no 
suelen emplearse las vigas de madera reforzadas, excepto en aquellos casos en que exista 
abundancia y bajo costo de la madera y el costo del transporte del acero sea elevado. El tipo 
de viga reforzada mas utilizado es la de concreto armado. 

La teoria de la flexion estudiada no se puede aplicar directamente a las vigas compues- 
tas (o de varios materiales), ya que aquella se basa en la hipotesis de homogeneidad de la vi- 
ga, lo que lleva consigo que, al permanecer planas las secciones planas, las deformaciones 
sean directamente proporcionales a la distancia a la linea neutra, y lo mismo ocurre con los es- 
fuerzos. En el estudio de las vigas compuestas se hace la misma hipotesis de que las secciones 
planas permanecen planas, es decir, que la deformacion es directamente proporcionai a la 
distancia a la linea neutra, pero no ocurre igual con los esfuerzos, al no ser homogeneo el 
material. 

El metodo a seguir en el estudio de las vigas compuestas suele ser su transformacion en 
una viga homogenea equivalente a la que se aplique directamente las formulas de la flexion. 
Los principios en que se basa esta transformacion son que la deformacion y la capacidad de 
carga no varien. Examinemos, en primer lugar, el caso general de vigas compuestas de dife- 
rentes materiales, y despues el de las vigas de concreto armado, aplicando a estas ultimas un 
metodo mas directo y que se suele emplear en la teoria del concreto (u hormigon) armado. 
aunque tambien se puede utilizar la transformacion en una viga equivalente. 

10-2. VIGAS DE DISTINTOS MATERIALES 

La viga de madera de la figura 10-la esta reforzada en su cara inferior con una placa de 
acero firmemente asegurada a la madera de forma que no pueda haber deslizamiento entre 
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ambos materiales cuando la viga se deforme, En este caso, no se cumplen todas las hipotesis 
que se hicieron en la seed on 5-1 para la flexion, por que alii se suponia la viga homogenea y, 
por tanto, no se pueden aplicar directamente los resultados obtenidos a la viga que ahora se 
considera. Sin embargo, mediante ciertas modificaciones o transformaciones es posible obte- 
ner una seccion equivalente que sea de uno solo de los materiales, y a la que se puedan aplicar 
las conocidas formulas de la flexion. 

Para ello, consideremos una fibra longitudinal de acero en el punto A . Puesto que se su- 
pone que la madera y el acero estan perfectamente unidos (atornillados, por ejemplo), las de- 
formaciones de las fibras del acero y de la madera en el punto A han de ser iguales, es decir, 
e a = e m . Expresando esta relacion en funcibn de los esfuerzos y de los modulos elasticos se 
tiene: 

o u o m 

~E a = ~E~n {a) 

Esta misma relacion se ha de cumplir entre los esfuerzos y los modulos el&sticos en cual- 
quier punto del acero, entre la fibra de metal que pasa por el y la fibra de madera equivalen- 
te. Ademas, para la equivalence completa, las cargas soportadas por una fibra cualquiera de 
acero y su equivalente en madera han de ser iguales, es decir, P a = P my lo que en funcion de 
las secciones de la fibra de acero y de su equivalente en madera permite escribir: 


A Q 0 a A m o m 

De las ecuaciones (a) y (b) resulta: 

A \ir) 0m = Am ° m 

Dividiendo entre a m y llamando n a la relacion EJE m> se obtiene finalmente: 

= nA a 


(b) 


(10 1 ) 


Esto significa que el &rea de la seccion equivalente en madera (equivalente a la seccion 
de cada fibra de acero) es n veces el &rea de la seccion de acero. La forma, dimensiones y si- 
tuation del area equivalente quedan completamente determinadas por la condition de que 



(a) Seccion real de (b) Secci6n equivalente de madera (c) Seccidn equivalente 
madera y acero de acero 

Figure 10-1. Secciones equivalentes. 
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Figura 10-2. 


las fibras de madera, equivalentes a las fibras de acero, tienen que estar a la misma distancia 
de la linea neutra, para que se verifique la condition de igual deformation de la ecuacion {a). 
En resumen, la section de madera equivalente a la de acero es n veces mas ancha. En la figu- 
ra 10- lb aparece representada la seccion equivalente de madera. Se puede proceder a la in- 
versa, es decir, obtener la seccion equivalente en acero sustituyendo la parte de madera por 
otra de acero de anchura \/n de la que tenia la madera, como se observa en la figura 10-lc. 

En estas condiciones, ya se puede aplicar directamente la formula de flexion a cual- 
quiera de las secciones equivalentes. Si se aplica a la seccion equivalente en madera, el esfuer- 
zo real en el acero es, de acuerdo con la ecuacion (a), n veces el esfuerzo en la madera equiva- 
lente. Si se aplica a la seccion equivalente en acero, el esfuerzo real en la madera es 1 /n del es- 
fuerzo en el acero equivalente a esta madera. 

El mismo procedimiento se emplea en vigas compuestas de mas de dos materiales. Por 
ejemplo, en la seccion experimental de la figura 10-2a, que consiste en un nucleo o alma de 
aluminio, se han asegurado firmemente una placa de acero y otra de bronce. Aplicandoal 
acero y al bronce las relaciones de sus modulos elasticos al del aluminio, la seccion compues- 
ta se transforma en su equivalente en aluminio que muestra la figura 10-2b, a la cual se apli- 
ca la formula de la flexion. En todos los casos, la linea neutra pasa por el centro de gravedad 
de la seccibn equivalente, y el momento de inercia por emplear es el de la seccion transforma- 
da con respecto a la linea neutra. 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1001 . Una viga de madera de 150 x 300 mm se refuerza en su parte inferior con una 
placa de acero de 75 mm de anchura y 10 mm de espesor. Calcular el momento flexionante 
maximo que puede soportar si los esfuerzos admisibles son o a < 120 MPa y o m < 8 MPa. 
EJE m — n = 20. 

Solution: Aunque como se ha dicho, raramente se emplea este refuerzo de las vigas de ma- 
dera con placas de acero, este problema aclara varios conceptos y detalles de calculo que 
luego apareceran en las vigas de concreto armado. El primer punto por considerar es el de la 
position de la linea neutra. Como esta pasa por el centro de gravedad de la seccion equiva- 


10-2 Vigas de distintos materiales 339 


150 mm 


150 mm 



300 mm 


10 mm 


300 mm 


ZZZZZzzzzzz^ 



Z/ ZZZ 


y = 121 mm 


189 mm 


j 


_J LH 


75 X 20 = 1500 mm 


75 mm 

(a) Seccidn real 


(b) Seccidn equivalente 

Figura 10-3. 


lente, figura 10-3b, tomando momentos de las areas, con respecto a un eje que pase por el 
borde inferior de la viga, resulta: 


[Ay = 2qy] [(45 X 10 3 ) + (15 X 10 3 )]y = (45 X lO^O) + (15 X 10 3 )(5) 


y = 121 mm 


Para calcular el momento de inercia con respecto al E.N., se determina con respecto 
al eje que pasa por la union del alma y el ala de la viga en T invertida que es la seccion equiva- 
lente, y se aplica despues el teorema de Steiner como se indica: 



[/ = / - Ad 2 } I EN = (1350 x 10 6 ) - (60 x lO’Klll) 2 = 611 x 10 6 mm 4 


El momento que puede soportar la seccion, en funcion del esfuerzo admisible en la ma- 
dera, es: 


(8 X 10 6 )(61 1 X 10~ 6 ) 
189 X 10 3 



= 25.9 kN-m 


En la madera equivalente al acero, el esfuerzo maximo es 


por lo que el momento correspondiente al esfuerzo admisible en el acero es: 


El menor de los dos momentos obtenidos, es decir, M m = 25.9 kN * m , es el momento 
maximo que puede soportar la seccion. En este caso hay exceso de acero, por lo que la viga sc 
llama sobrearmada o sobrerreforzada. (Conviene que el lector resuelva este problema utili- 
zando una seccion equivalente de acero.) 
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PROBLEMAS 

1002. Una viga de madera se refuerza con 
dos placas de acero firmemente sujetas a las caras 
superior e inferior, como se observa en la figura 
P-1002. Calcular el aumento de momento fle- 
xionante que puede resistir la viga, si n = 15 y los 
esfuerzos admisibles en el acero y en la madera 
son de 120 y 8 MPa, respectivamente. 

Resp. 52.2 kN * m 

1003. Una viga simplemente apoyada de 4 
m de longitud tiene la seccidn recta representada 
en la figura P-1003. Soporta una carga uniforme- 
mente repartida de 20 kN/m sobre la mitad 
central del tramo. Si n = 15, calcular ios esfuer- 
zos maximos en la madera y en el acero. 

1004. Repetir el problema 1002 si los refuer- 
zos son de aluminio, con un esfuerzo admisible 
de 80 MN/m 2 y n = 5. 



1005 . Una viga de madera simplemente apo- 
yada, de 150 x 250 mm de seccion, se refuerza 
solamente en su parte inferior con placa de acero, 
como se indica en la figura P-1005. Calcular la 
carga concentrada que puede aplicarse en el 
centro de un tramo de 6 m si n = 20, o a < 120 
MPa y o m < 8 MPa. Comprobar que la linea 
neutra queda a 170.2 mm por debajo del borde 
superior de la viga y que / LJV . = 416 x 10 6 mm 4 . 

Resp. P — 13.1 kN 


1006 . Determinar el ancho b de la placa de 
acero de 10 mm con que ha de reforzarse por su 
parte inferior la viga de la figura P-1006, para que 
se alcancen al mismo tiempo en la madera y en el 
acero los esfuerzos admisibles de 8 y 120 
MN/m 2 , respectivamente. 

Resp. b = 42.5 mm 

1007 . Una viga simplemente apoyada sobre 
un tramo de 6 m soporta una carga uniforme- 
mente repartida de 4 kN/m. La seccion recta esta 
representada en la figura P-1007. Si n — 20, cal- 
cular los esfuerzos m&ximos en la madera y en el 
acero. (La carga incluye su peso propio.) 



1008 . Una viga de madera de 150 x 250 mm 
se refuerza con dos placas de acero de 10 mm de 
espesor en las caras superior e inferior. Calcular 
la anchura que deban tener los refuerzos si la viga 
soportara un momento maximo de 50 kN • m y 
los esfuerzos admisibles son de 8 y 110 MPa, en 
la madera y el acero respectivamente. Se conside- 
rara n = 15. 

Resp. b — 143 mm 

1009 . Una viga de madera de 150 x 200 mm 
se refuerza en sus caras superior e inferior con 
placas de aluminio de 6 mm de espesor. Calcular 
su anchura si la viga ha de soportar un momento 
flexionante de 16 kN • m. Se considerara n - 5 y 
los esfuerzos admisibles 8 y 70 MN/m 2 en la ma- 
dera y el aluminio, respectivamente. 

1010 . Un par de perfiles C250 x 30 estan 
firmemente atornillados a una viga de madera de 
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200 x 254 mm, como se indica en la figura 
P-1010. Si la flexibn tiene lugar respecto del eje 
1-1, es decir, en el piano vertical, determinar el 
momento maximo que puede soportar si los es- 
fuerzos admisibles son o a = 120 MPa y o m = 8 
MPa. Se considerara n = 20. (El peralte de los 
canales es tambien de 254 mm.) 


1013. Una viga mapiza de acero, de 50 mm 
de diametro, esta protegida contra la corrosion 
mediante una capa de aluminio de 6 mm de espe- 
sor, firmemente unida a ella. Calcular el momen- 
to flexionante maximo que puede soportar la sec- 
cion compuesta si o a < 120 MPa, o al < 100 MPa. 
y EJE a i = 3. 


Resp. M = 74.7 kN * m 

1011. Repetir el problema 1010 si la flexion 
tiene lugar con respecto al eje 2-2, es decir, en el 
piano horizontal. 



Figures P-1010 y P-1011. 

1012. Un perfil de aluminio de las mismas 
dimensiones que un perfil W200 x 46 de section, 
se refuerza remachando a sus alas unas placas de 
acero de 6 mm de espesor y 203 mm de anchura, 
como indica la figura P-1012. Los esfuerzos ad- 
misibles en el aluminio y en el acero son de 100 y 
140 MPa, respectivamente, y la relacibn EJE ai 
= 3. Determinar (a) el incremento de resistencia 
del perfil original de aluminio, en tanto por cien- 
to de la resistencia del perfil aislado, y (b) el tanto 
por ciento de incremento de la rigidez EL 

Resp. (a) +21.4%; (b) + 175% 



6 mm 


6 mm 


Figura P-1012. 


1014 . Una seccibn rectangular de 150 mm 
de anchura por 250 mm de altura soporta un mo- 
mento flexionante de 140 kN • m. El material de 
la viga no es isbtropo, y su modulo el&stico a ten- 
sion es el doble del mbdulo a compresion. Calcu- 
lar los esfuerzos maximos de tension y de com- 
presion en la viga. 

Resp. o t = 108 MPa; o c = 76.5 MPa 

1015 . Resolver el problema 1014 si el m6du- 
lo elastico a compresibn es 1 .5 veces mayor que a 
tensibn. 

1016 . Una viga experimental est& compues- 
ta de tres materiales, como se observa en la figura 
P-1016. Las tres partes se hallan firmemente uni- 
das entre si de manera que no existe posibilidad 
de deslizamiento entre ellas. Determinar el mo- 
mento de seguridad que pueden soportar si los es- 
fuerzos admisibles son o a < 120 MN/m 2 , o a i ^ 
80 MN/m 2 , o m < 10 MN/m 2 , y los mbdulos elas- 
ticos E a = 200 GN/m 2 , E al = 70 GN/m 2 y E m = 
10 GN/m 2 . 


80 mm 



Figura P-1016. 


Resp. Af-33.8kN-m 
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1017. En una section como la de la figura 
10-2a, p. 337, el espesor ^es 140 mm para cada 
material. Las dimensiones verticales son: 20 mm 
para el acero, 150 mm para el aluminio y 50 mm 
para el bronce. Suponiendo que los materiales es- 


tan firmemente unidos, calcule el maximo esfuer- 
zo en cada material cuando la section resista un 
momento flexionante de 70 KN • m si E a = 200 
GPa, E a i = 70 GPa y E h = 80 GPa. 


10-3. ESFUERZO CORTANTE Y DEFORMACION 

EN LAS VIGAS COMPUESTAS DE VARIOS MATERIALES 

La formula del esfuerzo cortante horizontal, ecuacion (5-4), desarrollada para las vigas 
homogeneas, se aplica exactamente igual a la section equivalente de una viga compuesta, ya 
que su determination se basa en la diferencia de fuerzas normales entre dos secciones adya- 
centes, y puesto que las fuerzas en la section equivalente y en la section original son las mis- 
mas (Sec. 10-2), la ecuacion (5-4) sera valida para este caso de vigas compuestas. Hay que 
considerar I y M e en la section equivalente, y b la anchura real. 

Las deformaciones o deflexiones en estas vigas tambien se calculan como en una viga 
homogenea, pero tomando el valor de El correspondiente a la section equivalente. Esto es 
valido, ya que la flexion es el resultado de las variaciones de longitud de las fibras de una vi- 
ga, y uno de los fundamentos del calculo de vigas compuestas es que las deformaciones uni- 
tarias (en las fibras) son las mismas en la section original y en la equivalente. 


PROBLEMAS 

1018. Calcular la fuerza cortante vertical 
admisible en una viga que tiene la section recta 
del problema 1005, si n = 20 y el esfuerzo cor- 
tante maximo ha de ser de 800 kN/m 2 . 

Resp. V = 23.0 kN 

1019. En una viga de section igual a la 
representada en el problema 1010, se supone que 
los perfiles en U estan unidos a la madera por dos 
filas de tornillos de 20 mm, espaciados 300 mm y 
situados (las dos filas) a 75 mm arriba y abajo de 
la linea 1-1. Considerando n = 20, calcular el es- 
fuerzo cortante en los tornillos, producido por 
una carga puntual de 80 kN aplicada en el centro 
de un claro de 3 m (viga simplemente apoyada) si 
el pandeo tiene lugar respecto de (a) el eje 1-1 ho- 
rizontal y (b) el eje 2-2 vertical. 


Resp. (b) r = 74.8 MPa 

1020. La viga del problema 1002 soporta 
una carga uniformemente repartida de 30 kN/m, 
apoyada sobre un claro de 5 m de longitud. Con 
los valores E a = 200 GN/m 2 y E m = 10 GN/m 2 , 
calcular la deflexion en el centro. 

Resp. <5 = 12.2 mm 

1021. En el problema 1016 calcular el flujo 
de cortante (Sec. 5-7) que existe entre el acero y la 
madera, y entre la madera y el aluminio. Expre- 
sar el resultado en funcion de la fuerza cortante 
vertical V. 

Resp. 5.09 FN/m; 5.12EN/m 


10-4. VIGAS DE CONCRETO (U HORMIGON) ARMADO 

El concreto es un excelente material de construction, ya que adem&s de ser barato e in- 
combustible, ni se oxida como el hierro, ni se pudre como la madera. Tiene aproximadamen- 
te la misma resistencia a la compresion que una buena madera, pero su resistencia a la ten- 
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si6n es pr&cticamente nula. Por esta razon, la parte de seccion que en las vigas de concreto ha 
de trabajar a tension se refuerza con barras de acero. Lo ideal seria que estas barras de acero 
siguieran las trayectorias de esfuerzo de la tension, pero en la practica se colocan en una o va- 
rias capas, junto a la cara de tension de la viga. Una caracteristica importantisima es la exis- 
tencia de una adherencia o trabazon natural entre el concreto y el acero, de manera que en la 
flexion no se produce deslizamiento entre ambos materiales* y, por tanto, se pueden aplicar 
los principios desarrollados en las secciones anteriores. Tambien, y afortunadamente, el ace- 
ro y el concreto tienen aproximadamente el mismo coeficiente termico de dilatacion. 

Para efectos de calculo se supone que el concreto no soporta tension alguna, de ma- 
nera que la zona de tension de la viga no sirve sino para fijar la posicion de los refuerzos, 
que son los que soportan la tension total. Se supone tambien que el acero esta sometido a un 
esfuerzo uniforme, como si toda la seccion estuviera a la misma distancia de la linea neutra, 
y que la linea de accion de la resultante de las tensiones esta en el centre de las armaduras. 
Respecto al concreto, se supone que el esfuerzo de compresion varia linealmente con la dis- 
tancia a la linea neutra, por lo que la resultante de las fuerzas de compresion pasa por el 
centro de gravedad del triangulo de esfuerzos de compresion (con anchura constante), como 
se observa en la figura 10-4a. El valor de E para el concreto se suele tomar entre y ~ de 
valor de E para el acero, segun la calidad del hormigon. 

La viga de concreto armado de la figura 10-4a tiene la seccion recta que muestra la figura 
10-4b. La seccion equivalente en concreto, figura 10-4c, se ha obtenido aplicando la ecuacion 
(10-1) para transformar el area A c , del acero, en el area equivalente en concreto nA a , siendo 
n la relacion EJE C de los modules elasticos del acero y del concreto. Las zonas sombreadas 
de la figura 10-4c indican las areas que soportan el moment o flexionante. La distancia del 
borde superior de la viga, mejor dicho, de la zona comprimida, al centro de las armaduras 
se llama peralte efectivo d , y la posicion de la linea neutra viene determinada por una fraccion 
k de este peralte efectivo d . (Tambien suele utilizarse la letra h para esta distancia.) 

Conociendo los valores de b> d , A a y n , queda determinada la posicion del E.N., puesto 
que pasa por el centro de gravedad de las secciones sombreadas de la figura 10-4c. Teniendo 

* En las vigas largas, la adherencia es lo suficientemente grande para que las barras de acero se puedan disponer 
sin m&s sujecibn adicional, pero en las vigas cortas, se curvan los extremos de las barras en forma de gancho, para 
que queden ancladas firmemente en el concreto. 
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en cuenta que el momento estatico del area por encima del E.N. es igual al momento del 
area por debajo de el, resulta 



(b kd) = nA a (d — kd) 


( 10 - 2 ) 


Esta es una ecuacion de segundo grade en kd , de donde $e despeja el valor de k , o directa- 
mente el valor de kd. 

La resultante C de las compresiones en el concrete actua en el centro de gravedad del 
triangulo de esfuerzos figura 10-4a, y dista kd/ 3 del borde comprimido*. Por tanto, el par 
resistente, formado por las fuerzas C y T de compresion y tension, de igual valor absoluto, 
tiene un brazo de momentos jd dado por: 


id = d \ (kd) 


( 10 - 3 ) 


Sea f c el esfuerzo maximo en el concreto y f a el correspondiente al acero. Conocida la 
posicion de la linea neutra se calcula el momento de inercia de la seccion equivalente y se 
aplica la formula de la flexion como en los casos anteriores. Sin embargo, es mas directo 
calcular el momento resistente mediante el par formado por las fuerzas C y T, de valor C(jd) 
o T(jd). 

En estas condiciones, como el esfuerzo medio de compresion en el concreto esy/ c , la 
fuerza de compresion C, que es el esfuerzo medio por el area comprimida, se expresa por: 


C = \f c (b kd) 


( 10 - 4 ) 


El momento flexionante que puede soportar la seccion en funcion del esfuerzo maximo en el 
concreto es: 


M c = C(jd) = \fc(b kd)(jd) 


( 10 - 5 ) 


La fuerza de tension T, en el acero, es el producto del area ,4 a por su esfuerzo f a y, por 
tanto, el momento que puede soportar la seccion, en funcion del esfuerzo en el acero es: 


M a = T(jd) = f a A a (jd) 


( 10 - 6 ) 


El momento flexionante de seguridad es el menor de estos dos valores M a y M c . 

En la solucion de los problemas es preferible, antes de aplicar las formulas directamente, 
seguir los distintos pasos de la deduccion. El primer paso es la determinacion de la posicion 
del E.N. A continuacion se calcula el brazo de momento del par. Y finalmente, se halla el 
momento resistente mediante el producto de la fuerza C o T por el brazo de momento jd. 

PROBLEMAS IIUSTRATIVOS 

1022. En una viga de concreto armado, b = 300 mm, d = 500 mm, A a = 1500 mm 2 
y n = 8. Calcular los esfuerzos maximos en el concreto y en el acero si el momento flexionante 
maximo es de 70 kN ♦ m. 


* Comparese este proceso con ei seguido en el estudio de una seccibn rectangular homogenea al final de la 


seccion 5-2. 


1 0-4 Vigas de concreto armado 345 



Solution: La seccidn equivalence de la viga es la representada en la figura 10-5. Como el mo- 
menta estatico del area respecto de la linea neutra es cero, 


[Say = 0] 

es decir, 


300 M(^) = (12 x 10 3 )(500 — kd) 
(kd) 2 + 80 kd — (40 X 10 3 ) = 0 


de donde 

El brazo de momento es 


kd 


164 mm = 0.164 m 


\jd = d — !*■</] jd = 500 — [(164) = 445 mm = 0.445 m 

En funcion del concreto, el momento resistente es 
\m = \f c (b kd)(Jd ) ] 70 X 10 3 = [ / c (0.300)(0.164)(0.445) 

por lo que el esfuerzo maximo en el concreto es 


f c = 6.39 MPa 


Resp. 


En funcidn del acero, el momento resistente es 
[m = f c AJd\ 70 X 10 3 = /.(1500 X 10- 6 )(0.445) 

de donde el esfuerzo en el acero es 


f a = 105 MPa Res P- 

1023. En una viga de concreto armado, b = 250 mm, d = 400 mm, A a = 1000 mm 2 
y n = 8. Si los esfuerzos admisibles son f c < 12 MPa yf a < 140 MPa, determinar el momento 
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-* — 250 mm — >- 



E.N. 


kd 


400 mm 


400- kd 





= 8 X 1000 = 8 X 10 3 mm 2 


Figura 10-6. 


flexionante maximo que puede aplicarse. iLa armadura es la estricta, o ei armado tiene exceso 
o deficiencia de acero? 

Solution: La section equivalente se indica en la figura 10-6. Procediendo como en el problema 
anterior, se determinan las distancias kd y jd 



Lay - 0 J 


de donde 


kd = 131 mm = 0.131 m 



jd — 400 — l - (131) = 356 mm = 0.356 m 


Para que el esfuerzo en el concreto alcance su valor maximo, se requiere un momento 
flexionante. 


\m c = { f c (b kd)<Jd)\ M a = 1(12 X 10 6 )(0.250)(0.131)(0.356) 

= 70.0 kN*m 


Para que el esfuerzo en el acero alcance su li'mite, el momento flexionante que se requiere 
es 



M a = (140 X 10 6 )(1000 X 10- 6 )(0.356) 
= 49.8 kN-m 


El momento flexionante de seguridad es, pues, de 49.8 kN * m. Como el acero alcanza 
antes el esfuerzo admisible, se deduce que hay deficiencia de refuerzo; es decir, la viga esta 
subarmada o reforzada escasamente*. 


* N. de T. Como una deficiencia de acero equivale a un exceso de concreto, normalmente se denominan las 
secciones por su altura o peralte respecto a la seccion de acero. Entonces, cuando se alcanzan al mismo tiempo 
los esfuerzos admisibles en el acero y en el hormigon, se dice que la altura es estricta . Si hay exceso de acero y, 
por tanto, se alcanza antes el esfuerzo admisible en el concreto, la seccion es rebajada, con altura menor que la 
estricta. Si se alcanza antes el esfuerzo admisible en el acero, hay falta de armado o refuerzo y exceso de concreto: 
la seccion es entonces sobrepera/tada, con altura mayor que la estricta. 

En este caso, la seccion es peraltada. 
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PROBLEMAS 

1024. En una viga de concreto arrnado, b - 
200 mm, d = 400 mm, A a = 1400 mm 2 . Deter- 
minar la posicion de la linea neutra si (a) n = 
6, y (b) n = 10. 

Resp. (b) kd - 111 mm; jd - 341 mm 

1025. En una viga de concreto arrnado, b = 
250 mm, d = 450 mm y n = 10. Los esfuerzos 
maximos desarrollados son de 6 MPa en el con- 
creto y de 120 MPa en el acero. Calcular el mo- 
mento flexionante aplicado y el area requerida de 
acero. 

Resp. M - 45.0 kN * m ; A a = 938 mm 2 

1026. Repetir el problema 1025 si d = 540 

mm. 

1027. Calcular los esfuerzos maximos en el 
concreto y en el acero en una viga de concreto 
arrnado en la que b — 300 mm, d = 500 mm, 
A a = 1200 mm 2 y n — 8, al aplicarle un momen- 
to flexionante de 70 kN * m. 

Resp. f c = 6.91 MN/m 2 ; f a = 130 MN/m 2 

1028. En una viga de concreto arrnado, b = 
500 mm, d = 750 mm, A a = 6000 mm 2 y n = 10. 
i,Que esfuerzos maximos producira un momento 
flexionante de 270 kN • m? 

1029. Las dimensiones de una viga de con- 
creto arrnado son b = 300 mm, d = 450 mm, 
A a = 1400 mm 2 y n = 8. Si los esfuerzos admi- 


sibles son f c < 12 MN/m 2 , y f a < 140 MN/m 2 
calcular el momento flexionante maxiino que se 
puede aplicar. i,C6mo esta caiculada la viga? 

Resp. M = 78.4 kN • m; subdimensionada 

1030. En una viga de concreto arrnado, b = 
250 mm, d = 450 mm, A a = 1400 mm 2 y n - 8. 
Calcular la carga uniformemente repartida que 
puede soportar la viga, simplemente apoyada, so- 
bre un claro de 4 m, si f c < 12 MPa y f a < 140 
MPa. Se considera un recubrimiento de armadu- 
ras e = 50 mm y se incluye el peso propio de la 
viga. El concreto pesa, aproximadamente, 2400 
kg/m 3 . 

1031. En una viga de concreto arrnado, b = 
300 mm, d = 600 mm y n = 9. Al aplicar un 
momento flexionante de 80 kN * m, el esfuerzo 
maximo en el concreto es de 5 MPa. esfuer- 
zo aparecera en el acero? ^Cual sera el area de 
acero requerida? 

Resp. f a = 90 MPa; A a = 1670 mm 2 

1032. Resolver el problema anterior con M 
= 70 kN ♦ m sin variar los otros datos. 

1033. Resolver el problema 1027 calculando 
el momento de inercia de la seccion equivalente y 
aplicando la formula de la flexion de acuerdo con 
lo indicado en la seccion 10-2. La distancia del 
£rea equivalente del concreto a la linea neutra de 
la seccion transformada puede tomarse como su 
radio de giro con respecto a este eje. 

1034. Resolver el problema 1029 empleando 
el procedimiento descrito en el problema 1033. 


10-5. DISENO DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO 

En la seccion anterior se conocian las dimensiones de la viga de concreto arrnado, lo que 
fija la posicion de la linea neutra. Como los esfuerzos son directamente proporcionales a la 
distancia al E.N., el momento flexionante aplicado puede hacer que el concreto alcance su 
esfuerzo admisible, cuando el acero todavia no ha alcanzado el suyo. En esta s condiciones, 
la viga esta armada en exceso, o como se ha dicho anteriormente, la seccion es rebajada. La 
condicion opuesta, de que sea el acero el que alcance antes su esfuerzo admisible, es conse- 
cuencia de que la seccion de acero es escasa, o como se ha dicho anteriormente, la seccion es 
peraltada. Para obtener la maxima economia, ambos materiales deben alcanzar al mismo 
tiempo sus esfuerzos admisibles, que es la condicion de armadura estricta, o de altura estric- 
ta. (Este calculo se llama tambien diseno equilibrado .) 
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kd 


d 


Figura 10-7. Distribuci6n de esfuerzos. 


En el diseno de una viga de concreto armado de altura estricta se empieza por determi- 


nar la posicion del E.N. con la condicion de que ambos materiales alcancen al mismo tiem- 


po sus esfuerzos admisibles, es decir, que en la seccion equivalente se alcancen al mismo 
tiempo los valores de f c y de fjn. Esta condici6n se indica en la figura 10-7. Por la propor- 
cionalidad entre los triangulos ABC y ADE se tiene, 


kd = 4 



n 


o bien, 



( 10 - 7 ) 


Calculando k en funcion de los esfuerzos admisibles, se obtiene el valor de j de la 
ecuacion (10-3): 


j- \-\k 


( 10 - 8 ) 


Una vez determinados los valores de k y de j, la ecuacion (10-5) da el valor de bd 2 . 
Cuanto mayor sea el peralte de una viga, mayor es el brazo de momento y, por tanto, menores 
son las fuerzas C y T y menor en la anchura b . Una viga de gran peralte requiere menos 
concreto y acero que una de poca altura, pero, por otra serie de consideraciones teoricas 
y practicas, se suele limitar la altura a 1.56. De esta relacion, y del valor obtenido para bd 2 , 
se obtienen los valores de b y d. 

Como paso final, se calcula la seccion de acero mediante la ecuacion (10-6), o mejor, 
por la condicion C = T - fj\ a , en dondezU es la incognita. En la mayoria de los casos, con 
las varillas existentes en el comercio no puede obtenerse exactamente el area o seccion de ace- 
ro precisa, por lo que la armadura por emplear solo es aproximadamente estricta. 

Para la mayoria de las vigas de seccion rectangular, los valores de k y j resultan muy 
proximos a k = f y j = |. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (10-5) se tiene un calculo 
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de las dimensiones con suficiente aproximacion*, 


bd 2 = 6M 

fc 


( 10 - 9 ) 


Con el valor de bd 2 , dando valores a b y a d, se calcula la fuerza de tension en el acero 
y la section por las formulas: 



( 10 - 10 ) 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1035. Diseiiar una viga de concreto armado de altura estricta para soportar un momen- 
to de 90 kN • m si los esfuerzos admisibles son f c = 12 MPa, /„ = 140 MPa y n = 8. 



Solution: Con armadura estricta, los esfuerzos en el concreto y en el concreto equivalente al 
acero han de tener los valores indicados en la figura 10-8. Por la semejanza de los triangulos 
ABD y AEF se obtiene el valor de k: 


kd 

d 


12 

(140/8) + 12 


k = 


0.407 


por lo que el valor de j es: 


j = 1 — \k = 1 — j (0.407) = 0.864 
En funcion de f c el momento resistente es C(jd), o sea, 


M c = C • (jd) = C/c bkd)(jd) 


90 X 10 3 = f(12 X 
bd 2 = 0.0427 m 3 


10 6 ) (W 2 )(0.407)(0.864) 

= 42.7 x 10 6 mm 3 (a) 


*La analogia de esta formula con la formula de la flexion, a = 6M/bd 2 , permite recordarla facilmente. 
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Con d - 1.5/?, de la ecuacion {a), b = 267 mm y d = 400 mm. 

Se calcula ahora la seccion de acero necesaria. Como la tension T ha de ser igual a la 
eompresion C en el concreto resulta 

[\f c bkd= AJ i ,] }(12 X 10 6 )(0.267)(0.407)(0.400) = 4,(140 X 10 6 ) 

de donde 

A a = 1.86 X 10 3 nr = 1860 mm 2 

En general con los aceros comerciales no se tendra esta seccion exacta, de modo que la 
seccion definitiva no sera exactamente estricta, pero si muy aproximada. 


PROBLEMAS 

1036 . Se disena una viga de concreto arma- 
do para alcanzar simultaneamente los esfuerzos 
f c = 12 MPa y f a = 140 MPa. Si n = 8 y d = 450 
mm, calcular el brazo de momento del par resis- 
tente. 

Resp. jd - 389 mm. 

1037 . En una viga de concreto, d = 600 mm 
y n = 9. Determinar los valores de b y A a para 
que pueda soportar un momento flexionante de 
80 kN • m con el armado o refuerzo estricto, si 
f c = 9 x 10 6 N/m 2 y f a = 140 x 10 6 N/m 2 . 

1038 . En una viga de concreto armado, b = 
250 mm, d = 450 mm y n = 9; los esfuerzos ad- 
misibles son f c = 10 MPa y f a = 140 MPa. Deter- 
minar A a para armadura estricta y el momento 
de seguridad. 

1039 . Disenar una viga de concreto armado 
de altura estricta para resistir un momento flexio- 
nante de 140 kN * m, considerando d = 1.5b, f c 
= 12MPay/ a = 160 MPa. Se considerara = 8. 

Resp. b = 316 mm; A a = 2100 mm 2 

1040 . Resolver el problema anterior si b = 


1041 . Se disena una viga simplemente apo- 
yada de 6 m de claro para soportar una carga 
concentrada de 80 kN en el centro del tramo. 
Calcular b y A a si la altura util d = 600 mm, la 


armadura es estricta y los esfuerzos admisibles 
so nf c = 8MN/m 2 ,/ a = 120 MN/m 2 , y n = 10. 
Se recubren las armaduras con 50 mm de concre- 
to y se tiene en cuenta el peso propio de la viga, 
siendo 2400 kg/m 1 la densidad (o masa volu- 
me trica). Indication : Supongase un peso inicial 
por metro de viga y confrontese con el que se ob- 
tendra despues de haber determinado las dimen- 
siones de la viga. 

Resp. b = 278 mm; A a - 2220 mm 2 

1042 . Una viga de concreto armado de 6 m 
de longitud y perfectamente empotrada en sus ex- 
tremos ha de soportar una carga uniformemente 
repartida de 20 kN/m ademas de su peso propio. 
Con d = 600 mm, disenar una viga de altura es- 
tricta, con f c = 6 MPa y f a = 120 MPa, siendo 
n = 10. Tengase en cuenta tambien un recubri- 
miento de 50 mm sobre las armaduras. La masa 
unitaria del concreto es 2400 kg/m 3 . Lease la in- 
dication del problema anterior. 

Resp. b = 219 mm; A a = 1100 mm 2 

1043 . Disenar una viga de concreto armado 
para soportar una carga repartida de 80 kN/m 
sobre un tramo de 4 m simplemente apoyada. 
Emplear f c = 12 MN/m 2 ,/* = 140 MN/m 2 y n 
= 8. Tomese el recubrimiento de 50 mm sobre las 
armaduras e incluyase el peso propio de la viga, 
con una densidad del concreto de 2400 kg/m\ 
Considerar el valor de b = 200 mm. Emplee la 
indication del problema 1041. 
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1 0-6- VIGAS DE CONCRETO ARMADO DE SECCION EN T 

El metodo aplicado a las secciones rectangulares resulta muy complicado si se intenta 
aplicar a las vigas en T. Debido a las alas de la T, el centro de gravedad de la seccion comprimi- 
da no esta a kd/2 de la linea neutra, ni la resultante C de las fuerzas de compresion pasa 
a kd/2 del borde superior de la viga. Como conseeuencia de ello, es muy engorroso aplicar 
el procedi miento de la seccion 10-4, aunque en los textos y manuales dedicados exclusivamen- 
te al concreto armado se desarrollan formulas y expresiones que permiten resolver el proble- 
ms por ese procedimiento. Para el alurnno es preferible aplicar la formula de la flexion a 
la seccion equivalente, como se ha indicado en la seccion 10-2, y como se hace en el problema 
siguiente. 


PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1044. La viga en T de la figura 10-9 se arma con 2400 mm 2 de acero. Suponiendo n - 
8 ,/ c < 12 MPa y f a < 140 MPa, determinar el momento flexionante maximo que puede so- 
portar. 



Solution: Sea y la distancia desde la parte inferior del ala a la linea neutra. Tomando me- 
mentos de las areas con respecto a esta linea neutra se tiene: 

[lay = 0] (750 X 100)(>- + 50) + (400v)(|) ~ (19.2 X 10 3 )(500 - y) = 0 


Haciendo operaciones, 


y 2 + Al\y - (29.25 X 10 3 ) = 0 


de donde 


y — 55.6 mm 
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El momento de inercia con respecto al E.N., se obtiene considerando el area compri- 
mida como un rectangulo de 750 x 155.6 mm del que se resta otro rectangulo de 350 x 55.6 
mm. Par tanto, 

/ - _ mfSL + x 

= 4714 X 10 6 mm 4 = 4714 X 10“ 6 m 4 


La distancia 444.4 mm se puede considerar como radio de giro de la seccion de concrete 
equivalente al acero. 

En funcibn del esfuerzo admisible en el concreto, la formula de la flexion permite escri- 
bir: 



_ (12 X 10 6 )(4714 X 1Q~ 6 ) 
155.6 X l<r 3 


364 kN-m 


En funcion del concreto equivalente al acero, el esfuerzo admisible es de fjn ~ 140/8 
= 17.5 MPa, y la formula de la flexion permite escribir: 



(17.5 X 10 6 )(4714 X 10 6 ) 
444.4 X 10~ 3 


186 kN*m 


Como este es menor que M c , es el maximo momento flexionante que puede soportar la sec- 
cion. 


PROBLEMAS 

1045. En la viga en T de concreto armado, 
de la figura P-1045, b x = 500 mm, d x = 150 mm, 
b = 250 mm, d 2 = 500 mm, A a = 3000 mm 2 y n 
= 10. Calcular los esfuerzos m&ximos en el 
concreto y en el acero si el momento flexionante 
aplicado es 140 kN • m. 

Resp. f e = 4.45 MPa; f a = 80.5 MPa 

1046. Las dimensiones de la viga en T de con- 
creto armado, de la figura P-1046 son b x = 750 
mm, d { = 100 mm, b = 300 mm y d = 450 
mm. Si n = 8 y A a = 3300 mm 2 , calcular el mo- 
mento flexionante maximo que se puede aplicar 
sin exceder/, = 12 MN/m 2 y f a = 140 MN/m 2 

Resp. M = 231 kN • m 


1047. En la viga de concreto armado, de la 
figura P-1047 las dimensiones son b { = 900 
mm, d x = 80 mm, b = 300 mm, d = 520 mm 
y dn = 9. Determinar A a y el momento mdximo 
que puede resistir con armadura estricta si f c = 
9 MPa y f a = 160 MPa. 
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Figures P-1045, P-1046, P-1047. 


10-7. ESFUERZO CORTANTE Y DE ADHERENC1A 

En la flexion de vigas de concreto armado, el acero no puede deslizar debido a la adhe- 
rencia con el hormigon que le rodea. El esfuerzo desarrollado entre el concreto y la superficie 
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Figura 10-10, 


de las varillas, y que tiende a deslizar el armado con respecto al hormigon, se suele llamar es- 
fuerzo de adherencia y es analogo al esfuerzo cortante en vigas homogeneas. Se calcula apli- 
cando la ecuacion (5-4) a la seed on equivalente de concreto de la figura 10-10. Y asi: 

t = j^(nA a )(d - kd) {a) 

b' es el ancho efectivo de las varillas de acero, equivalente a su perimetro total Lo. 

El momento de inercia de la seccion equivalente se obtiene de la formula de la flexion. 
Puesto que en la seccion de concreto equivalente al acero el esfuerzo es fjn , 

[ My 

° = ~r 

Ahora bien, M = T(jd) = A a f a jd, con lo que de ( b ) se obtiene 

/ = nA a (d — kd)(jd ) (c) 

Por otra parte, nA a (d — kd) = (bkd)(kd), segun la ecuacion (10-2), con lo que el momento 
de inercia tambien se puede expresar por 

/ = \b(kd) 2 (jd) (d) 

Sustituyendo en (a) el valor (c) de / resulta: 

= VjnAMd - kd) 

[nA a (d - kd)(jd)]b' 

de donde se obtiene el valor del esfuerzo de adherencia: 

V V 

7 jdb' jd Lo 

Analogamente, el esfuerzo cortante en la linea neutra es: 

V _] V 

r = — /!> j r mix = ~(nA u )(d - kd) 


Ja _ M(d - kd) 
n I 


(b) 



( 10 - 11 ) 
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Sustituyendo el valor de / dado por (c) resulta: 

V 

T ™ x jd b 


( 10 - 12 ) 


El estudio de la ecuacion (5-4) indica que el esfuerzo cortante en la zona comprimida 
varia eon una ley parabolica como en una seccion rectangular homogenca, pcrmanccicndo 
constante e igual a su valor maximo por debajo del E.N., como muestra la figura 10- 10b. 
Comparando las expresiones (10-11) y (10-12) se deduce que el esfuerzo de adherencia es ma- 
yor que el esfuerzo cortante en la superficie neutra si Eo es menor que la anchura b de la vi- 
ga. Para aumentar Eo sin variar A a , se aumenta el numero de barras disminuyendo su 
diametro. 


PROBLEMAS 

1048. La viga de concreto armado del 
problema 1028 esta sometida a una fuerza cor- 
tante vertical de 120 kN. Calcular el esfuerzo cor- 
tante maximo y el esfuerzo de adherencia si los 
refuerzos consisten de 6 varillas de 20 mm. 

Resp. 373 kPa; 389 kPa 


1049. Determinar la fuerza cortante vertical 
que puede ser soportada por la viga del problema 
1027 si el refuerzo consta de 4 varillas de 10 mm. 
Supongase que el esfuerzo cortante admisible es 
de 350 kN/m 2 y el esfuerzo de adherencia admi- 
sible, de 550 kN/m 2 . 

Resp. V = 39.6 kN 


RESUMEN 

La seccion de una viga de dos materiales (no homogenea) se puede transformar en una 
seccion equivalente de uno solo de ellos. Por ejemplo, considerando madera (m) (o bien. 
concreto) y acero (a): At = Am = nA a (10-1) 

en donde n es la razon del modulo elastico del material por transformar al de! material 
equivalente. Ahora se puede aplicar directamente la formula de la flexion a la seccion trans- 
formada o equivalente, como se indica en la secciones 10-2 y 10-6. 

En las vigas de concreto armado se suele emplear el procedimiento de la seccion 10-4. Es 
preferible seguir el calculo paso a paso, es decir, seguir numericamente la deduccion de las 
ecuaciones siguientes mejor que aplicarlas directamente, 

(b kd ) ( ) = nA.{d - kd) (10-2i 

jd = d - 3 (kd) (10-3) 

Los esfuerzos se obtienen de las ecuaciones que siguen. Si se dan los esfuerzos admi- 
sibles, el momento de seguridad debe ser el menor de estos valores: 

M c = C(jd) = \J C (b kd)(jd) (10-5. 

M„ = T(jd) = /„ A a (jd) 


( 10 - 6 ) 
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Al disenar una viga de concreto reforzado con altura estricta, las dimensiones son des- 
conocidas, por lo que no se pueden aplicar las ecuaciones anteriores. Sin embargo, puede 
trazarse un diagrama de esfuerzos en funcion de los esfuerzos admisibles dados, como se ob- 
serva en la figura 10-7, del que se obtiene la posicion del E.N., en funcion de k: 


k = 


/, 



(10-7) 


Esta ecuacion se basa en la hipotesis de armadura o altura estricta, es decir, que el 
concreto y el acero alcanzan simultaneamente sus esfuerzos admisibles. Cuando se dan las 
dimensiones de la viga no hay tal relacion entre los esfuerzos, por lo que la ecuacion (10-7) 
no se puede utilizar como simplificacion de la ecuacion (10-2) al determinar la posicion de la 
linea neutra. 

El esfuerzo cortante maximo en las vigas de concreto armado de section rectangular 
viene dado por: 

= ;J b • (JO-12) 


El esfuerzo de adherencia, o esfuerzo tangencial en la supcrficie de las varillas de refuerzo, 
viene dado por: 


V 

jd Lo 


( 10 - 11 ) 


siendo Eo la suma de los perimetros de las varillas empleadas. 
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columnas 


11-1. introducciOn 

Una columna es un elemento axial sometido a compresion, lo bastante delgado respecto 
de su longitud, para que bajo la action de una carga gradualmente creciente se rompa 
por flexion lateral o pandeo ante una carga mucho menor que la necesaria para romperlo por 
aplastamiento. Esto se diferencia de un poste corto sometido a compresion, el cual, aun- 
que este cargado excentricamente, experimenta una flexion lateral despreciable. Aunque no 
existe un limite perfectamente definido entre elemento corto y columna, se suele considerar 
que un elemento a compresion es una columna si su longitud es mas de diez veces su dimen- 
sion transversal menor. Las columnas se suelen dividir en dos grupos: Largas e intermedias. 
A veces, los elementos cortos a compresion se consideran como un tercer grupo de las colum- 
nas. Las diferencias entre los tres grupos vienen determinadas por su comportamiento. Las 
columnas largas se rompen por pandeo o flexion lateral; las intermedias, por una combina- 
tion de aplastamiento y pandeo, y los postes cortos, por aplastamiento. Examinaremos aho- 
ra con detalle estas diferencias. 

Una columna ideal es un elemento homogeneo, de seccibn recta constante, inicialmente 
perpendicular al eje, y sometido a compresion. Sin embargo, las columnas suelen tener 
siempre pequefias imperfecciones de material y de fabricacibn, asi como una inevitable ex- 
centricidad accidental en la aplicacion de la carga. Todo esto se representa muy exagerada- 
mente en la figura 1 1-1 . La curvatura inicial de la columna, junto con la posicibn de la carga, 
dan lugar a una excentricidad indeterminada e , con respecto al centro de gravedad, en una 
section cualquiera m — n. El estado de carga en esta seccion es similar al de un poste corto 
cargado excentricamente (Sec, 9-3), y el esfuerzo resultante esta producido por la superposi- 
tion del esfuerzo directo de compresion y el esfuerzo de flexion (o mejor dicho, por flexion). 
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Excentricidad 
accidental 
o inevitable 

Eje real con 
curvatura inicial 
(muy exagerada) 

e = excentricidad 
de P en una 
seccion m-n 

Linea eje 
perfectamente recta 


Figura 11-1. Factores que intervienen en la excentricidad de las cargas en las colum- 
nas. 


Si la excentricidad es pequefia y el elemento es corto, la flexidn lateral es despreciable, y 
el esfuerzo de flexion es insignificante comparado con el esfuerzo de compresidn directo. Sin 
embargo, en un elemento largo, que es mucho mas flexible ya que las deflexiones son pro- 
porcionales al cubo de la longitud, con un valor relativamente pequeno de la carga P puede 
producirse un esfuerzo de flexion grande, acompafiado de un esfuerzo directo de compresion 
despreciable. Asi, pues, en las dos situaciones extremas, una columna corta soporta funda- 
mentalmente el esfuerzo directo de compresion, y una columna larga esta sometida principal- 
mente al esfuerzo de flexidn. Cuando aumenta la longitud de una columna disminuye la im- 
portancia y efectos del esfuerzo directo de compresion y aumenta correlativamente los del 
esfuerzo de flexion. Por desgracia, en la zona intermedia no es posible determinar exacta- 
mente la forma en que varian estos dos tipos de esfuerzos, o la proportion con la que cada 
una contribuye al esfuerzo total. Es esta indeterminacion la que da lugar a la gran \ariedad 
de formulas para las columnas intermedias, que se examinan en la seccion 11-5. 

No se ha dado, hasta aqui, criterio alguno de diferenciacion entre columnas largas e in- 
termedias, excepto en su forma de trabajar, es decir, la columna larga esta sometida esencial- 
mente a esfuerzos de flexidn y la intermedia lo esta a esfuerzos de flexion y de compresion di- 
recta. La distincion entre ambos tipos de acuerdo con su longitud solo puede comprenderse 
despues de haber estudiado las columnas largas. 


11-2. CARGA CRITICA 

Coloquemos verticalmente una viga muy esbelta, articulemosla en sus extremos median- 
te rotulas que permitan la flexion en todas sus direcciones. Apliquemos una fuerza horizon- 
tal H en su punto medio, de manera que produzca flexion segun la direccion de maxima fle- 
xibilidad, como se indica en la figura 1 l-2a. Como los esfuerzos de flexion son proporciona- 
les a la deflexion, no experimentaran variacidn alguna si se aftade una fuerza axial P en cada 
extremo, como en la figura ll-2b, y haciendo que H disminuya simultaneamente con el 
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P 



2 



P 

(b) 


Figura 11-2. Viga y columna con la misma flexion. 


aumento de P de manera que la deflexion 6 en el centro no vane. En estas condiciones, el mo- 
menta flexionante en el centro es 



y, en el limite, cuando H ha disminuido hasta anularse, 

M = ( P cr )8 


Entonces, como se indica en la figura 1 l-2c, P cr es la carga critica necesaria para mante- 
ner la columna deformada sin empuje lateral alguno. Un pequeno incremento de P sobre este 
valor critico hara que aumente la deflexion <5, lo que incremental M, con lo cual volvera 
aumentar 5 y asi sucesivamente hasta que la columna se rompa por pandeo. For el contrario, 
si P disminuye ligeramente por debajo de su valor critico, disminuye la deflexion, lo que a su 
vez hace disminuir M, vuelve a disminuir 5, etc., y la columna termina por enderezarse por 
completo. Asi, pues, la carga critica puede interpretarse como la carga axial maxima a la que 
puede someterse una columna permaneciendo recta, aunque en equilibrio inestable, de ma- 
nera que un pequefto empuje lateral haga que se deforme y quede pandeada, como en la figu- 
ra ll-2c. En la section siguiente se hace el calculo de la carga critica. 

11-3. FORMULA DE EULER PARA COLUMNAS LARGAS 
O MUY ESBELTAS 

En el ano 1757, el gran matematico suizo Leonhard Euler realizo un analisis teorico de 
la carga critica para columnas esbeltas basado en la ecuacion diferencial de la elastica 
EI(d 2 y/dx 2 ) = M . Ahora se sabe que este an&lisis solamente es valido hasta que los esfuer- 
zos alcanzan el limite de proporcionalidad*. En tiempos de Euler no se habian establecido 

* Investigaciones realizadas por A. van de Broek indicaron desde hace cierto tiempo la posibiiidad de utilizar la 
rcsistcncia de las estructuras cargadas por encima del limite de proporcionalidad. Ver Theory of Limit Design , Wi- 
lcv. Nucva York. 
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los conceptos de esfuerzo, ni de limite de proporcionalidad, por lo que el no tuvo en cuenta 
la existencia de un limite superior de la carga critica. En la seccion 11-4 se considera este 
limite superior. 

La figura 11-3 muestra la linea eje de una columna en equilibrio bajo la action de la 
carga critica P. Se supone que la columna tiene los extremos articulados (mediante rotulas, o 
pasadores) de manera que no pueden tener desplazamientos laterales. La deflexion maxima <5 
es lo suficientemente pequena para que no exista diferencia apreciable entre la longitud ini- 
cial de la columna y su proyeccion sobre un eje vertical. En estas condiciones, la pendiente 
dy/dx es pequena y se puede aplicar la ecuacion diferencial aproximada de la elastica de una 
viga: 


M- P(-y) - -Py 


(a) 


dx 


El momento M es positivo en la figura 11-3 al pandear la columna en el sentido indicado 


(basta girar la figura 90° en sentido contrario al del reloj), por lo que al ser lajy negativa, ha 
de ir precedida del signo menos. Si la columna se pandeara en sentido contrario, es decir, en 
la direction de y positiva, el momento flexionante seria negativo, de acuerdo con el eriterio 
de signos adoptado en la seccion 4-2 para los momentos y, por tanto, habria que poner tam- 
bien el signo menos. 

La ecuacion (u) no se puede integrar directamente, como se hacia en la seccion 6-2, ya 
que alii M solamente era funcion de x. Sin embargo, presentamos dos metodos para resol- 
verla. Conociendo algo de dinamica nos damos cuenta que la ecuacion (a) es semejante a la 
ecuacion de un cuerpo que vibra simplemente: 



para la cual una solucion general es 




X 


Y 


L 



L 

2 


P 


Figura 11-3. 


360 COLUMNAS 


De aqui, por analogia, la solucion de la ecuacion (a) viene dada por 



A1 aplicar las condiciones de frontera para x = 0, y = 0, lo que da C 2 = 0; para* = L, 
y = 0, de la que se obtiene 


0 = C,sen 



ecuacion de condicion que se cumple para C\ = 0, en cuyo caso no existe flexion en la colum- 
na, o para 


de donde 



(c) 


Si se carece de conocimientos de ecuaciones diferenciales podemos resolver la ecuacion 
(a) escribiendola en la forma 




= -Py 


que, despues de multiplicar por 2 dy para obtener diferenciales exactas da, por integracion: 



-Py 2 + c, 


(d) 


Ahora, de acuerdo con la figura 11-3, para dy/dx = 0, y = 5. Sustituyendo en (d) da C l 
= P8 2 , por lo que la ecuacion (d) se transforma en 

El(%)‘ - - y*> 


o sea, 


Separando variables, 


euya integration da 
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P 2 = 4^ 





\ 



(a) »=* 1 


(b)/i = 2; 
Sujecion 


(c) n ~ 3; 


en el centro 


Sujeci6n en los 
puntos a 1/3 del largo 


Figura 11-4. Efecto de n en el valor de la carga critica. 


Para haliar C 2 se aplica la condicibn y = 0 para x = 0, de donde C 2 = 0. Asi, pues, 



lo que indica que la forma de la elastica es senoidal. Haciendo y - 0 para.v = Le n esta ulti- 
ma ecuacion se obtiene 



o bien. 



(n = 0, 1, 2, 3, ... ) 


de donde 



que coincide con el valor obtenido en la ecuacion (c). 

El valor n = 0 no tiene sentido, ya que seria P = 0. Para los demas valores de n la co- 
lumna se pandea en la forma indicada en la figura 11-4. De estas posibles soluciones, la mas 
importante es la (a). Las otras soluciones ocurren para cargas mayores, pero solo son po- 
sibles fisicamente si la columna tiene sujeciones laterales en el punto medio o en los tercios 
del largo, respectivamente*, que la obliguen a tomar precisamente esta forma. La carga 


* Arriostrando lateralmente en el punto medio la columna de la figura 1 l-4b, cada una de las mitades tiene la for- 
ma de la figura 1 1 -4a con una longitud equivalente de Vi L . Sustituyendo Vi L en lugar de L en la ecuacion (1 1-1), la car- 
ga critica queda multiplicada por 4, lo que concuerda con la ecuacion (/) para n = 2. 
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critica, para una columna articulada en sus extremos, es 


P - 


El * 2 

L 2 


( 11 - 1 ) 


Para columnas con otras condiciones de sujecion en sus extremos se puede expresar la 
carga critica en funcion de la correspondiente a (1 1-1), que se considera como un caso funda- 
mental. Asi, por ejemplo, en la columna doblemente empotrada de la figura 1 l-5a, per 
simetria, los puntos de inflexion estan en los cuartos del largo, y como el momento fle- 
xionante es nulo en 6stos, los diagramas de cuerpo libre de la figura 1 1 -5b indican que la mi- 
tad central de la columna doblemente empotrada equivale a una columna articulada en sus 
extremos, de longitud L e = L/2. Introduciendo en la ecuacion (11-1) esta longitud equiva- 
lente, la carga critica que se obtiene para este tipo de columna es: 


P = 


El* 2 



( 11 - 2 ) 


La columna doblemente empotrada es, pues, cuatro veces mas resistente que la doblemente 
articulada. 



Figura 11-5. Columna doblemente empotrada y diagrama de cuerpo libre. 


La figura l!-5a, permite determinar tambien la carga critica para una columna em- 
potrada en un extremo y libre en el otro (tipo mastil). Las cargas criticas en este tipo, figura 
ll-5b, y en 'ia doblemente empotrada, figura ll-5a, son iguales, pero teniendo en cuentaque 
esta ultima es cuatro veces mas larga que la primera. En otras palabras, en la ecuacion (11-2) 
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Figura 11-6, Columna empotrada en un extremo y articulada en el otro. 


hay que poner una longitud L e igual a cuatro veces la longitud real de la columna tipo mastii, 
con lo que la carga critica para este tipo de columna viene dada por: 

„ AEIm 2 _ AElm 2 1 Elm 2 ^ 

L! ' (4L) 2 ‘ i 1‘ ' ’ 

que es una cuarta parte de la correspondiente al caso fundamental, doblemente articulada. 

Otro tipo de columna que suele presentarse es la empotrada en un extremo y articulada 
en el otro, como se indica en la figura 11-6. El punto de inflexion aparece, como puede de- 
mostrarse, a 0.7 L del extremo articulado, por lo que introduciendo en la ecuacion (1 1-1) del 
caso fundamental una longitud L e = 0.7L, da como valor de la carga critica 

„ El*:: 2 Elm 2 Elm 2 , . , , _ 

P = — — = = 2 — — (muy aproximadamente) (11-4) 

4 (0.1 L) 2 L 2 

El efecto de la condici6n de sujecion de los extremos en la carga critica se puede hacer 
intervenir en la formula de la carga critica para el caso fundamental de columna doblemente 
articulada de dos formas. Multiplicandola por un factor Nque depende de las condiciones de 
sujecion, como se resume en la tabla que viene a continuaci6n, o mejor, sustituyendo la lon- 
gitud L de la ecuacion (11-1) por los valores tabulados de la longitud modificada o efectiva, 
es decir, 


II 

Elm 1 Elm 2 


L 2 L] 


CONDICIONES DE SUJECION 

N = coeficiente para 
multiplicar por P cr j t 
del caso fundamental 

L t = 

longitud efectiva 

Ambos extremos empotrados 

4 

{L 

Un extremo empotrado y el otro articulado 

2 

0.1 L 

Ambos extremos articulados 

1 

, L 

Un extremo empotrado y el otro libre 

i 

4 

2L 


364 COLUMNAS 


11-4. L1MITACIONES DE LA FORMULA DE EULER 


Una columna tiende a pandearse siempre en la direction en la cual es mas flexible. Como 
la resistencia a la flexion varia con el momento de inercia, el valor de / en la formula de Euler 
es siempre el menor momento de inercia de la section recta. La tendencia al pandeo tiene lu- 
gar, pues, con respecto al eje principal de momento de inercia minimo de la section recta. 

La formula de Euler tambien demuestra que la carga critica que puede producir el pan- 
deo no depende de la resistencia del material, sino de sus dimensiones y del modulo elastico. 
Por este motivo, dos barras de identicas dimensiones, una de acero de alta resistencia y otra 
de acero suave, se pandearan bajo la misma carga critica, ya que aunque sus resistencias son 
muy diferentes tienen practicamente el mismo modulo el&stico. Asi, pues, para aumentar la 
resistencia al pandeo, interesa aumentar lo mas posible el momento de inercia de la section. 
Para un area dada, el material debe distribuirse tan lejos como sea posible del centro de gra- 
vedad y de tal manera que los momentos de inercia con respecto a los ejes principales sean 
iguales, o lo mas parecidos posible. (Recuerdese el ejemplo clcisico de la columna hueca de 
section circular.) 

Para que la formula de Euler sea aplicable, el esfuerzo que se produzca en el pandeo no 
debe exceder al limite de proporcionalidad. Para determinar este esfuerzo, se sustituye en la 
formula el momento de inercia / por Ar 2 , donde A es el area de la section recta y r el radio de 
giro minimo*. Para el caso fundamental (ec. 11-1) se tiene: 


P = Eir 2 

A (L/rY 


(11-5) 


Para otros casos, se pondria en lugar de L la longitud equivalente de la tabla de la seccibn an- 
terior. 

El valor P/A es el esfuerzo medio en la columna cargada con su carga critica, y se llama 
esfuerzo critico. Su limite superior es el esfuerzo en el limite de proporcionalidad . La rela- 
tion L/r se llama esbeltez mecanica, o simplemente esbeltez , de la columna. Como una co- 
lumna cargada axialmente tiende a pandearse respecto del eje / minimo, para hallar la esbel- 
tez de una columna se divide la longitud equivalente o efectiva entre el radio de giro minimo 
de la seccibn recta. 

Por conveniencia, se definen como columnas largas o muy esbeltas aquellas a las que se 
puede aplicar la formula de Euler. La esbeltez minima, que fija el limite inferior de aplica- 
cion de la formula de Euler, se obtiene sustituyendo en la ecuacion (11-5) los valores conoci- 
dos del limite de proporcionalidad y del modulo elastico de cada material. Asi, pues, el limite 
minimo de la esbeltez varia con el material y tambien con los diferentes tipos dentro de cada 
material. 

Como ejemplo, para un acero que tenga un limite de proporcionalidad de 200 MPa, co- 
mo E = 200 GPa, el limite minimo de la esbeltez mecanica con el que puede aplicarse la for- 
mula de Euler es 


/ L\ 2 = (200 X ipy 2 
If/ 200 x 10 6 


10 000 o sea, 


L 

r 


100 


* Aqui se emplea r para designar el radio de giro utilizado en la notation de la AISC. No debe confundirse con la 
r que suele emplearse para designar el radio de una circunferencia. 
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Figura 11-7. El esfuerzo critico o admisible es el representado por la Imea continua. 
La parte punteada de la curva de Euler no es aplicable. 


Por debajo de este valor, como se indica en la figura 1 1-7, en la parte punteada de la curva de 
Euler el esfuerzo que daria la carga de Euler excederia al limite de proporcionalidad, por lo 
que para L/r < 100 la formula de Euler no es aplicable, y hay que considerar como esfuerzo 
critico el limite de proporcionalidad. La curva muestra tambien que el esfuerzo critico en una 
columna disminuye rapidamente cuando aumenta la esbeltez, por lo que al proyectar una 
pieza de este tipo, conviene que la esbeltez sea la menor posible. 

Finalmente se debe observar que la fdrmula de Euler da la carga critica y no la carga de 
trabajo. Por ello es preciso dividir la carga critica entre el correspondiente factor de seguri- 
dad, que suele ser de 2 a 3 segun el material y las circunstancias, para obtener el valor de la 
carga admisible. 

PROBLEWIA ILUSTRATIVO 


1101. Elegir el perfil W m&s economico para trabajar como columna de 7 m de altura 
que ha de soportar una carga axial de 450 kN con un factor de seguridad igual a 3. Suponga- 
se (a) extremos articulados, y ( b ) un extremo empotrado y el otro articulado. Emplee o PL = 
200 MPa y E = 200 GPa. 

Solution: Parte {a). Para un acero con limite de proporcionalidad de 200 MPa, la aplicacion 
de la formula de Euler para el caso fundamental requiere que la esbeltez L/r sea mayor de 
100. Si es menor, se tomara como esfuerzo limite el del limite de proporcionalidad. 

La carga de trabajo, multiplicada por el factor de seguridad 3, da una carga critica de 
1350 kN. Aplicando la formula de Euler y despejando I se obtiene: 



_ PL ?_ = (1350 X 10 3 )(7) 2 
Eit 2 (200 X 10 9 )(7t 2 ) 

= 33.5 X 10" 6 m 4 = 33.5 X 10 6 mm 4 


Ahora bien, la esbeltez es L/r > 100. Por tan to, el radio de giro minimo ha de ser 



7000 

100 


= 70.0 mm 


Asi, pues, acorde con estos criterios, la seccion debe tener un momento de inercia 
minimo mayor que 33.5 x 10 6 mm 4 y un radio de giro minimo menor de 70 mm. Se puede 
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elegir un perfil W250 x 73 que dene I min = 38.8 x 10 6 mm 4 y un radio de giro minimo de 
64.6 mm. 

Si la eleccion del perfil se hiciera con arreglo al limite de proporcionalidad, la seccion 
deberia tener un area minima de 6750 mm 2 (1350 kN divididos entre 200 MPa), y un valor 
del radio de giro minimo superior a 70.0 mm. Estas condiciones serian satisfechas por un 
perfil W310 x 97 cuyas caracterisdcas geometricas son A - 12 300 mm 2 y r m[n = 76.9 mm. 

La seccion mas ligera y, por tanto, mas economica, es el perfil W250 x 73. 


Parte ( b ). La carga critica de Euler es, como antes, de 1350 kN. Con un extremo fijo y el otro 
articulado, la longitud efectiva de una columna equivalente del dpo fundamental es 0.7L = 
4.9 m. Teniendo en cuenta esta longitud efectiva en lugar de la real, los criterios de eleccion, 
segun la formula de Euler, son: 


y 


/ > 


PL 1 _ (1350 x 10 3 )(4,9) 2 
£V 2 (200 X 10 9 )w 2 


= 16.4 x 10“ 6 m 4 


> 16.4 x 10 6 mm 4 


L = 4900 
100 100 


49.0 mm 


El perfil mas liviano que cumple estas condiciones es W3 60 x 64 con 7^ = 18.8 x 10 6 mm 4 
y ^min = 48.1 mm. 

De acuerdo con el criterio del limite de proporcionalidad, 

A > 1350 X = 6.75 X 1(T 3 m 2 = 6750 mm 2 y 
200 X 10 6 
r > 49.0 mm 

se necesitaria un perfil W250 X 58, con ,4 = 7420 mm 2 y r m[n = 50.4 mm. 

Comparando ambas soluciones se deduce que la mas economica es la segunda. 

Si la eleccion se hubiera basado en el valor de /, sin comprobar r , se podria elegir un per- 
fil W200 x 52 con 7^ = 17.8 X 10 6 mm 4 . Pero, como para esta seccion r^ n = 51.8 mm y A 
= 6660 mm 2 , el esfuerzo resultante excederia al limite de proporcionalidad de 200 MPa, lo 
cual no es aceptable ya que entonces no se cumpliria la proporcionalidad esfuerzo- 
deformacion en que se basa la formula de Euler. 

Este problema muestra la importancia de la esbeltez en el an&lisis de las columnas. En la 
parte (a) la eleccion de la seccion ha quedado determinada por la estabilidad elastica, es de- 
cir, por la formula de Euler, mientras que en la parte (6), lo ha sido por el limite de propor- 
cionalidad. 


PROBLEMAS 

1102. Una pieza de madera escuadrada de 
50 x 100 mm se emplea como columna con los 
extremos empotrados. Calcular la longitud 
minima para que pueda aplicarse la fdrmula de 
Euler si E = 10 GPa y el limite de proporcionali- 


dad es de 30 MPa. ^Que carga axial podra sopor- 
tar con un factor de seguridad igual a 2, si la lon- 
gitud es de 2.50 m? 


Resp. L = 1.66 m; P = 32.9 kN 
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1 103 . Un tornapuntas de aluminio tiene una 
seccion rectangular de 20 x 50 mm. Un perno 
que atraviesa cada extremo lo asegura de manera 
que actua como columna doblemente articulada 
con respecto a un eje perpendicular a la dimen- 
sion de 50 mm y como empotrada, respecto a un 
eje normal a la de 20 mm. Determinar la carga 
axial de seguridad con un factor igual a 2.5, sien- 
do E - 70 GPa y la longitud de 2m. 

Resp. P = 9.24 kN 

1104 . Una barra de aluminio de seccion 
cuadrada y 3 m de longitud soporta una carga de 
40 kN. Si los extremos estan articulados con rotu- 
las, determinar el lado de la seccion, con valor de 
E = 70 GPa. 

Resp. 50.0 mm 

1105 . Repetir el problema anterior si la 
barra fuera de madera con E = 10 GPa. 

1106 . Dos perfiles C310 x 45 se unen me- 
diante placa en celosia de manera que el momen- 
to de inercia sea el mismo con respecto a los dos 
ejes principales de la seccion compuesta asi for- 


mada. Determinar la longitud minima de esta co- 
lumna, que se supone articulada en sus extremos, 
con E = 200 GPa y limite de proporcionalidad 
de 240 MPa para poder aplicar la formula de 
Euler, iQut carga podria soportar con una longi- 
tud de 12 m y un factor de seguridad de 2.5? 

Resp. L = 9.89 m; P = 742 kN 

1107 . Repetir el problema 1106 si un extre- 
mo esta empotrado y el otro articulado. 

1108 . Escoger el perfil W mas ligero para 
una columna de 8 m de longitud con extremos 
empotrados que ha de soportar una carga de 270 
kN con un coeficiente de seguridad de 2.5. El 
limite de proporcionalidad es de 200 MPa y E = 
200 GPa. 

Resp. W310X74 

1109 . Elegir un perfil W para una columna 
de 12 m doblemente empotrada que ha de sopor- 
tar una carga axial de 700 kN, con un factor de 
seguridad de 2.0. Supbngase que el limite de pro- 
porcionalidad es de 200 MPa y E = 200 GPa. 


11-5. COLUMNAS DE LONGITUD INTERMEDIA. 

FORMULAS EMPiRICAS 

El estudio realizado demuestra que en las columnas esbeltas es aplicable la formula de 
Euler siempre que la esbeltez mecanica sea mayor que el valor para el que el esfuerzo medio 
alcance el limite de proporcionalidad. En el caso de columnas de acero articuladas en sus 
extremos, este limite es L/r ~ 100 para un limite de proporcionalidad de 200 MPa. La for- 
mula de Euler no es valida para esbelteces menores. 

La definition de columna corta como aquella en la que su longitud no excede diez veces 
su menor dimension transversal, hace que el limite superior de la esbeltez mecanica, en co- 
lumnas cortas de seccion rectangular, sea aproximadamente igual a 30. Para todo efecto 
practico, el esfuerzo limite en una columna corta es el del limite de cedencia, de manera que 
se requiere sumo cuidado para evitar el pandeo cuando alcanza este valor del esfuerzo. La fi- 
gura 11-8 muestra estas condiciones para un acero con un limite de fluencia de 280 MPa y un 
limite de proporcionalidad de 200 MPa. 

Se han propuesto varios metodos para cubrir la zona entre el limite superior de las co- 
lumnas cortas y el inferior de las largas. Sin embargo, ninguno de ellos ha sido universalmen- 
te aceptado para las columnas intermedias, en parte por su desviacion de la relation 
esfuerzo-deformacibn cuando los esfuerzos exceden al limite de proporcionalidad, y en parte 
por la indeterminacion de la superposition de los esfuerzos directos y de flexion, al reducir la 
carga mediante un coeficiente de seguridad, para que los esfuerzos sean inferiores al limite de 
proporcionalidad. 
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PL: h'mite de proporcionalidad ( LP ) 1 

Figura 11-8. 


Se han desarrollado muchas formulas empiricas para las columnas intermedias de ace- 
ro, por ser un material muy empleado en las estructuras. Se examinan en primer lugar, y 
luego se vera la aplicacion a otros materiales. 

En uno de los metodos propuestos —el de la teoria del doble modulo* — se generaliza la 
aplicacion de la formula de Euler a las columnas intermedias, con esfuerzos sobre el limite de 
proporcionalidad, sustituyendo el modulo elastico constante E por un modulo reducido E , es 
decir, 


P _ Em 2 
A ( L/rf 


( 11 - 6 ) 


El modulo reducido E, que tambien se llama modulo de tangente o tangencial, es la pen- 
diente de la tangente al diagrama de esfuerzo-deformacion en el punto que corresponde al es- 
fuerzo medio en la columna. Esta formula proporciona una curva que empalma las dos gra- 
ficas representativas de las columnas cortas y largas. Aunque este metodo es empirico, ya 
que la fdrmula de Euler se basa en la proporcionalidad esfuerzo-deformacion, los ensayos 
reales demuestran una gran concordancia con la curva teoricat . 


* Vease un articulo de W. R. Osgood, «The Double-Modulus Theory of Column Action», Civil Engineering , 
marzo 1935. 

f Un estudio moderno del metodo del modulo tangencial se puede ver en Strength of Materials, de F. R. Shanley, 
McGraw-Hill, Nueva York, 1957, pags. 582-588. 
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Otros metodos son puramente empiricos. Uno de los mas sencillos, propuesto en 1886 
por T. H. Johnson, consiste en ajustar una recta a los valores medios de las series de numero- 
sos ensayos obtenidos graficando los valores de P/A, (cuando se va a producir la rotura por 
pandeo), en funcion de los valores correspondientes de L/r. La ecuacion general de esta for- 
mula lineal es: 



en donde o es la ordenada en el origen (para L/r = 0) y C es la pendiente de la recta. 

Los resultados obtenidos por Tetmajer y Bauschinger en ensayos con varillas de acero 
estructural, con los extremos articulados, han sido muy utilizados y dan para la carga critica 
la expresidn*: 

/ = 330 - 1.45- MPa (11-7) 

A r 

En la figura 11-8 se representa esta expresion. Como se ha dicho, el punto de cedencia es el 
limite practico de P/A; en la ecuacion (1 1-7), para un punto de cedencia de 280 MPa, el va- 
lor de la esbeltez es L/r = 35, que corresponde al limite inferior de aplicacidn de dicha for- 
mula. 

Si la ecuacion (11-7) se divide entre el coeficiente de seguridad 3, se obtiene una ecuacion 
para las cargas de trabajo que ha sido muy empleada, y que aparecia antes en todos los regla- 
mentos de construction. Sin embargo, es tan conservadora, que ha sido sustituida en la 
mayoria de los tratados, y en la pr&ctica, por otras que se examinan mas adelante. En lo su- 
cesivo se cita con el nombre de formula lineal expresada por: 


— = 110 — 0.483— MPa 
A r 


( 11 - 8 ) 


Los limites de aplicacion de esta formula son las esbelteces comprendidas entre 30 y 120 
para elementos principals, pero puede aplicarse con esbelteces de 150 en elementos secunda- 
rios. Por debajo de L/r = 30 se utilizarO P/A = 96.5 MPa. 

Otra formula muy empleada es la de Rankine-Gordon, planteada hacia 1860. Supone que 
la deflexion maxima en una columna varia con L 2 /c, es decir, 6 m4x = <j> L 2 /c, siendo o una 
constante que depende de las condiciones de sujecion de los extremos. En estas condiciones, 
el esfuerzo maxi mo en una columna viene dada por: 


A I A Ar * A 

por lo que la formula para el esfuerzo medio P/A es: 

P = a 

A 1 + 4>(L/ rf 



21 


* Los valores numericos para las formulas empiricas de las columnas que aqui se dairconstituyen una conver- 
sion aproximada en unidades SI. 
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Una forma muy utilizada de esta expresion, que se ha llamado de Rankine-Gordon, es: 


P 

A 


124 


MPa 


1 + 


I— (-) 

10 3 V r ) 


(11-9) 


18 x 10 3 


Esta expresion, que incluye un factor de seguridad, es v&lida para elementos principales con 
esbelteces comprendidas entre 60 y 120, y para elementos secundarios hasta L/r = 200. Por 
dehajo de L/r = 60, se especifica tomar un esfuerzo de trabajo de P/A = 103 MPa. 

Otra formula mas para las columnas de longitud intermedia es la del tipo parabolico, 
propuesta en 1892 por el profesor J. B. Johnson. (No tiene nada que ver con T. H. Johnson, 
de la formula lineal.) La expresion tiene la forma general: 




i r 


en la que o es el esfuerzo en el punto de cedencia, y C una constante elegida de forma que la 
parabola sea tangente a la curva de Euler. 

El AISC (American Institute of Steel Construction) define el limite entre columnas in- 
termedias y largas como el valor de la relation de esbeltez C c dado por 


C « 


V a PC 


donde E es el modulo de elasticidad (200 GPa para la mayoria de los tipos de acero) y a PC es 
el esfuerzo en el punto de cedencia para el tipo particular de acero empleado. Para columnas 
de longitud efectiva L, y radio de giro minimo r, el AISC especifica que para LJr > C c , el 
esfuerzo de trabajo, a T , esta dado por 


\2tTE 
23 {LJr) 2 


( 11 - 10 ) 


(Notese que esta es la formula de Euler con un factor de seguridad de 23/12 = 1.92.) Para 
LJr < C c , el AISC especifica la formula parabolica 


(V') 2 

2 C 2 


PC 

FS 


donde el factor de seguridad, FS, esta dado por 


5 . 3<i,A) (L,/rf 

FS ‘3 + ”8^ i 


(H-11) 


(H-12) 


Observese que el factor de seguridad es 1 .92 cuando LJr - C c y disminuye al aumentar la 
relacion de esbeltez. La variacion de o T con LJr para diferentes tipos de acero se muestra en 
la ligura 11-9. 
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r 

Figura 11-9. Esfuerzo de trabajo para columnas (especificaciones AISC) de diferen- 
tes tipos de acero. 


Todas las formulas anteriores son para columnas del tipo fundamental (extremos articu- 
lados). Aunque el empotramiento de los extremos aumenta la capacidad de carga (Sec. 1 1-3;, 
las columnas de las estructuras, que son en su mayoria de longitud intermedia, no suelen tener 
sus extremos perfectamente empotrados, por lo que es un buen criterio suponerlos articula- 
dos, aunque la columna este remachada o sujeta de cualquier otra forma en sus extremos. En 
ocasiones, en un diseno economico de columnas, se puede aplicar la longitud efectiva o 
equivalente en el caso de empotramientos totales o parciales. 

Mencionemos tambien una formula, que se estudia en la section 11-7, llamada formula 
de la secante , en la que se supone una determinada excentricidad en la carga, y que teorica- 
mente es correcta, si se conoce exactamente la excentricidad, pero excesivamente engorrosa 
de aplicar. Su expresion es: 


P 

A 



( 11 - 13 ) 
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en donde a m ax es el esfuerzo producido por una carga P aplicada con una excentricidad e co- 
nocida. El valor de c es la distancia desde el eje con respecto al cual se deforma la columna a 
la fibra mas alejada, y ec/r 2 es la relacion equivalente a 6 milx cr 2 en el estudio de la formula de 
Rankine-Gordon. 

Ahora considerense formulas para columnas de materiales diferentes al acero. La Alu- 
minum Association, Inc. senala especificaciones para columnas de cada tipo de aleaciones de 
aluminio. Segun estas, el esfuerzo admisible es constante para columnas cortas; para colum- 
nas iniennedias se utiliza una relacion lineal que aproxima la formula del modulo tangencial. 
Para columnas largas se utiliza la formula de Euler. Por ejemplo, las especificaciones para la 
aleacion de aluminio del tipo 2014-T6 son*: 




L 


© r = 193 MPa 


- < 12 
r 

(11-14) 

<t, = 212 - 1.59- 

MPa 

12 < - < 55 

(11-15) 

' r 


r 


372 X l© 3 


L _ 


<T, = . 

MPa 

— > 55 

(11-16) 

(L/rY 


r 



La longitud de la columna L en las especificaciones se define como la “longitud del 
miembro de compresion entre puntos de apoyo lateral, o el doble de la longitud de una co- 
lumna en voladizo (excepto en aquellos casos en los que el analisis demuestre que se pueda 
emplear una longitud menor)”. 

Para columnas de madera, la National Lumber Manufacturers Association! recomien- 
da la formula de Euler en la siguiente forma: 

3.619 E _ 

<t t = = r (11-17) 

2.727 (L/r) 2 (L/r) 2 


Desde luego, se deben realizar ajustes por duracibn de la carga y contenido de humedad. Pa- 
ra columnas rectangulares con dimension minima d, r = y/JT ) 2 y la ecuacibn (1 1-17) se redu- 

Cea 0 3E , ox 

ff. = r (11-18) 


{L/dY 


Ademas de las formulas resenadas se emplean otras muchas, e incluso en otras regla- 
mentaciones, curvas o tablas que dan el esfuerzo medio P/A en funcion de la esbeltez L/r con 
coeficientes de seguridad constantes o variables, empezando con 2 para esbeltez cero, y 
aumentando progresivamente hasta 3 6 3.5 para esbelteces grandes. De todas formas, no es 
necesario retener en la memoria ninguna de ellas, ya que siempre se debe especificar la f6r- 
mula que se emplea, o emplear las de la reglamentacion de cada pais. Todas ellas tienen algo 
en comun; la carga de trabajo disminuye al aumentar la esbeltez, aunque en distintas propor- 
ciones. Segun la formula empleada, la misma columna puede soportar en general varias car- 
gas legates de seguridad. 


* Los valores numericos aqui consignados son conversions aproximadas al SI de los valores que aparecen en 
Specifications for Aluminum Structures, 3a. ed.. Construction Manual Series, Sec. 1, Aluminum Association, N. 
York, abril 1976, p. 21. 

t National Design Specification, National Lumber Manufacturers Association, Washington, D. C., 1962. 
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PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

1110. Mediante la formula de AISC determinar la carga axial de trabajo en una colum- 
na constituida por un perfil W360 x 122 en las siguientes condiciones: (a) Articulada en sus 
extremos y con una longitud de 9 m. (b) Extremos perfectamente empotrados y longitud de 
10 m. (c) Extremos perfectamente empotrados, longitud de 10 m y sujeta lateralmente en el 
centro. Use a PC = 380 MPa. 

Solution: La tabla del Apendice B da para el perfil W360 x 122, A = 15500 mm 2 y r^ n = 
63.0 mm. 


Parte (a). Para <j pc = 380 MPa la relacion de esbeltez limite es 



V 2ff 2 (200 X 10 9 ) 
380 X 10 6 


102 


Aqui la relacion de esbeltez es LJr = 9000/63.0 = 143, que es mayor que C c . Asi, el esfuer- 
zo de trabajo esta dado por 


\2it 2 E 



y la carga axial es 
[P-„A] 


12 ” I < 2 °° X lff> > - 50.4 MP, 
23(143) 2 


P = (50.4 X 10*1(15 500 X 10" 6 ) = 781 kN 


Resp. 


Parte (b). Usando el concepto longitud efectiva, se obtiene que una columna con extre- 
mos empotrados es equivalente a una columna con extremos articulados de la mitad de longi- 
tud de aquella. De aqui, con L c = 0.5L = (0.5)(10) = 5 m, la relacidn de esbeltez es LJr = 
5000/63.0 = 79.4, que es menor que C c = 102. De esta suerte, el esfuerzo de trabajo se de- 
termina como sigue 



H L e/ r ) 

8 C e 


( 4 / rf 

8C c 3 


FS 


5 3(79.4) 

3 + 8(102) 


P^i-1.90 

8(1 02) 3 


donde 



[l (LJr)2 } 

2C c 2 

Opc 

0 T 

FS 



<^r 


(1 -[(79.4) 2 /2(102) 2 ]} 
1.90 


(380 X 10 6 ) = 139 MPa 
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Finalmente la carga axial es 
[? = °a] 


P = (139 X 10 6 )(15 500 x 10“ 6 
= 2150 kN 


Resp. 


Parte (c). Arriostrada en su punto medio, la columna es equivalente a una de 5 m de lon- 
gitud, fija en un extremo y articulada en el otro. La longitud efectiva es L e = 0.7 L = 0.7 (5) 
= 3.5 m, de donde LJr = 3500/63.0 = 55.6, que es menor que C c = 102. Procediendo co- 
mo en la parte ( b ), obtenemos FS = 1.85 y o r = 175 MPa. De aqui que la carga de seguridad 
sea 


P = (175 x 10 6 )(15 500 x 10' 6 ) 
= 2710 kN 



Resp. 


Este problema ilustra como se aumenta considerablemente la resistencia de una colum- 
na cuyos extremos esten perfectamente empotrados. Ya que esta condicion nunca se da en la 
realidad, es preferible suponer extremos articulados al determinar cargas admisibles, o bien, 
ser mas realista al seleccionar una longitud efectiva con extremos empotrados de alrededor 
de 0.75L, en lugar de 0.5L. 

1111 . Determinar un perfil W para soportar una carga axial de 360 kN con una longitud 
de 4.6 m. Emplear las especificaciones AISC con o PC = 250 MPa. 

Solution: Ya que tanto el &rea,4 como el radio de giro minimo r son desconocidos, y no se 
puede establecer una relacidn conveniente entre ambos, la seleccidn del perfil tiene que ha- 
cerse por ensayo y error. Los pasos son: (1) suponga un esfuerzo de trabajo; (2) calcule el 
area requerida; (3) seleccione el perfil W mas ligero segun area calculada en (2); y (4) pa- 
ra este perfil, calcule la carga admisible segun las especificaciones de columnas. Si esta 
carga es iguai (o ligeramente mayor que) la carga aplicada, el perfil seleccionado es el ade- 
cuado. Si la carga admisible es menor que la aplicada, debe buscarse un perfil mas robusto y 
repetirse el procedimiento. Desde luego, el numero de ensayos que deban realizarse antes de 
determinar el perfil adecuado depende de que tan proximo este el esfuerzo supuesto del es- 
fuerzo real. Una recomendacion es suponer un esfuerzo de trabajo inicial de 80% del esfuer- 
zo para L/r = 0, determinando de las especificaciones para columnas. 

Para el acero con a PC = 250 MPa, la relacidn de esbeltez limite es 



Primer ensayo. Para LJr = 0, FS = -y y o T = o PC / FS = 250/y = 150 MPa. Supo- 
niendo un esfuerzo inicial de 0.80 (150) = 120 MPa, el area requerida es 


P_ = 360 x 10 3 
o 120 x 10 6 


= 3x 10~ 3 m 2 - 3000 mm 2 
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Asi, de la tabla E-2 del Apendice B, se selecciona un perfil W200 x 27 con A = 3390 mm 2 y 
r = 31.2 mm. Para este perfil, LJr = 4600/31.2 = 147, que es mayor que C c = 126. Asi, el 
esfuerzo de trabajo para esta seccion es 


12tt 2 £ 

23 (LJr) 2 


12t7 2 (200 x 10 9 ) 

a T = — = 47.7 MPa 


23(147) 


Porlotanto, la carga admisible es P = oA = (47.7 x 10 6 )(3390 x 10“ 6 ) = 162 kN. Yaque 
esta es menor que la carga aplicada, el perfil se rechaza. 


Segundo ensayo. Ahora seleccionese un perfil W200 x 36, que tiene mayor area y ma- 
yor radio de giro minimo. Para esta seccion, A = 4580 mm 2 , r = 40.9 mm y LJr = 
4600/40.9 = 1 12, que es menor que C c = 126. El esfuerzo de trabajo para esta seccion se de- 
termina como sigue; 


5 , 314/'') {LJrf 

FS “3 +_ 8 4 1^- 

de donde 


F c = 1 + 3 ( 112 ) _ 01 2 ) 3 

3 8(126) 8(126 ) 3 


1.91 



[, (Ur) 2 } 

o 


L (112) 2 1 


2C c 2 

PC 


2(1 26) 2 

°T 

FS 


°T 

1.91 


(250 x 10 6 ) = 79.2 MPa 


Asi, la carga admisible para esta seccion es 

P = oA * (79.2 X 10 6 )(4580 X 10’ 6 ) = 363 kN 

Ya que esta carga es solo ligeramente mayor que la aplicada de 360 kN, se acepta el per- 
fil W200 x 36. 

El procedimiento para seleccionar un perfil sesimplifica grandemente usando tablas que 
den las cargas axiales admisibles para diferentes secciones de diversas longitudes. Tales 
tablas se encuentran en un manual para acero, como el publicado por la AISC. Sin embargo, 
este problema ilustra el metodo de ensayo y error que surge frecuentemente en el diseno 
estructural. 


PROBLEMAS 

1112. Determinar la relacidn de esbeltez de 
una columna de 4 m con extremos empotrados si 
su seccidn es (cr) una circunferencia de 50 mm de 
radio y (£) un cuadrado de 40 mm de lado. Use el 
concepto de longitud efectiva. 


1113. Usando especificaciones de la AISC, 
determinar la longitud maxima de un perfil W360 
x 122 si se va usar como columna con extremos 
articulados para soportar una carga de 1200 kN, 
usando o PC = 450 MPa. 


Resp. (a) 80.0; (b) 173 


Resp. /' = 7.25 m 


376 COLUMNAS 


1114. Aplicando las especificaciones de la 
AISC, determinar la maxima longitud que puede 
tener una columna formada con un perfil W250 
x 167 para soportar una carga de 1600 kN, con 
extremos articulados. Use a PC = 380 MPa. 


gitud maxima que puede tener si ha de soportar 
una carga de 500 kN. ^Cual debe ser la longitud 
libre entre Angulos, de manera que su esbeltez 
sea, como m&ximo, igual a las tres cuartas partes 
de la correspondiente a la seccibn compuesta? 


1115. Calcular el coeficiente de seguridad 
que deberia emplearse en la formula de Euler pa- 
ra que diera la misma capacidad de carga, para el 
acero, dada por el limite superior para miembros 
primarios por la aplicaci6n de: (a) la f6rmula li- 
neal dada por la ecuacibn (11-8); ( b ) la ecuacidn 
(11-9) de Rankine-Gordon. 

1116 . Un perfil W360 x 134 se usa como 
columna con extremos articulados. Usando las 
especificaciones de la AISC, determinar la carga 
maxima que puede aplic&rsele si (a) L - 9 m y (b) 
L = 15 m, usando = 290 MPa en ambos ca- 
sos. 

Resp. (a) 1 740 kN ; (b) 687 kN 

1117 . Un perfil W200 x 100 se emplea co- 
mo columna de 9 m con sus extremos empotra- 
dos. (a) Empleando las especificaciones de la 
AISC, calcular la carga de seguridad que puede 
aplicarse si la longitud efectiva es tres cuartos de 
la real, (b) Determinar la carga de seguridad si la 
columna estuviera tambien sujeta lateralmente en 
su punto medio. Use opc = 380 MPa. 

Resp. (a) 837 kN; (b) 2400 kN 

1118 . Repetir el problema 1117 suponiendo 
que la longitud de la columna sea de 14 m con un 
perfil W310 x 500. 

1119 . Una columna de acero de 10 m de lon- 
gitud se construye con dos perfiles C250 x 45 
unidos mediante celosia de manera que la seccibn 
compuesta tiene igual momento de inercia con 
respecto a los dos ejes principales. Determinar la 
carga de seguridad aplicando las especificaciones 
de la AISC, con Opc = 380 MPa. 

Resp. P = 883 kN 

1120 . Cuatro angulos de 100 x 100 x 10 
mm se unen mediante placas en celosia para for- 
mar una seccidn compuesta, como se indica en la 
figura P-1120. Aplicando las especificaciones de 
la AISC, con opc = 290 MPa, determinar la Ion- 


b 


250 mm 


£ 

£ 


L 


Figura P-1120. 


1121. En la estructura de un puente, repre- 
sentada en la figura P-1121, la barra AB cstk for- 
mada por dos perfiles C230 x 30 unidos median- 
te celosias, de manera que la section resultante 
tenga igual momento de inercia respecto de los 
ejes de simetria. Si la carga de seguridad P viene 
dada por la resistencia de la barra AB> determi- 
narla mediante las especificaciones AISC con opc 
= 290 MPa. 


B 



Figura P-1121. 


Resp. P = 210 kN 

1122. Determinar una secci6n W que pueda 
trabajar como columna de 4 m soportando una 
carga de 420 kN. Aplicar las especificaciones de 
la AISC, con opc = 250 MPa. 

Resp. W200 X 36 

1123. Aplicando las especificaciones de la 
AISC, determinar el perfil W m&s ligero para so- 
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portar una carga de 700 kN con una longitud 
efectiva de 5.5 m, suponiendo o PC = 250 MPa. 

1124. Repetir el problema anterior con una 
carga de 690 kN y o PC = 345 MPa. 

1125. Una columna de acero, con extremos 
articulados, de 10 m de altura se construye con 
un perfil W200 x 46 y dos C310 x 45 soldados 
entre si como se indica en la figura P-1125. Deter- 
minar la carga axial de seguridad aplicando las 
especificaciones de la AISC con a PC = 250 
MN/m 2 . 


rias y de las derivadas de estas con respecto a la 
esbeltez. 

Resp. L = (no x 10 6 ) - 8760 

para — < 79.3 
r 

1128. Cuatro angulos de 100 x 100 x 13 
mm se remachan adosados como indica la figura 
P-1128. Determinar la carga de seguridad si se 
utilizan como columna de 4 m de extremos arti- 
culados. Aplicar las especificaciones de la AISC 
con o PC = 250 MPa. 




C310 X 45 



Figura P-1128. 


Resp. P = 1440 kN 

1126. La biela de una m&quina tiene una 
seccibn recta con las siguientes propiedades: Area 
= 300 mm 2 , r x = 3.00 mm, r y - 1.40 mm. Los 
pas adores de uni6n a la manivela y a la cruceta 
hacen que la biela trabaje como columna articu- 
lada con respecto al eje x y como empotrada con 
respecto al eje y. Teniendo en cuenta la longitud 
efectiva, determinar la carga de seguridad si la 
longitud real es de 250 mm, aplicando la ecuacibn 
(11-9) de Rankine-Gordon. 

Resp. P = 25.8 kN 

1127. Obtener una formula parabblica de la 
forma general P/A = a - C(L/r) 2 que sea apli- 
cable a las columnas de aleacibn de aluminio con 
extremos articulados. Supbngase que la formula 
parabblica tiene que ser tangente a la formula de 
Euler con un factor de seguridad igual a 2. a = 
110 MPa y E = 70 GPa. Indicacidn : En las dos 
fdrmulas, igualar los valores de las cargas unita- 


1129. Determinar la carga axial de seguri- 
dad que pueda aplicarse a una columna de alea- 
cion de aluminio 2014-T6 si su longitud es (a) 
1 m y (b) 3 m. Supongase, en cada caso, que las 
propiedades geometricas del perfil son identicas a 
las de un perfil de acero S3 10 x 52. 

Resp. (a) 984 kN; (b) 172 kN 

1130. Repetir el problema 1129 suponiendo 
que las propiedades geometricas del perfil son 
identicas a las de un perfil de acero S250 x 52. 

1131. Determinar la carga axial de seguri- 
dad en una columna de roble de seccibn rectan- 
gular de 150 x 200 mm si su longitud es (a) 2 m y 
(b) 4 m, empleando E = 11.5 GPa. 

Resp. (a) 582 kN; (b) 146 kN 

1132. Repetir el problema 1131 para una co- 
lumna de pino de seccibn rectangular de 50 x 
200 mm para la cual E = 11.2 GPa. 
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11-6. COLUMNAS CARGADAS EXCENTRICAMENTE 

Las columnas se sueien disenar para soportar cargas axiales, y las formulas que se han 
expuesto lo han sido con este criterio. Sin embargo, en ocasiones las columnas pueden estar 
sometidas a cargas con una determinada excentricidad, por ejemplo, cuando se remacha una 
viga al ala de una columna en la estructura de un edificio. La formula de la secante que se es- 
tudia en la section siguiente es especialmente adecuada para tales casos, pero su aplicacion 
numerica es tan engorrosa que suele emplearse con frecuencia el procedimiento simplificado 
que se indica a continuation. 

Se estudia la columna excentricamente cargada como si fuera, en lo que se refiere a los 
esfuerzos, un elemento corto (Sec. 9-3) cargado excentricamente. Pero para eliminar la posi- 
bilidad del pandeo, de manera que pueda despreciarse el efecto de la flexion en el brazo de 
momento de la fuerza o carga excentrica, se limita el esfuerzo maximo de compresion a la 
carga unitaria calculada con una cualquiera de las formulas expuestas en las secciones ante- 
rior es. 

Aplicando este procedimiento a la columna de la figura 1 1-10, que soporta una carga 
axial P Q y una carga P con excentricidad e y el criterio de dimensionado debe ser: 


a > 


Me 



P*+P , Pe 

A S 


(11-19) 


en donde o es la carga unitaria de seguridad, calculada por una de las formulas dadas de las 
columnas (tomando como radio de giro para la determination de la esbeltez siempre el me- 
nor, aunque la excentricidad no sea en esa direction), / el momento de inercia correspondien- 
te al eje con respecto al que se produce la flexion (eje X-X en la Fig. 11-10) y S el modulo re- 
sistente respecto del mismo eje. 

Los modernos criterios de diseno han refinado el planteamiento de maximo esfuerzo pa- 
ra incluir los momentos, llamados secundarios, que se introducen debido a la deflexion del 
eje neutro (el llamado efecto P-6). Estos efectos toman la forma, muy frecuentemente, de 
ecuaciones de interaction, que intentan sopesar la importancia relativa del esfuerzo axial y 
del esfuerzo por flexion. 



Figura 11-10. Carga axial P 0 y carga excentrica P en una columna. 
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Por ejemplo, la A1SC* recomienda que, cuando ei esfuerzo axial calculado f Q sea menor 
que el esfuerzo real F a que se permitiria si s61o actuara el esfuerzo axial, los momentos secun- 
darios pueden despreciarse y el miembro debe satisfacer el siguiente criterio: 



Cuando f a > 0.15 F ai no pueden despreciarse los efectos del momento secundario. En 
estos casos, la AISC requiere que se cumplan las siguientes desigualdades: 




En las desigualdades (a), (b) y (c) los diferentes terminos tienen los siguientes significa- 

dos: 


f a = esfuerzo axial calculado ; 

F a = esfuerzo axial permisible si solo actuara la fuerza axial; 

f bx = esfuerzo por flexion calculado con respecto al eje de momento de inercia mayor, 


despreciando el momento secundario; 

j by = esfuerzo por flexion calculado con respecto al eje de momento de inercia menor, 


despreciando el momento secundario; 

f = esfuerzo permisible de compresion por flexion con respecto al eje de momento 

de inercia mayor, como si solo actuara el momento; 

= esfuerzo permisible de compresion por flexion con respecto al eje de momento 


de inercia menor, como si solo actuara el momento; 

esfuerzo de pandeo segun Euler, con respecto al eje de momento de inercia ma- 
yor; 

esfuerzo de pandeo segun Euler, con respecto al eje de momento de inercia me- 


nor; 

C mx , C my = factores de reduction para corregir calculos demasiado conservadores en algu- 
nos casos del factor de amplification [1 — (f«/Fi]. 


esfuerzo de fluencia 


Para miembros sometidos a compresion en marcos sujetos a desplazamientos de las uniones, 
se puede tomar C m = 0.85. 

Para miembros sometidos a compresion en marcos arriostrados para evitar desplaza- 
mientos transversales y sujetos a momentos en los extremos, pero no a cargas transversales 

* La notation aqui empleada es la del Manual for Steel Construction , American Institute of Steel Construction, 
Nueva York, 1970. 
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entre apoyos, usese C m = 0.6 - 0 A{M X /M 2 ) > 0.4, dond zM x /M 2 e$ la relation del menor al 
mayor de los momentos aplicados en los extremos. Esta relation es positiva cuando el 
miembro se flexiona en curvatura inversa y negativa, cuando lo hace en curvatura simple. 

Para miembros sometidos a compresiOn en marcos arriostrados para evitar desplaza- 
mientos laterales en el piano de carga y sujetos a carga transversal entre los apoyos, C m puede 
tomarse como 0.85 para miembros con extremos restringidos, y como 1 .0 para miembros sin 
restricciones; C m se puede determinar tambien mediante un analisis racional en este caso. 

Las especificaciones de la AISC tambien incluyen formulas para la determination de los 
esfuerzos permisibles debidos a flexiOn, F b , como una fraction del esfuerzo de cedencia. El 
valor de F b depende de la relation ancho/espesor de la secciOn y de los intervalos de 
arriostramiento. 

Para otros materiales estructurales, tales como madera y aluminio, se han adoptado for- 
mulas de interaction semejantes a la formula de la AISC. 

El disefio de miembros sujetos tanto a cargas axiales como de pandeo, es esencialmente 
un procedimiento de interaction. Asi, mediante criterios apropiados se verifica si una sec- 
cion seleccionada es adecuada o no. Este procedimiento se simplifica grandemente por las di- 
versas tablas y graficas de que dispone el disefiador, Tambien existen programas de compu- 
tadora para ayudar al disefiador a seleccionar la seccion optima que cumpla las formulas de 
interaction. 

Los problemas siguientes ilustran la aplicaciOn del enfoque del maximo esfuerzo. Para 
aplicaciones de las ecuaciones de interaction, se envia al lector a algun texto moderno de di- 
seno estructural*. 



PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1133. Un perfil W360 x 134 se emplea como columna de 7 m de longitud efectiva para 
soportar un carril de una grua viajera en una nave industrial. Determinar la maxima reaction 


* Vease, por ejemplo, L. A. Hill, Jr., Fundamentals of Structural Design: Steel , Concrete and Timber, Intext, N. 
York. 1975. 
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admisible P si la columna soporta tambien una carga de 400 kN procedente de la planta supe- 
rior, como se indica en la figura 11-11. Use el enfoque del maximo esfuerzo (Sec. 1 1-19) y las 
especificaciones de la A ISC, con o PC = 250 MPa. 

Solution: La tabla B-2 del Apendice B da las propiedades de un perfil W360 x 134 como A 
= 17 100 mm 2 , S x = 2330 x 10 3 mm 3 , y r = 94.0 mm. La relacion de esbeltez LJr = 
7000/94.0 = 74.5. Para o PC = 250 MPa, la relacion de esbeltez critica es 


C = 


V 2 n 2 E /27t 2 (200 X 10 9 ) = 126 

a PC V 250 X 10 6 


Ya que LJr < C c , la fdrmula AISC apropiada (ec. 11-11) determina el esfuerzo de tra- 
bajo como sigue: 


5 3 (.LJr) (LJr)’ 

FS *3 + “SC 


de donde 


FS = f + 3m_iZi^ =1 . 86 

3 8(126) 8 (i26) 3 



[j (LJr) 2 ] 

2C c 2 



\ (74. 5) 2 

2(1 26) 2 

°T 

FS 


°T 

1.86 


(250 x 10 6 ) = 111 MPa 


Usando el enfoque del maximo esfuerzo consideramos que la columna actua como un 
miembro corto sometido a compresion y cargado excentricamente, Iimitado a su esfuerzo 
maximo de 111 MPa. Aplicando la ecuacion (11-19) se obtiene 


a 


IP M 1 
A S 


de donde 


11 i X 10 6 = ( 4QQ x 10? + p ) + 0-125P - 0,075(400 X 10 3 ) 
" (17 100 X 10~ 6 ) 2330 x 10 6 


P = 896 x 10 3 N = 896 kN 


Resp. 


PROBLEMAS 

En los problemas siguientes use el plantea- 
miento del maximo esfuerzo y las especifica- 
ciones de la AISC para columnas, a menos que se 
indique otra cosa. 

1134. Un perfil W360 x 122 se emplea co- 
mo columna de 10 m de longitud efectiva. Deter- 
minar la carga maxima que puede soportar con 


una excentricidad de 300 mm. i Donde se debe si- 
tuar la carga, sob re el eje X o sob re el Y? Supon- 
gase o pc = 290 MPa. 

Resp. P = 190 kN 

1135. Repetir el problema anterior si la lon- 
gitud es de 4.5 m. 
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1136- Una barra prismatica de acero de 50 
x 75 mm tiene una longitud de 1 .5 m, Calcular la 
carga maxima que puede soportar con una ex- 
centricidad de 120 mm con respecto a los ejes 
geometricos. La barra soporta tambien una carga 
axial de 50 kN. Suponga opc = 250 MN/m 2 . 

Resp. P = 25.8 kN 

1137. Un tubo de acero de 2.5 m de longi- 
tud, empotrado en su extremo inferior y libre en 
el superior, soporta un gran cartel cuyo centro de 
gravedad dista 0.60 m del eje del tubo. Determi- 
nar su peso maximo si el dkunetro exterior del tu- 
bo es de 140 mm, su section, de 2800 mm 2 y su 
momento de inercia, de 6.32 x 10 6 mm 4 . Use o PC 
= 250 MN/m 2 . 

1138. Un perfil W360 x 134 se emplea co- 
mo columna de 6 m de longitud. Soporta una 
carga axial de 260 kN y otra excentrica de 220 kN 
sobre el eje de menor momento de inercia. Deter- 
minar la excentricidad maxima admisible de la 
carga, con opc = 250 MPa. 

Resp, e — 952 mm 


1139. Un canal C310 x 45 se usa como co- 
lumna articulada en sus extremos, de 2.2 m de 
longitud. zA que distancia del centro puede apli- 
carse una carga de 50 kN sobre el eje XI Suponga 
que op C = 380 MPa y que el esfuerzo de tension 
esta limitado a 140 MN/m 2 . zSobre que lado del 
eje Y ha de aplicarse la carga? 

Resp. 100 mm 

1140. Repetir el problema 1139 usando un 
canal C310 x 31. 

1141. Un perfil W360 x 134 va emplearse 
como columna con una longitud de 9 m. La co- 
lumna soporta una carga axial de 260 kN y una 
excentricidad de 360 kN, que actua sobre el eje 
Y. Determinar la excentricidad maxima de la car- 
ga de 360 kN usando el metodo del maximo es- 
fuerzo y la formula lineal de la ecuacion (11-8). 

Resp. 178 mm 

1142. Repetir el problema 1141 usando un 
perfil W360 x 347. 


11-7. FORMULA DE LA SECANTE 

Se puede obtener una expresion teoricamente correcta para las columnas excentricamen- 
te cargadas, generalizando el an&lisis de Euler, en la forma siguiente. La figura 11-12 
muestra la elastica de la Hnea media de una columna que soporta una carga P con una ex- 
centricidad e y que tiene una longitud L. Si se prolonga la columna como indica la linea de 
trazos, se transforma en una columna articulada de longitud X. El valor indicado de P es la 
carga critica para esta longitud X desconocida. Esta columna tiene una forma de media sinu- 
soide cuya ecuacion, tomando como origen uno de los extremos, es 



Ahora bien, de la ecuacion (11-1), sJP/EI = ir/L para el caso fundamental de columna arti- 
culada. Por tanto. 
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Figura 11-12. Columna excentricamente cargada. 


Si se considera el origen en el centre, la ecuacion (a) en funcion de la longitud X descono- 
cida es 

y = $ cos ) (*) 

Aplicando ahora la condition de que para x = L/ 2, y = e, se obtiene 


e = 8 cos 


de donde se despeja el valor de 5 que, introducido en la ecuacion ( b ), resulta 


(£) 


y = e 


-(f) 


-(f) 


(C) 


Para obtener el valor de X $e aplica la formula de Euler, dada por la ecuacion (11-1), a 
una columna de longitud X, es decir, 


P - 


Elm 2 _ [eT m f~P~ 

— , osa. y x -y s 


Sustituyendo en (c) resulta la siguiente ecuacion para la columna de la figura 11-12: 



(d) 
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TABLA 11-1. Datos de diserio para la ecuacidn (11-21) donde se emplean 
cr pc = 290 MPa, / = 21, y E - 200 GPa 


p 

A 

(MPa) 



L 

r 



7-“ 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

20 

193 

188 

183 

178 

172 

25 

171 

165 

159 

153 

146 

30 

155 

148 

140 

133 

125 

35 

142 

134 

125 

116 

107 

40 

131 

122 

112 

102 

90.9 

45 

122 

111 

100 

88.6 

74.6 

50 

113 

101 

87.9 

73.6 

56.9 

55 

106 

91.7 

76.2 

58.4 

34.1 

60 

98.9 

82.4 

63.7 

39.5 

— 

65 

92.1 

72.7 

49.1 

— 

— 

70 

85.3 

62.0 

28.4 

— 

— 

75 

78.1 

49.0 

— 

— 



80 

70.2 

30.1 

— 

— 



85 

60.8 

— 

— 

— 

— 

90 

48.1 

— 

— 

— 

— 



Figura 11-13. Curvas de diseilo para la formula de la secante con un factor de seguridad de 2.5. 
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La curvatura se obtiene derivando dos veces la expresion ( d ), 



Por tanto, de acuerdo con la ecuacion diferenciai de la el&stica, el momento flexionante ma- 
ximo en x = 0 es 



El esfuerzo maximo en la columna cargada excentricamente se compone del esfuerzo di- 
recto de compresion y del de flexion, como en una columna corta, es decir, 

- L Mc 

^max ~ + l 

Por tanto, teniendo en cuenta / = Ar 2 y el valor de M de la ecuacion ( e ) se obtiene 



( 11 - 20 ) 


Esta ecuacion se conoce con el nombre de formula de la secante. Para obtener la carga 
admisible, P adm o de trabajo, hay que sustituir P por fP adm , siendo f el coeficiente de seguri- 
dad, y tomar como el esfuerzo en el punto de cedencia. En estas condiciones, la ecuacion 
(11-20) se transforma en 



( 11 - 21 ) 


Para aplicar esta ecuacion hay que proceder por tanteos. Se facilita su aplicacion hallan- 
do los valores de la esbeltez L/r para una serie de valores de P/A, y con distintos valores de 
la relacion de excentricidad ec/r 2 tales como 0.2, 0.4, etc., 1.0. Este procedimiento da los re- 
sultados de la tabla 11-1, de los cuales se pueden graficar las curvas de diseno de la figura 
11-13. 

Es interesante observar que cuando la esbeltez se aproxima a cero el valor de la secante 
en la ecuacion (11-20) tiende a la unidad y, por tanto, la ecuacion (1 1-20) se transforma, en el 
limite, 



que es la ecuacion para cargas excentricas en elementos cortos. 
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RESUMEN 

Las columnas largas se calculan por la formula de Euler. Para columnas con los extre- 
mes articulados la formula es 



( 11 - 1 ) 


o bien, 


P = En t 2 
A ( L/r ) 2 


(H-5) 


Para otras condiciones de sujecion de los extremos se sustituye L por una longitud efectiva 
cuyos valores estan tabulados al final de la seccion 11-3. 

Las formulas de Euler son teoricamente correctas, siempre que el esfuerzo no sobrepase 
el limite de proporcionalidad. El limite inferior de validez de L/r se obtiene suponiendo que 
P/A representa el esfuerzo real en una columna recta, axialmente cargada, y sustituyendo 
P/A de la ecuacion (11-5) por el valor del esfuerzo en el limite de proporcionalidad. 

Las columnas con una esbeltez menor que el limite de la formula de Euler son columnas 
intermedias. Se han desarrollado varias formulas, que no son teoricamente correctas, para 
su calculo. La m&s exacta es la formula de la secante de la ecuacion (11-13). Sin embargo, es- 
ta formula no es comoda de aplicar y en su lugar se emplean otras expresiones empiricas es- 
pecificadas en las distintas normas de construccion de los diversos paises. 

Las columnas cargadas excentricamente se analizan ya sea mediante el planteamiento 
del maximo esfuerzo o mediante ecuaciones de interaction. En el enfoque del maximo es- 
fuerzo, las columnas se tratan como miembros cortos cargados excentricamente (vease la 
Sec. 9-3) excepto que el valor del esfuerzo de trabajo se obtiene usando una formula especifi- 
cada para columnas. Las ecuaciones de inferaccion intentan ponderar la importancia rclativa 
de los esfuerzos axial y por flexion. 
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12-1. INTRODUCCION 

En el analisis delas uniones conectadas (es decir, remachadas o atornilladas) y por soldadura 
existen tantos factores indeterminados que es imposible hallar una soiucion exacta del proble- 
ma. Sin embargo, se pueden encontrar solueiones practicas haciendo algunas hipotesis simpli- 
ficativas. Una de las fundamentales es que si la carga aplicada pasa por el centro de gravedad 
de un grupo o conjunto de conectores (remaches o tornillos), cada uno transmite una fuerza 
igual a su capacidad de resistencia, a cortante o a la presion de contacto, dependiendo de 
cual sea menor. Esta hipotesis, junto con la de que la union es de un material ductil (mientras 
que las placas por unir se consideran perfectamente rigidas), permite considerar a las uniones 
conectadas como casos de distribution uniforme de esfuerzo. 

Vease el capftulo 15, section 15-2: Uniones conectadas-Consideracion adicional. 


12 2. TIROS DE UNIONES CONECTADAS: REMACHADAS Y ATORNILLADAS 
-DEFINICIONES 

En cuanto a la disposition de los elementos por unir existen dos tipos de uniones conecta- 
das: juntas a traslape y juntas a tope. En una union a traslape las placas a unir se colocan 
solapadas, una sobre otra, y se cosen entre si mediante una o varias filas de conectores, 
como se observa en la figura 12-1 .* En una union a tope las dos placas a unir estan colocadas 
en el mismo piano, con sus hordes a tope, y se sujetan mediante dos placas, una a cada 
lado de ias placas a unir, que se llaman cubrejuntas , y que se unen a cada una de las placas 
principales. A veces incluso se coloca una sola placa cubrejunta. La junta se llama simple 

* Por conveniencia, en lo que se sigue se indican todos los conectores 'como remaches en las ilustraciones. 
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Figura 12-1. Uniones a traslape.o solape. 


o de una fila, doble o de dos filas, triple, etc., segun sean una, dos, tres, etc., las filas de 
remaches que cosen entre si las placas (Fig. 12-2). En las uniones de las calderas suele hacerse 
el cubrejunta exterior mas estrecho que el interior, como en (c) y (d) de la figura 12-2, 
de manera que el cubrejunta exterior es lo suficientemente ancho para incluir solo la fila de 
remaches en la que estos estan menos espaciados. Este tipo de union se denomina junta a 
presion , y suelen ademas calafatearse o retacarse con el cincel y martillo las aristas de los 
bordes de los cubrejuntas exteriores para asegurar la hermeticidad del cierre 

La separation entre los conectores de una fila se llama paso. cuando existen varias filas 
de conectores, el paso puede ser igual en todas ellas, o distinto de unas a otras. Cuando 
los remaches de dos filas consecutivas, con igual paso, estan alternados, a la distancia entre uno 
de una fila y el correspondiente de la otra se le llama paso diagonal. La distancia entre filas 
paralelas de conectores se llama grain'll. 
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(c) Union triple tipo 
presion 


(d) Union cuadruple tipo 
presidn 


Figura 12-2. Uniones a tope. 
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Al determinar la resistencia de una union conectada se suele referir los calculos a la longi- 
tud de union correspondiente a un grupo de conectores que se repiten, en distancias y disposi- 
tion, a todo lo largo de la union. La longitud del grupo que se repite, al que se suele llamar 
tramo tipo , es igual al paso mayor. 

Para evitar confusiones en cuanto al numero de remaches que constituyen el tramo tipo, 
tracemos dos lineas perpendiculares a la junta por los centros de dos conectores consecutivos 
de los que tienen el paso mayor y contemos los conectores, enteros o mitades, que existen 
entre dichas dos lineas paralelas. Por ejemplo, en la figura 12-2c hay cinco conectores efecti- 
vos en cada mitad (los que unen las cubrejuntas a una de las dos placas) del tramo tipo, 
dos medios en la fila 1 , dos enteros en la fila 2 y un entero y dos medios en la fila 3 . Analoga- 
mente, en cada mitad de la seccion tipo de la union cuadruple de la figura 12-2d hay once 
conectores. 

La eficacia de una union conectada indica si ha sido bien disenada, y se mide por la 
relation entre la resistencia de la union y la de la placa llena, es decir, 


Resistencia de la union 


( 12 - 1 ) 


Eficacia = 


Resistencia de la placa llena 


Los orificios para los conectores se realizan por taladrado o por punzonado, retocandolos 
con un escariador de diametro 1.5 mm mayor que el del conector. Se supone que, al situar 
los conectores, estos entran tan ajustados, en este tipo de uniones a presion, que llenan por 
completo el orificio, y por ello en los calculos se toma como diametro de calculo el del orificio. 
Las uniones estructurales se describen en la seccion 12-6. 

12-3. RESISTENCIA DE UNA UNION SIMPLE, A TRASLAPE 

Las uniones conectadas* se pueden considerar y estudiar como casos de esfuerzo unifor- 
me en los que se verifica P = Ao o P = At. La aplicacion de estas ecuaciones a los tipos 
fundamentals de ruptura de la union se comprende facilmente observando lo que pasa en 
una union a traslape de una sola fila de conectores. Cualquier movimiento relativo que pue- 
dan tener las placas cosidas es equivalente a la ruptura o falla de la union, ya que quedaria 
anulada su funcion, que es mantener una union rigida y hermetica. 

En la figura 12-3 la ruptura por cortante del conector permite que las placas unidas desli- 
cen una sobre otra. La carga de ruptura por cortante viene dada por: 



( 12 - 2 ) 


siendo d el diametro de calculo del conector, es decir, el diametro del orificio. 



*En lo que sigue, al mencionar uniones conectadas se entendera que son las de tipo remachado o con tornillos 
comunes. 
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Hgura 12-4. Ruptura de la placa, por tension, en una seccion normal a traves de un 
orificio. P, = Aa, = (L d)ta,. 

La figura 12-4 representa la ruptura o falla por tension en una de las placas cosidas. 
Este tipo de ruptura puede ocurrir en la seccion que pasa por el centro del orificio, ya que 
es la de menor area, y menor resistencia. Llamando L al ancho del tramo tipo (o paso), 
el area resistente es la seccion neta, o sea el producto del ancho neto (L — d) por el espesor 
e . La carga de ruptura por tension es: 

P t = A t o r, = (L — d)ea t (12-3) 

Una tercera forma de ruptura, producida por una presion de contacto excesiva, es la 
indicada en la figura 12-5. En este caso, aunque no liegue a romperse, el movimiento relativo 
entre las placas cosidas esta originado por la deformacion permanente o alargamiento del 
orificio del conector, o por el aplastamiento del mismo. 

En realidad, y como se indico en la seccion 1-5, la presion de contacto no es uniforme, 
sino que varfa desde cero en los extremos hasta un maximo en el centro de la superficie 
de apoyo del conector contra el borde del urificio, pero se suele emplear un esfuerzo de 
contacto o b que se supone uniformemente distribuido sobre el area ed de la proyeccion del 
orificio sobre un piano normal a la direccion de la fuerza. Por tanto, la carga de ruptura 
o de falla por presion de contacto queda expresada por: 

P h - a b o = ( ed)o b (12-4) 



Figura 12-5. Deformacion (exagerada) de un orificio debido a la presibn de contacto. 
Ph - A h o fl = ( ed)a h . 
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(a) Desgarramiento 



(b) Cortadura detras del remache 


Figura 12-6. Formas posibles de fallas de la union si los orificios estan demasiado cerca del borde de las placas. 


Existen otros tipos o formas de ruptura, que no deben presentarse en una union bien 
disenada. Cabe citar la ruptura por desgarramiento de los hordes de la placa por detras del 
orificio, y la ruptura por cortante de la placa por el mismo sitio, como indica la figura 12-6a 
y b, o una combination de ambas. Estas formas de ruptura son poco probables si la distancia 
del centro del orificio al borde de las placas es igual o superior a 1.75 a 2 veces el diametro. 
En todos los problemas de este capitulo se supone que esta condicion se cumple, por lo que 
no hay que preocuparse por este tipo de falla de la junta. 

12-4. RESISTENCIA DE UNA UNION MULTIPLE, A TOPE 

La resistencia de una union de este tipo esta limitada por la capacidad de resistencia 
de los conectores para transmitir la carga entre las placas o por la resistencia al desgarramien- 
to por tension de las placas. Naturalmente que la menor de todas ellas sera la capacidad 
de carga de la union. El diseno se realiza en dos fases: 1) Calculos previos para determinar 
la carga que puede transmitir un conector, por cortante y por presion de contacto, y 2) calcu- 
los para determinar las posibles formas de falla de la union. En el ejemplo que sigue se ve 
el procedimiento a seguir y la forma de razonar. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1201. La figura 12-7 representa una union remachada triple a tope, de presion, en la 
que la longitud del tramo tipo es de 180 mm. El diametro de los orificios es d - 20.5 mm. 
El espesor de las placas por unir es de 14 mm, y el de cada cubrejunta es de 10 mm. Los 
esfuerzos de ruptura por cortante, al aplastamiento y a tension son, respectivamente, t = 
300 MPa, a b = 650 MPa, y a t = 400 MPa. Utilizando un coeficiente de seguridad de 5, 
determinar la resistencia de la union en la longitud del tramo tipo, la eficacia y la maxima 
presion interior que puede soportar una caldera de 1.50 m de diametro en la que este tipo 
de union es la longitudinal. 

Solution: La aplicacion en el calculo de los esfuerzos ultimos determina la carga de ruptu- 
ra que dividida entre el coeficiente de seguridad da la carga de trabajo. Es preferible apiicar 
directamente al calculo los esfuerzos admisibles, con lo que ademas de determinar la carga de 
trabajo se tiene la ventaja de trabajar con cifras pequefias. Asi, pues, dividiendo los esfuer- 
zos de ruptura dados por el coeficiente de seguridad 5 resultan como esfuerzos admisibles 
r = 60 MPa, o h - - 130 MPa, y a, = 80 MPa. 


392 


UNIONES CONECTADAS Y SOLDADAS 



Calculos previos: En un remache a cortante simple: 

P, = ^ t = ^(20.5 X I0~ 3 ) 2 (60 X 10 6 ) = 19.8 kN 

En un remache a cortante doble: 

p s - 2 X 19.8 = 39.6 kN 

En un remache, por presion de contacto contra las placas principales: 

P b = (ed)a b ={l 4 X 10- 3 )(20.5 X 10" 3 )(130 X 10 6 ) = 37.3 kN 
En un remache por presion de contacto contra los cubrejuntas: 

P' b = ( e’d)o b = (10 X 10“ 3 )(20.5 X 10“ 3 )(130 X 10 6 ) = 26.7 kN 

Posibles formas de falla de la union: Generalmente solo hay dos formas posibles de 
ruptura, determinadas por (a) la capacidad de los conectores para transmitir la carga y por 
( b ) la resistencia al desgarramiento, por tension, de las placas. 

{a) Capacidad de los remaches. La resistencia del unico conector de la fila 1 dentro de 
la seccion tipo sera la menor de las cargas que puede soportar por cortante simple, por aplasta- 
miento contra la plancha principal, o por aplastamiento contra un cubrejunta y, de acuerdo 
con los calculos previos, es la primera de ellas, o sea 19.8 kN. 

La resistencia de cada uno de los remaches (dos) de la fila 2 sera el menor de los valores 
obtenidos por doble cortante, aplastamiento contra la placa principal o contra dos cubrejun- 
tas. En el caso presente es el aplastamiento contra la placa principal que, de acuerdo con 
los calculos previos, es de 37.3 kN por conector, o bien, 74.6 kN para los dos remaches. 

Cada uno de los conectores de la fila 3 transmite la carga, entre la placa principal y 
los cubrejuntas, como los de la fila 2, por lo que la resistencia de los dos conectores de 
la tercera fila tambien es de 74.6 kN. 

La capacidad total de carga de los remaches de todas las filas es: 


(*) 


P r - 19.8 + 74.6 + 74.6 = 169.0 kN 
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(b) Capacidad de placas y cubrejuntas . La fuerza exterior aplicada actua directamente 
sobre la fila 1 , por lo que puede producirse la falla de la union tal como aparece en la figura 
12-4. La carga que puede romper, por tension, la placa principal en esta fila 1 viene dada 
por: 


Pi = (/- “ d)ea t 

= [(180 X 10 3 ) - (20.5 X 10 _3 )](14 X 10 _3 )(80 X 10 6 ) 
= 178.6 kN 


(b) 


La fuerza exterior aplicada no actua en su totalidad sobre la seccion neta de la placa 
principal en la fila 2, ya que parte de esta carga es absorbida por el remache de.. .la. fila 1 
y transmitida al cubrejunta. Por tanto, si la placa principal puede desgarrarse por tension 
en la fila 2 la carga exterior sera la suma de la resistencia al desgarre en ella, mas la carga 
transmitida por el remache de la fila 1 al cubrejunta. En la figura 12-8 se representa el diagra- 
ma de cuerpo libre correspondiente, y en la figura 12-9 se observa como se produciria la 
falla o ruptura de la union. 

La carga transmitida por el remache de la fila 1 al cubrejunta es el valor de su resistencia 
al cortante simple de 19.8 kN. La carga exterior que puede producir la falla en esta forma es: 


P 2 = (L - 2 d)eo t + resistencia del remache de la fila 1 
= [(180 X 10" 3 ) - 2(20.5 x 10 -3 )](14 X 10- 3 )(80 X I0 6 ) 
+ (19.8 x 10 3 ) 

= (155.7 x 10 3 ) + (19.8 x 10 3 ) = 175.5 kN 


(c) 


Por las mismas razones, la carga exterior necesaria para romper por tension la placa 
principal en la fila 3, debe incluir la resistencia (o carga transmitida a los cubrejuntas) de los 


Resistencia al desgarramiento (por tension) 
de la placa en la fila 2 



Carga transmitida al cubrejunta 
por el remache de la fila 1 

Figura 12-8. 



Figura 12-9. Falla de la union por cortante del remache de la fila 1 y por tension en la 
seccion de la placa por la fila 2. 
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remaches de las filas 1 y 2, es decir: 

P 3 = [(180 x 10 ~ 3 ) - 2 ( 20.5 x 10 ~ 3 )]( 14 x 10” 3 )(80 x 10 6 ) 

4- ( 19.8 X 10 3 ) 4- (74.6 X 10 3 ) = 250.1 kN (d) 

Evidentemente este calculo no era necesario, ya que como la resistencia a la tension de la pla- 
ca era la misma que en la fila 2, este valor tenia que ser mayor que el de la expresion ante- 
rior. Ahora bien, si en la fila 3 hubiera mas remaches que en la fila 2, el procedimiento de 
calculo seria este y por ello se ha incluido. 

En la fila 3 la falla puede producirse tambien por ruptura a tension de los cubrejuntas , 
que estara impedida por la resistencia de estos a la tension, figura 12-8, en esta fila. La resis- 
tencia a la tension de un cubrejunta en esta fila viene dada por: 

P c =[(180 x l < r 3 ) - 2 ( 20.5 x 10~ 3 )](10 x 10- 3 )(80 x 10 6 ) 

= 111.2 kN 


En una union normal a tope, la capacidad resistente de los dos cubrejuntas seria el doble de 
este valor, pero en este tipo de junta a presion con cubrejunta mas estrecho, la capacidad 
de carga de este debe compararse con la carga que pueden transmitirle los remaches. En 
este ejemplo, el cubrejunta superior transmite la carga de cuatro remaches a cortante simple, 
es decir, 4 x 19.8 - 79.2 kN, que es menor que su capacidad resistente a tension, de 1 1 1.2 
kN por lo que la capacidad de carga de ambos cubrejuntas es: 


P c = 79.2 4- 111.2 = 190.4 kN ( » 

determinada por el cortante en remaches de la placa superior y por tension en la fila 3 de la 
placa inferior. La carga de trabajo o de seguridad cs la menor de todas las calculadas, f\ y p x 
P 2 ^ 7^3, y Pa en el ejemplo es P, v\ por tan to, 

P = 169.0 kN 


determinada por la capacidad de los remaches a transmitir carga. 
La eficacia es de la junta vale: 

carga de seguridad 


Eficacia = 


resistencia de la placa llena 
= 169.0 x 1 0 3 

~ (180 X 10~ 3 )(14 X 10 3 )(80 X 10 6 ) 

= 83.8% 


x 100 


Kesp. 


La presion interior maxima en el deposito sera aquella que produzca una carga de 169.0 
kN en la longitud de 180 mm del tramo tipo, es decir, 


[2 P = pDL] 2(169.0 X 10 3 ) = />(1.5)(180 x 10" 3 ) 

p = 1.25 MPa Resp. 

Observaeiones respecto a las uniones remachadas 

Se puede apreciar ahora en su justo valor el significado de las siguientes observaeiones 
Como los remaches se introducen en caliente y se contraen al enfriarse despues, aprietan a las 
placas entre si, por lo que estas fuerzas normales a la superficie de las placas originan una re- 
sistencia por rozamiento que se opone a cualquier movimiento relativo entre ellas. Asi, pues. 
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habra que veneer esta resistencia de rozamiento antes de que los remaches empiecen a traba- 
jar, por cortante o por presion de contacto. Esto proporciona un mayor margen de seguridad 
en la resistencia de la junta, pero como es muy dificil determinar con precision esta resisten- 
cia por rozamiento, no se tiene en cuenta al calcular la resistencia de una union remachada. 

Se supone, ademas, que al introducir cada remache se llena por completo el orificio. So- 
lamente si esto ocurre todos los remaches transmiten simultaneamente la carga. Si algunos de 
ellos solo llenan parcialmente los orificios, no empezaran a apoyarse contra sus paredes has- 
ta que haya habido una cierta deformation en los restantes remaches, en las placas o en am- 
bos. 

Tambien se ha supuesto que los remaches no se deforman, sino que son rigidos y perma- 
necen rectos. Esto seria posible si las deformaciones elasticas de las placas principales y las de 
los cubrejuntas fueran iguales entre cada dos filas adyacentes de remaches. En el ejemplo an- 
teriormente desarrollado se deduce que entre las filas 1 y 2 la placa principal soporta una car- 
ga mucho mayor que el cubrejuntas, por lo que las deformaciones elasticas no seran iguales, 
ni lo serian aunque se redujese al minimo posible el espesor de cubrejuntas. Sin embargo, co- 
mo las placas suelen ser de material ductil, las deformaciones plasticas si pueden ser iguales 
cuando los esfuerzos se aproximan al punto de cedeneia*. 

Debido a estas y otras causas no se puede hacer un analisis exacto de lo que ocurre real- 
mente en una junta remachada. El procedimiento expuesto para las uniones a presion, y el 
que se cita mas adelante para uniones resistentes en estructuras, aunque no exacto, propor- 
ciona valores aceptables en la practica mediante calculos relativamente sencillos. 

Por ello, y por el perjudicial efecto de la concentracion de esfuerzos, es por lo que suelen 
considerarse coeficientes de seguridad bastante elevados, 4 a 6, al fijar los esfuerzos admi- 
sibles, o las cargas de trabajo. 


PROBLEMAS 

A menos que se diga lo contrario, se consi- 
deraran como esfuerzos admisibles los valores r 
= 60 MPa, o b = 130 MPa y a, = 80 MPa. 

1202 . La union longitudinal de una caldera 
cilindrica, de placa de 14 mm, tiene una resisten- 
cia de 350 kN en la longitud de 400 mm. La eficacia 
de las uniones circunferenciales es del 45% y el 
esfuerzo admisible a tension es de 80 MPa. Deter- 
minar el maximo diametro de la caldera si la pre- 
sion interior de trabajo es de 1.4 MPa. 

Resp. D = 1.25 m 

1203 . Una union por solape de dos filas de re- 
maches constituye la union circunferencial de 
una caldera cilindrica de 1.50 m de diametro. El 
paso de los remaches es de 80 mm, el diametro de 
los orificios es de 17.5 mm y el espesor de la pla- 
ca, de 12 mm. Determinar la resistencia de la 


union por section tipo, la eficacia y la maxima 
presion interior admisible. 

Resp. p ~ 962 kPa 

1204 . La costura longitudinal de una calde- 
ra es una union por solape de 3 filas de remaches, 
con el paso de la filas extremas igual a 140 mm y, 
el de la intermedia de 70 mm. El diametro de los 
orificios es de 23.5 mm y el espesor de la placa, de 
12 mm. Determinar la resistencia de la section ti- 
po y su eficacia. 

1205 . Las caracteristicas de una union doble 
a tope, tal como la de la figura 12-2b son: diame- 
tro de los orificios, 23.5 mm: paso mayor, 140 
mm; paso menor, 70 mm; espesor de las placas 
principales, 14 mm. y de los cubrejuntas, 10 mm. 
Calcular la resistencia del tramo tipo y su efi- 
cacia. 


* Oiros ejemplos de la accion inelastica se describen en el Capitulo 14. 
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1206. Una union remachada doble a tope, a 
presion, en la que el cubrejunta superior abarca 
unicamente las filas interiores de remaches, 
mientras que el inferior abarca todas, tiene las si- 
guientes caracteristicas: didmetro de los orificios, 
23.5 mm; espesor de las placas principals, 14 
mm; espesor de los cubrejuntas, 10 mm. Paso 
me nor, 70 mm y paso mayor, 140 mm. Determi- 
nar la resistencia del tramo tipo y la eficacia de 
la union. 

Resp. P = 111.6 kN; 71.2% de eficacia 

1207. Si los cubrejuntas del problema ante- 
rior fueran de 8 mm, determinar la forma de rup- 
tura y la eficacia de la union. 

1208. En una union remachada a tope, de 
dos filas y de tipo a presibn, en la que el cubre- 
junta superior abarca solo a las filas interiores y 
el inferior a todas, el espesor de la placa es de 14 
mm, el del cubrejunta superior es de 6 mm y el 
del inferior, de 10 mm. El diametro de los orifi- 
cios es de 20.5 mm, el paso mayor es de 100 mm y 
el menor, de 50 mm. Calcular la resistencia del 
tramo tipo. 

Resp. P = 75.5 kN 

1209. Una union remachada triple a tope, 
como la representada en la figura 12-2c, tiene un 


paso mayor de 200 mm y un paso menor de 100 
mm. El diametro de los orificios es de 26.5 mm; 
el espesor de las placas principals, de 16 mm y el 
de los cubrejuntas, de 12 mm. Hallar la resisten- 
cia de la section tipo y su eficacia. 

Resp. Eficacia = 86.4% 

1210. Una union cuadruple a tope, analoga 
a la representada en la figura 12-2d, tiene un pa- 
so mayor de 350 mm. El diametro de los orificios 
es de 20.5 mm; el espesor de las placas principa- 
ls, de 10 mm, y el cubrejunta, de 8 mm. Calcular 
la resistencia del tramo tipo y la eficacia de la 
union. 

1211. Una union cuadruple a tope, como la 
representada en la figura 12-2d, tiene un paso 
mayor de 430 mm; el diametro de los orificios es 
de 32.5 mm y el espesor de las placas principals, 
de 20 mm. El espesor de cada cubrejunta es de 
14 mm. Calcular la resistencia del tramo tipo, 
con un coeficiente de seguridad de 4, en funcibn 
de los esfuerzos de ruptura, r = 300 MPa, a cor- 
tante simple, y de 520 MPa a cortante doble; o b 
- 660 MPa y o, = 400 MPa. Si esta union es la 
longitudinal de una caldera cilindrica que soporta 
una presion interior de 1.8 MPa y las uniones cir- 
cunferenciales tienen una eficacia de 50%. ^Cual 
sera el maximo diametro admisible? 

Resp. D = 2.03 m 


12-5 ESFUERZOS EN UNIONES CONECTADAS 

A veces es necesario investigar una junta y determinar los esfuerzos producidos por una 
carga dada. La hipotesis que suele hacerse es la que cada conector soporta una carga propor- 
cional a su area resistente a cortante. En estas condiciones, las fuerzas de tension que actuan 
en una fila interior de conectores se obtienen restando a la carga total la carga absorbida 
por cortante y transmitida a los cubrejuntas por las filas interiores de conectores. 

PROBLEMA ILUSTRAT1VO 

1212. Sobre el tramo tipo de una union remachada triple a tope actua una carga de 144 
kN, como se indica en la figura 12-10. La longitud del tramo es de 200 mm, el diametro 
de los orificios es de 23.5 mm, el espesor de las placas principales es de 14 mm y el de los 
cubrejuntas de 10 mm. Determinar los esfuerzos cortantes, de contacto y de tension, desarro- 
llados en la union. 

Solution: El area resistente a cortante es la de un remache a simple cortante y la de cuatro 
a doble cortante, lo que da un total de 9 tramos. La carga media transmitida por uno de 
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estos tramos es 3 de 144 kN, es decir, 16.0 kN. El esfuerzo cortante medio es: 


P s 

*nd z / 4 


_ 1 6.0 X 10 3 

7t(23.5 X 10 _3 ) 2 /4 


36.9 MPa 


Resp. 


Dibujando diagramas de cuerpo libre para cada uno de los remaches de las filas 2 y 
3, donde trabajan a cortante doble, se observa que la fuerza de contacto con la placa principal 
es de 32.0 kN y contra los cubrejuntas, de 16.0 kN. Como el espesor total de los dos cubrejun- 
tas es mayor que el de la placa principal, la presion de contacto maxima Uene lugar en esta, 
y viene dada por: 


o h = 


ed 


32.0 x 10 3 

(14 X 10 3 )(23,5 X 10” 3 ) 


= 97.3 MPa 


Re>p. 


El esfuerzo de tension en la placa principal, en la fila 1 , esta producido por la carga total 
que actua sobre la seccion neta de la placa: 

= P x = 144 X 10 3 

(p - d)e ~ [(200 X 10" 3 ) - (23.5 X 10“ 3 )]( 14 x 10' 3 ) 

= 58.3 MPa 

Sobre la seccion neta de la placa principal, en la fila 2, actua la carga total, reducida en 
la transmitida por el remache a cortante simple de la fila 1. En estas condiciones, el esfuerzo 
de tension en esta fila 2 es: 


= P 2 (144 - 16) x 10 3 

'' (p - 2 d)e‘ ~ [(200 X 10“ 3 ) - 2(23.5 X 10 : ')](14 x 10“ 3 ) 
= 59.8 MPa 
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El esfuerzo de tension, en la fila 3 no necesita comprobarse, pues la carga total se reduce 
en la transmitida por los remaches de la fila 2 ademas del de la fila 1, y la seccion neta en esta 
fila 3 es la misma que la de la 2. 

En los cubrejuntas, en la fila 3, el inferior transmite mayor carga (la transmitida por cin- 
co secciones a cortante) que el superior. El esfuerzo medio a tension es: 

P _ 5(16 x 10 3 ) 

~ (p - 2 d)e'~ [(200 X I0 -3 ) - 2(23.5 X 1CT 3 )](10 X 10~ 3 ) 

= 52.3 MPa 

El mayor esfuerzo de tension en la union tiene lugar, por tanto, en la placa principal en 
la fila 2 y es de 59.8 MPa. 

PROBLEMAS 


Calcular el esfuerzo cortante maximo, la 
presion de contacto y el esfuerzo de tension de- 
sarrollado en las siguientes uniones remachadas 
bajo la action de las cargas indicadas. 

1213. Union doble, a traslape, del proble- 
ma 1203. Carga = 350 kN por metro de longitud. 

1214. Union a tope del problema 1205. Car- 
ga = 700 kN por metro de longitud. 

Resp. r = 37.7 MPa; 
a* = 99.3 MPa; 
a t = 60.1 MPa 


1215. Union triple del problema 1204. Car- 
ga del tramo tipo = 90 kN. 

1216. Union doble, a tope, del problema 
1206. Carga del tramo tipo = 90 kN. 

Resp. r = 41.5 MN/m 2 ; 

o b = 109 MN/m 2 ; a t = 58.1 MN/m 2 

1217. Union triple, a tope, del problema 
1209. Carga del tramo tipo = 200 kN. 

1218. Union cuadruple, a tope, del proble- 
ma 1210. Carga del tramo tipo = 220 kN. 


12-6. UNIONES CONECTADAS EN LAS ESTRUCTURAS 

Las uniones conectadas en las estructuras, o uniones de soporte, difieren en varios aspec- 
tos de las estudiadas para depositos a presion. Las diferencias mas importantes son las si- 
guientes: (1) Se calcula la union completa ya que, en general, no hay grupos de conectores que 
se repitan, o sea tramo tipo. (2) Los cubrejuntas suelen ser de la misma longitud en las dos 
caras, pues la union no es preciso que sea a presion y no hay que sellarla. (3) Se supone que cada 
conector transmite su parte proporcional de la carga aplicada. (4) El diametro de los orificios 
se hace algo mayor que en las uniones a presion, 3 mm mas que el diametro del conector. 

Para que sea cierta la hipotesis de (3) es necesario que la carga aplicada pase por el 
centro de gravedad del grupo de conectores (vease Sec. 1-3). En la siguiente seccion se estudia 
el efecto de una carga excentrica. La condition (4) viene determinada porque las piezas por 
coser se punzonan por separado, y se da a los orificios una holgura mayor para compensar 
los pequenos errores de centrado y los defectos en los hordes, tales como rebabas, resaltes. 
etc. Para el caleulo de los esfuerzos cortantes y de la presion de contacto se considera el 
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diametro del conector, dado que es practicamente imposible que todos los orificios coincidan 
perfectamente en todas las placas, con lo que la seccion recta del remache, aunque llenara 
por completo el orificio, no llegaria a ser la total de uno de ellos. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1219. Aplicando el metodo de calculo de las uniones remachadas estructurales, calcular 
el esfuerzo de tension en la placa principal, en la fila 3, para la union cuadruple a tope, de la 
figura 12-1 1 . La carga transmitida es de 360 kN y el ancho de la placa es de 250 mm. Calcular 
tambien el ancho del cubrejunta en la fila 2 si el esfuerzo de tension no debe exceder de 
100 MPa. El diametro de los remaches es de 19 mm, el espesor de las placas a unir es 
de 14 mm y el de cada cubrejunta, de 8 mm. 



Solucion: La figura 12-11 presenta la union completa. No hay grupos repetidos de re- 
maches, como ocurre en la union de una caldera. Existen 10 remaches iguales para soponar 
la carga total, por lo que cada uno transmite 1/10 de la misma. Como el remache de la fila 1 
transmite 1/10 a los cubrejuntas, y los dos remaches de la fila 2 transmiten 2/10, la pane de 
carga, a la izquierda de la fila 3, que soporta la placa principal, es de 7/10 del total, como 
se indica en el diagrama de cuerpo libre de la figura 12-12. Por tanto, para el esfuerzo de 
tension en la fila 3, en la placa principal, en la que la seccion ha quedado disminuida por 
tres orificios (observese que el diametro de los orificios debe ser de 19 + 3 = 22 mm) se tiene: 

[ P — Ao = (L — 3d)eo t ] 

^(360 X 10 3 ) =[(250 X 10~ 3 ) - 3(22 X 10~ 3 )](14 x 10'-)cr ; 

a, = 97.8 MPa Resp. 

La figura 12-12 indica tambien que los cubrejuntas, en la fila 2. estan sometidos a 3/ 10 
de la carga total, entre los dos. Por tanto, el ancho necesario para que el esfuerzo desarrolla- 
do no sobrepase el valor de 100 MPa es: 

[P = A a = (L - 2d)(2e')a] 

^(360 X 10 3 ) = [L - 2(22 X 10 _3 )][2(8 x 1Q-^)]( 100 X 10 6 ) 
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Figura 12-12. Dxagrama de cuerpo libre al cortar el conjunto entre las filas 2 y 3. 



de donde 


L = 0.1 12 m — 112 mm 


Resp. 


PROBLEMAS 


1220. Determinar la carga de seguridad de 
la union a tope de la figura 12-11 si los esfuerzos 
admisibles son - = 100 MN/m 2 a t = 140 
MN/m 2 y a h = 280 MN/m 2 . Emplear remaches 
de 19 mm. El espesor de las placas por unir es de 
14 mm y su aneho, 280 mm. El espesor e' de los 
cubrejuntas es de 10 mm. 

Resp. P = 506 kN 



1221. En el problema ilustrativo 1219, de- 
terminar los nuevos esfuerzos cortantes, de con- 
tacto v de tension, si se quita el remache de la fila 
1 y la carga es de 260 kN. Calcular tambien el 
ancho minimo de los cubrejuntas en las filas 2 y 3 
si el esfuerzo de tension esta limitado a 100 MPa. 


P-1223. Los remaches son de 25 mm. Determinar 
la carga P admisible si los esfuerzos de trabajo 
son t - 70 MN/m 2 , o t = 100 MN/m 2 y o b - 140 
MN/m 2 . 

Resp. P = 122 kN 


1222. Si no existiera la fila 4 en la figura 
12-11, calcular la carga de seguridad y la eficacia 
de la junta con los esfuerzos admisibles siguien- 
tes: r = 90 MPa; a, = 120 MPa; y o c = 190 
MPa. Los remaches son de 25 mm, L = 230 mm, 
e = 14 mm y e' — 10 mm. 

1223. Se unen dos placas mediante cuatro 
remaches, por solape, como se indica en la figura 


1224. Repetir el problema 1223 si los esfuer- 
zos admisibles son r = 100 MN/m 2 , a, = 140 
MN/m 2 y o b = 220 MN/m 2 . 

1225. Determinar la carga de seguridad del 
empalme a solape en el tirante de la figura P-1225 
si los remaches son de 19 mm y el espesor de las 
piezas por unir es de 8 mm. Los esfuerzos admi- 



Figura P-1225 > P-1226. 
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sibles son: r = 95 MPa, o t = 140 MPa y o b = 220 
MPa. 

Resp. p = 242 kN 

1226. Repetir el problema 1225 si los esfuer- 
zos admisibles son los mismos, los remaches, de 
22 mm y las placas por unir, de 10 mm. 

1227. Dos placas de 250 mm de ancho y 20 
mm de espesor se empalman mediante una union 
a tope, con dos cubrejuntas, mediante remaches 
de 22 mm de diametro. La carga axial de tension 


es de 400 kN. Si los esfuerzos admisibles son r = 
70 MPa, o t = 100 MPa y o b = 130 MPa, determi- 
nar (a) el menor numero de remaches; (b) el mini- 
mo numero de filas y la mejor distribution de los 
conectores en cada fila; (c) el mismo espesor en 
cada cubrejunta, de acuerdo con la distribution 
del apartado (b). 

Resp. (c) e = 10.4 mm 

1228. Resolver el problema 1227 con re- 
maches de 19 mm y esfuerzos admisibles de r = 
110 MPa, o t = 140 MPa y a, = 220 MPa. 


12-7. UIMIONES CONECTADAS CON CARGA 
EXCENTRICA 

A veces no es posible conseguir que la resultante de las cargas que actuan, o que ha de 
transmitir una union conectada, pase por el centro de gravedad del grupo o conjunto de re- 
maches. En estas condiciones, la carga es excentrica y no se distribuye por igual entre todos 
los conectores, figura 12- 13a. Anadiendo un par de fuerzas P, indicadas con trazos en la figu- 
ra en el centro de gravedad del conjunto de conectores, la carga excentrica P cquivale a una 
carga central P y un momento torsional T = Pe, como se indica en la figura 12-1 3b. 

La carga central P es soportada por igual como carga directa P d = P/n por cada uno 
de los conectores, como se indica en el diagrama de cuerpo libre de la placa en la figura 12- 
Ha. A1 momento Tlo soportan las cargas de torsion P ti figura 12-14b, que actuan perpen- 
dicularmente al radio p trazado desde el centro de gravedad del grupo de conectores, y son di- 
rectamente proporcionales a estos radios p*. Para determinar la carga de torsion en cada co- 
nector, se puede considerar la conexion como un acoplamiento de discos con tres circulos 
concentricos (en este caso) de conectores y aplicar el metodo desarrollado en la section 3-3. La 
carga resultante en cada conector es el vector suma geometrica de las cargas directas y de 
torsion, como se indica en la figura 12- 14c. 



Figura 12-13. Union conectada con carga excentrica. 


N. de T. Si todos los conectores son del mismo diametro, como se dijo en la nota de la section 3-3 
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Otro procedimiento para determinar la carga de torsion de cada conector es aplicar la 
formula r = Tp/J. En esta expresion r representa el esfuerzo cortante medio en un co- 
nector, p es la distancia radial desde el centro de gravedad del grupo al centro del conector 
considerado y el valor de J se puede calcular aproximadamente por 

J = {a) 

Si todos los conectores tienen la misma section, como p se puede expresar en funcion de 
las coordenadas xy y del centro del conector, ya que p 2 - x 2 - f y 2 (Fig. 12-14b), la ecua- 
cion (a) se escribe en la forma 


J = A(Lx 2 + Ly 2 ) 

por lo que la formula de la torsion se transforma en 

x = — Z> 

ACEx 2 + Sj 2 ) 


(b) 

(c) 


Pasando A al primer miembro, At es la carga P, del remache, con lo que se obtiene: 

Tp 


r< = 


2x z +Zy 2 


( 12 - 5 ) 



(a) Cargas directas iguales 



(b) Distribution de las cargas de momento 



Figura 12-14. Hstudio de las uniones conecladas v eon carga excentrica. 
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La carga resultante en un conector dado se obtiene como vector suma de P d y P t (Fig. 12- 
14c). Esta resultante se calcula facilmente en funcion de las componentes de P d y P t segun los 
ejes X y Y. Las componentes P ^ y P dy de la carga directa son constantes para todos los conecto- 
res. Las componentes de P t , segun la figura 12- 14b, en donde se observa que el angulo entre 
p y el eje X es igual al angulo formado entre P t t el eje Y , son: 


P t = P t sen a = P t — 

l x 1 p 


y 



P, = P t cos a = 

ly l 


ya que sen a = y /py cos a = x/p. Sustituyendo P, en estas expresiones por su valor, de la 
ecuacion (12-5) resulta: 


T 


2* 2 + 2>- 2 y 


( 12 - 6 ) 



P, 


siendo x y y las coordenadas de cada conector respecto de un sistema de ejes con origen en 
el centro de gravedad del grupo de conectores. 

La carga maxima tiene lugar en el conector en que P dx y el maximo P tx sean del mismo 
signo, asi como P dy y el maximo P ty como ocurre en la esquina superior derecha del ejemplo, 
y la carga resultante viene dada por: 



(12-7) 


En el ejemplo resuelto a continuacion se tiene la oportunidad de aplicar todas estas 
ecuaciones. 


PROBLEMA 1LUSTRATIVO 

1229. En la union remachada de la figura 12-15 la carga P = 200 kN pasa por el centro 
del remache C y tiene la inclinacion de 4 a 3 indicada. Determinar la carga resultante en el 
remache mas cargado. 

Solucion: El efecto de la carga aplicada equivale a una carga igual aplicada en el centro de 
gravedad del grupo de remaches mas un momento de torsion igual al de P con respecto a dicho 
centro. Descomponiendo P en P x = 120 kN y P y - 160 kN, y teniendo en cuenta que el 
momento de P es igual a la suma de los momentos de sus componentes, el momento torsor 
sera: 


T = (160 x 10 3 )( 120 X 10 3 ) = 19.2 kN • m 
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Y 


4- 


X 




A 


100 


mm 


■b $ c.gj $ 



P x = 120 kN 


X 


100 


mm 


t 

P y = 160 kN 


P=200 kN 


-*-80 mm >)« ■ 80 mm-*^-‘-80 mm— »- 


Figura 12-15. 


Antes de aplicar la ecuacion (12-6) calculemos el valor de Ex 2 y de Ly 2 . Existen 6 re- 
maches de abscisa ± 40 mm, y otros 6 de abscisa ± 120 mm. Hay 8 remaches de ordenada 
y = ± 100 mm, y 4 de ordenada nula. Por tanto: 

2x 2 + 2^ 2 = [ 6(40) 2 + 6(120) 2 ] + 8(100) 2 
= 0.176 X 10 6 mm 2 = 0.176 m 2 

Segun la ecuacion (12-6), las componentes m&ximas de la carga de torsi6n son: 



T 


p = y 

Zx 2 + Sy 2y 


= 10.9 kN 



T 



- 13.1 kN 


Las componentes x y y de la carga directa en cada remache se obtienen dividiendo las 
componentes x y y de la carga aplicada entre el numero de remaches. Por tanto: 



P* = 120 X 10 3 
n 12 


= 10.0 kN 


y 



Py 160 X 10 3 


= 13.3 kN 
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El remache mas cargado es eM, en el que se suman las componentes maximas de la car- 
ga torsional con las uniformes de la carga directa. Aplicando la ecuacion (12-7) tenemos, co- 
mo carga resultante, 

Pr =V(^ + P S + + P J 

= ^(10.0 + 10.9) 2 + (13.3 + 13.1) 2 = 33.7 kN Resp. 


PROBLEMAS 

1230. Caicular la carga resultante en el re- 
mache menos cargado del problema 1229. 

1231. Una placa de union o amarre se cose 
at borde de una placa fija mediante cuatro rema- 
ches de 22 mm, dispuestos como indica la figura 
P-1231 y se somete a la accion de la fuerza P. De- 
terminar el maximo y minimo esfuerzos cortantes 
en los remaches. 



Resp. = 47.4 MPa; n = 29.4 MPa. 

1232. En la union con la placa de amarre a 
un bastidor, que representa la figura P-1232, cada 
remache tiene 300 mm 2 de section. La carga de 



trabajo habia sido calculada para que los remaches 
trabajaran con un esfuerzo cortante de 70 MPa. 
Caicular el esfuerzo cortante maximo si el remache 
A no se coloco bien y no transmite carga alguna. 

1233. Si la carga maxima admisible en los 
remaches de la eonexion representada en la figura 
P-1233 es de 15 kN, determinar el valor de seguri- 
dad de P. 



Resp. P = 37.9 kN 

1234. Repetir el problema 1233 si el re- 
mache de la esquina superior izquierda ha sido 
mal colocado y no soporta carga alguna. 

1235. En la union remachada de la figura 
P-1235 se han empleado remaches de 22 mm de 
diametro. Si P - 90 kN, hallar el espesor que de- 
be tener la placa para que la presion de contacto 
no exceda de 140 MPa. 

Resp. t = 9.90 mm 

1236. En el problema 1235 anterior, deter- 
minar P de manera que la maxima carga por re- 
mache sea de 20 kN. 

Resp. P = 55.6 kN 


406 UNIONES CONECTADAS Y SOLDADAS 


! 4 

A 1 

il 

l 

100 mm | 
80 mm j 

r 1 

1 < 
1 

1 

1 

! 4 

P ^ N 

1 80 mm 

k / 

y 

1 

i 

L 1 

V- l 

i ^ 
i 

p— -t 

7 l 

1 


3 


Figuras P-1235, P-1236, P-1237. 

1237. Resolver el problema 1235 suponien- 
do que la carga P se sustituye por una de 90 kN 
que pasa por el centro del remache superior con 
pendiente de 75% hacia arriba a la derecha. 

1238. En la conexion de la placa de amarre a 
un bastidor fijo que representa la figura P-1238, 
si P = 60 kN, calcular el esfuerzo cortante en el 
mas ear gad o de los cuatro remaches de 22 mm. 



1239. Dada la conexion que se muestra en la 
figura P-1239, determine el esfuerzo cortante en 
el m&s cargado de los tres remaches de 22 mm. 


80 mm 80 mm 



Resp. r = 159 MPa 

1240. Dada la conexidn de la figura P-1240, 
calcular la carga admisible P si el esfuerzo cor- 
tante en los remaches de 25 mm esta limitado a 
140 MN/m 2 . 


120 mm 



12-8. UNIONES SOLDADAS 

La eonfiabilidad de las uniones soldadas ha llegado a ser tal, que cada vez se emplean 
mas para completar o sustituir a las uniones remachadas en el disefio de maquinas y estructu- 
ras. Por otra parte, suele ser mas economico fabricar una pieza complicada soldando entre si 
componentes sencillos (placas, barras, etc.) que hacerla de una sola pieza, por moldeo y aca- 
bado posterior. 

La soldadura es un procedimiento de union de los metales por fusion. Mediante el calor 
producido por un areo electrico o un soplete de oxiacetileno, se reblandeee y funde el metal 
en los dos bordes a soldar, junto con el metal adicional de una varilla (metal de aportacion) 
que recarga la junta formando el cordon de soldadura, o simplemente cordon. A1 enfriarse, 
el metal de aportacion v el metal base forman una union continua y homogenea. Para prote- 
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(a) Union a tope, cordon sencillo (b) Union a tope, 

cord6n doble 

xx * I A 



(c) Union a traslape, filetes (d) Union a traslape, 

(o cordones en filete) laterales filetes frontales 

Figura 12-16. Tipos de uniones soldadas. 


ger al metal fundido de la oxidacion, se utilizan cada vez mas varillas o electrodos revestidos. 
El revestimiento fundente, al entrar en caldeo, desprende un gas inerte que rodea la llama del 
soplete, o el arco electrico, y protege al metal fundido de la oxidacion. Ademas, forma una 
escoria que sobrenada en el metal fundido mientras se enfria, impidiendo que se oxide o que 
se absorba el nitrogeno del aire. Esta tecnica se llama proceso de arco protegido* 

Los dos tipos principales de soldaduras o uniones soldadas son: a tope y a traslape (vea- 
se Fig. 12-16). La resistencia de una soldadura a tope es igual al esfuerzo admisible por el 
producto de la longitud del cordon por el espesor de la placa mas delgada, ya que no es preci- 
so que las dos planchas a soldar tengan el mismo espesor. El esfuerzo admisible se toma co- 
mo aquel del metal base. 

La resistencia de las uniones a traslape, tanto con filetes laterales como frontales, se su- 
pone determinada por la resistencia al cortante de la garganta de la soldadura. En los filetes a 
45° de la figura 12-17, llamando a al ancho de las bases, el area de la seccion de la garganta 
sometida a cortante es igual a la longitud L del corddn por el espesor de la garganta, es decir, 
A = L • a sen 45° = 0.707 L • a mm 2 . Los esfuerzos admisibles para soldaduras a traslape es- 
pecificadas por el AISC (basadas en recomendaciones de la American Welding Society) de- 
penden del electrodo empleado en el proceso de soldeo y de la gradacion del acero soldado. 
Por ejemplo, si se usan electrodos E-70 para soldar acero A36 (una de las gradaciones mas 
comunes de acero estructural usadas hoy en dia), el esfuerzo cortante admisible es 145 
MPat. Para este caso, la resistencia de la soldadura a 45° es, en newtons, 

P = rA = (145 X 10 6 )(0.707tfL X 10' 6 ) - 103 aL 



* Una description completa del proceso de soldadura se tiene en tratados de diseno estrucuiral. Ver, por 
ejemplo, B. Bressler, T. Y. Lin y J. B. Scalzi, Design of Steel Structures , 2a. ed.. Wiley, Nueva York, 1968. 

+ L.os valores de esfuerzo y longitud son conversiones SI aproximadas de las especificaciones del Manual of Ste- 
el Construction, American Institute of Steel Construction, Nueva York, 1973. 
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(a) a < 6 mm 


(b) a > 6 mm 


Figura 12-18. Ancho m&ximo de los filetes. 


Sin embargo, por lo general la resistencia de una soldadura a traslape se expresa en terminos 
de la fuerza admisible q por miUmetro de longitud soldada, y esta dada por 



donde, se recuerda, a esta en milimetros. 

Como regia, es necesario tomar precauciones especiales para asegurarse que la anchura 
de la base de una soldadura de filete a lo largo de un borde es realmente igual al espesor del 
borde. Una de las razones para esto es que los bordes de perfiles laminados estan redondea- 
dos y la anchura de la base seria menor que el espesor nominal de la pieza. Otra razon es que, 
durante el soldeo, la esquina del borde puede fundirse con la soldadura, lo que reduciria la 
anchura de la base. Por estas razones, las especificaciones AISC requieren que el tamaho 
maximo de una soldadura de filete deba ser de 2 mm menos que el espesor del material a lo 
largo de bordes de 6 mm, o mayores de espesor. Para bordes de espesores menores, el tama- 
no maximo de la soldadura puede ser igual al espesor del borde. Estas especificaciones se 
ilustran en la figura 12-18. Los tamanos de soldadura pueden exceder estas especificaciones 
si el disenador asi lo estipula con el objeto de cubrir totalmente la garganta de la junta. 

PROBLEMA ILUSTRAT1VO 

1241 . Se ha de soldar un angulo de 100 x 100 x 10 mm a una placa, como se indica en 
la figura 12-19. El angulo soporta una carga de 190 kN aplicada axialmente por el centro de 
gravedad de la section recta, {a) Determinar la longitud de los filetes laterales de soldadura 
necesarios en la base del angulo y en el borde superior. ( b ) Calcular la longitud de los filetes 
si, ademas, se anade uno frontal en el extremo del angulo. 



Figura 12-19. 
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Solution: 


Parte a) En la figura 12-19 se representa las fuerzas P x y P 2 que han de soportar los cor- 
dones y que equilibran a la fuerza P = 190 kN. Tomando momentos con respecto a la llnea 
de accion de P 2 se obtiene: 


[2M Pi = 0] 


100JP, = 190(71.3) P x = 135.5 kN 


y tomando momentos con respecto a la llnea de accion de P t : 


[2M F] = 0] 100P 2 = 190(28.7) P 2 « 54.5 kN 


Ya que el espesor del angulo es 10 mm (mayor que 6 mm) y el tamano maximo de la sol- 
dadura, en el borde del angulo, es 10 - 2 = 8 mm. La resistencia por mm, para este tamano, 
con r = 145 MPa, es q = 103(8) = 824 N/mm. Asl, las longitudes requeridas son: 


135.5 X 10 3 



Resp. 


= 164 mm 


y 


54.5 X 10 3 


Resp. 


= 66.1 mm 


Estos valores deben aumentarse en una pequefta iongitud, para tener en cuenta el principio y 
final de la soldadura. 

Parte b) A1 anadir una soldadura transversal de filete, su tamano maximo vuelve a ser 
8 mm. Para evitar la excentricidad de la carga en este cordon, debe ser simetrico respecto de 
la llnea de accion de la carga aplicada, como se indica en la figura 12-20, lo que limita su lon- 
gitud al doble de 28.7 mm, y la carga que soporta a qL = (824)(2 x 28.7) = 47.3 kN actuan- 
do en su punto medio*. 



71.3 mm 


28.7 mm \ 



— 1 » 190 kN 

28.7 mm 


Figura 12-20. 


Tomando ahora momentos con respecto a la llnea de accion de P 2t y despues con respec- 
to a la accion de P u tenemos: 


zm P2 = o] 

ZM P[ = 0 ] 


loop, = (190 - 47.3)(7 1 .3) P, = 101.7 kN 

100 P 2 = (190 - 47.3)(28.7) P 2 = 41.0 kN 


* Sin embargo, no es raro dejar que la soldadura de filete corra compietamente a Io largo del borde del angulo, 
soslayando la excentricidad resultante de la carga. En la siguiente seccion se explica este tipo de carga sobre uniones 
soldadas. 
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Asi, las jongitudes de soldadura requeridas en la base y el horde superior del angulo son, res- 
pectivamente: 



101.7 x 10 3 _ 

E, — -zzrz — 123 mm 


1 824 

41.0 X 10 3 


^2 = 


824 


= 49.8 mm 


Resp. 


Resp. 


Un mayor tamano de filete puede usarse en la base del angulo si fuera necesario reducir ei 
largo L\. 


PROBLEMAS 

1242. Una placa de 150 mm de ancho por 14 
mm de espesor se coloca sobre una placa fija y se 
suelda mediante filetes Iaterales. Determinar la 
minima longitud de una soldadura de filete de 8 
mm si la placa ha de soportar una fuerza de trac- 
tion axial que le produce un esfuerzo de 140 
MPa; el esfuerzo cortante admisible en la gargan- 
ta de la soldadura es de 145 MPa. 

Resp. 179 mm en cada lado 

1243. Resolver el problema 1242 empleando 
el maximo tamano permitido de soldadura. 

1244. Un angulo de 150 x 100 x 13 mm se 
suelda a una placa con el ala de 150 mm en con- 
tacto con la placa. Si el angulo soporta una carga 
centroidal de 400 kN, calcular la longitud de los 
cordones, en la base y en el borde superior, si son 
de 8 mm, suponiendo que el esfuerzo cortante 
admisible, en las gargantas de la soldadura, es de 
145 MPa. 

Resp. 161 mm y 324 mm 

1245. Resolver el problema anterior si los 
cordones son de 12 mm en la base del angulo y 
del maximo tamano permitido en el borde supe- 
rior. 

1246. Con una placa de acero de 16 mm se 
forma un cilindro de 1.5 m de diametro que 
se suelda mediante filetes frontales interior y exte- 
rior, como indica la figura P-1246. Determinar la 
maxima presion interior que puede aplicarse si 
los esfuerzos admisibles son de 160 MN/m 2 en la 
chapa y de 120 MN/m 2 a cortante en las gargan- 
tas de la soldadura. Emplear cordones del mayor 
tamano admisible. 



Figura P-1246. 

Resp. p = 3.17 MN/m 2 

1247. Se construye un deposito cilindrico 
soldando, como se ve en la figura P-1247, dos tapas 
en los extremos de un cilindro de 1.20 m de dia- 
metro. Tanto el cilindro como las tapas son de 
placa de 10 mm. Determinar la presibn interior 
de seguridad de manera que no se exceda un es- 
fuerzo cortante de 110 MPa en la garganta dd 
filete circunferencial, que sera del maximo tama- 
no admisible. 



Resp. p - 2.07 MPa 
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(b) Fuerza directa q d 



Figura 12-21. Estudio de las uniones soldadas con carga excentrica. 


12-9. UNIONES SOLDADAS CON CARGA 
EXCENTRICA 

En la section anterior se aplicaron las ecuaciones de equilibrio estatico para determinar la 
fuerza que ha de soportar cada cordon de soldadura. El estudio se basaba en que cada cor- 
don se supone uniformemente cargado en toda su longitud. Esta hipotesis es aceptable si to- 
dos los cordones tienen la misma base y la carga aplicada pasa por el centro de gravedad de 
los cordones, considerados como segmentos lineales. En el caso de que los cordones sean 
de diferente espesor, el centro de gravedad ha de ser el de las areas de los mismos. Si la fuerza 
resultante aplicada P no pasa por el centro de gravedad, los cordones no quedan uniforme- 
mente cargados. El analisis simplificado que se hace a continuation indica como se puede de- 
terminar la maxima intensidad de carga por unidad de longitud del cordon, que sirva de base 
para determinar su tamano, o si se conoce el tamano, para calcular el valor de la fuerza P . 

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de las uniones remachadas con cargas 
excentricas se ahaden mentalmente dos fuerzas P iguales y opuestas (indicadas con linea pun- 
teada en la figura 12-21a) en el centro de gravedad C de los cordones, con lo que se reduce 
la carga excentrica a una carga centrada P y un par de torsion de momento T = Pe. En la 
figura 12-2 lb la carga centrada P es soportada por la fuerza directa q d por unidad de longitud 
de cordon. Esta fuerza directa esta uniformemente distribuida en todos los cordones y viene 
dada por: 



siendo LL la longitud total de los cordones. 

En la figura 12-21c el par de torsion es soportado por una fuerza variable q x por unidad 
de longitud de cordon. Suponiendo que los cordones trabajan ei&sticamente y que la placa es 
perfectamente rigida y gira en su piano alrededor del centro de gravedad C, se puede deter- 
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Figura 12-22. C&lculo de J- 


minar la intensidad de esta fuerza de torsion aplicando la formula de la torsion con un valor 
muy aproximado de 7. 

Consideremos una distribucidn cualquiera de cordones, como en la figura 12-22. Para 
cualquiera de ellos, de longitud L , el momento polar respecto a su centro de gravedad es la 
suma de los momentos respecto de los ejes longitudinal y transversal del cordon. Estos valo- 
res son, respectivamente, cero (o practicamente cero) y L 3 / 12. Teniendo en cuenta la expre- 
sion del teorema de Steiner se obtiene, con respecto al centro de gravedad del grupo de cor- 
dones, 

[J = J 4- Ld 2 ] J = ±L 3 + Lp 2 ~±L 3 + L(x 2 +y 2 ) 


Por tanto, para todos los cordones, el valor de J que ha de figurar en la formula de 
la torsion es: 

J = 1L(±L 2 + x 2 + y 2 ) 

Aplicando ahora la formula de torsion se obtiene para la fuerza q„ que actua perpendi- 
cularmente al radio p en un punto cualquiera de un cordon, 


< 7 , = 


Tp 


2 L(±L 2 + x 2 + _f 2 ) 


( 12 - 9 ) 


y como se vio en las uniones remachadas, interesan aun mas las componentes de q t , que co- 
mo entonces, dan: 

% 


Ty 


% = 


+ x 2 + y 2 ) 
Tx 

^L{~L 2 + x 2 + y 2 ) 


( 12 - 10 ) 


en donde x y y son las coordenadas del punto en el que se van a determinar las componenies 
de q„ 

La maxima intensidad de la fuerza total por unidad de longitud en los cordones se ob- 
tendra en el punto en que tanto las componentes horizontales como las verticales de q (l y del 
maximo q t sean del mismo sentido y se sumen. Su valor vendra dado por el modulo de la su- 
ma vectorial, es decir. 


9 + ft ,) 2 + («* + qt ) 1 


( 12 - 11 ) 
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En general, y esto es lo correcto, si los calculos se han hecho como ha quedado expuesto, el 
maximo valor de q determina el ancho de la base, o calibre , de los filetes todos iguales. En 
ocasiones, cada cordon se dimensiona de acuerdo con el mayor valor de q que exista en el, 
pero esto es menos correcto que lo anterior, aunque el procedimicnto no es exacto en ningu- 
na de las formas, 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1248. Se suelda una placa de apoyo al bastidor de una maquina mediante dos filetes, 
como se indica en la figura 12-23a. Determinar el calibre de los cordones para que puedan so- 
portar una carga vertical P = 40 kN. Emplee un esfuerzo cortante admisible de 145 MPa en 
la garganta de las juntas. 


P=40 kN 



(a) 


(b) 


Figura 12-23. 


Solution: El centro de gravedad de los cordones, respecto al punto A, tiene las coordenadas 
siguientes: 


[Lx — 2/x] 
[Ly-Zly] 


(150 4- 100)x - 150(75) 4- 100(50) 
250 y - 100(100) 


x — 65 mm 
y — 40 mm 


Con estos valores se situa C como se indica en la figura 12-23a. El momento de P respec- 
to de este punto, que es el par de torsion, es: 


T = Pe = 40(100 4 65) = 6600 kN • mm 


El momento de inercia polar simplificado, del grupo de soldaduras con respecto a C, es 
la suma de los valores de J de cada uno de los cordones. Recordando que x y y son las coor- 
denadas del centro de cada cordon respecto de C, se obtiene: 



J AB = 150 — ^ + 0°) 2 + ( 4 °) 2 = 0 536 x '° 6 mm 


— 0.536 X 10 6 mm 3 


Jot = 100 + (15) 2 + (60) 2 = 0.466 X 10 6 mm 


4 
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Su suma es el valor J total, 


J (total) = ZJ = (0.536 4- 0.466) x 10 6 = 1.00 x 10 6 mm 3 
Los componentes de la carga directa son: 

P 40 x 10 3 1 ^ XT/ 

q * r = Yl = — 250 = 160 N / mm t y <u, = 0 


Estos valores han de combinarse con las componentes de q, en los puntos A y E, que son los 
mas sobrecargados en los cordones AB y DE, como se puede ver en la figura 12-23b. Apli- 
cando la ecuacion (12-10) resulta: 



En£: 


(6600 X 10 3 )(60) 
1.00 x 10 6 


396 N /mm <— 


En,4: 


% = 


(6600 X 10 3 )(40) 
1.00 X 10 6 


= 264 N /mm 



(6600 X 10 3 )(65) 

En E y A : q. = — - = 429 N /mm | 

1.00 X 10 6 


Combinando las componentes directas y de torsion se obtienen los maximos valores de q 
en cada cordon, que son: 


q=^(2q x ) 2 + (Zq y ) 2 


q E = 7 (396 f + (160 + 429) 2 = 710 N/mm 
q A = \j (264) 2 + (160 + 429) 2 = 645 N/mm 


Aplicando ahora la especificacion de la AISC correspondiente, es decir, que la fuerza 
admisible por milimetro de soldadura para r = 145 MPa es 103a (independientemente de la 
direccion de la fuerza), donde a es la anchura de la base de la soldadura en milimetros. De 
aqui, el tamano de la soldadura, sobre la base del punto de mayor esfuerzo, es 


[q = 103 a] q E = 710 = 103a a = 6.89 mm 

por lo que se daria como solucion unos cordones de 7 mm. 

En AB , en todo caso, se podria utilizar un calibre menor, ya que q A = 645 N/mm. 


PROBLEMAS 

1249. Un soporte mensula se suelda a la base dura, redondeados al milimetro, usando r = 145 

de una maquina como indica la figura P-1249. MPa en las gargantas de la soldadura. 

Determinar el tamano a de los cordones de solda- 
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Resp. a = 5 mm 

1250. Se suelda una placa soporte a una pla- 
ca fija como se indica en la figura P-1250. Deter- 
minar el calibre de los cordones redcndeando al 
milimetro. Hallar el valor maximo de P que 
podria aplicarse con cordones de 8 mm, usando 
r = 145 MPa en las gargantas de la soldadura. 

1251. En el problema 1250, determinar la 
fuerza maxima por milimetro de cord6n si se afta- 
de otro cordon frontal a lo largo de todo el borde 
AE. 

Resp. <7 = 531 N/mm 

1252. En la figura P-1252 se sueldan tam- 
bien los bordes AE y GF. Determinar la fuerza 
maxima por milimetro de cordon. 


P»90 kN 


U-150 mm-*- 
a r>r 

100 _ 

-mm- 

150 

mm 

i 

B 


F 

-i^ 4*-1^0 mm-*- 
mm i 

A 


Figura P~- 1250, P-1251, P-1252. 


1253. Se suelda un angulo a una placa para 
soportar una carga P cuya linea de action pasa 
por el centro de gravedad de la section del angu- 
lo. (a) En la figura P-1253 se indican las longitu- 
des necesarias de los cordones de 8 mm; pero un 
soldador aplico los cordones como en (b) de la 
misma figura. Con la carga P determinada en (a), 
calcular la maxima carga por milimetro de cor- 
don en (b), suponiendo que las placas son rigidas 
y que solo las soldaduras trabajan elasticamente, 
con un valor de r = 145 MFa en las gargantas de 
las soldaduras. 

1254. Resolver el problema ilustrativo 1248 
si se anade otro cordbn a lo largo del borde de 
100 mm de espesor, en A. 

Resp. g m ^x = 391 N/mm; use soldadura de 4 
mm 


1 K 75 - 

1 | mm 



1 

1 

1 

1 

t 

100 mm 

{ p 

1 

1 ■ 

50 mm 

f*-150 mm-** 

T 


(-*-150 : 


f*-150 mm-*- 


100 mm 

P 


50 mm 

T 


(a) 


Figura P-1253. 


(b) 


RESUMEN 

Hay dos clases de uniones remachadas: las utilizadas para depositos a presion, y las 
empleadas en estructuras, o uniones estructurales. En las primeras, el diametro del orificio es 
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el que ha de emplearse en el calculo a cortante y a presion de contacto; en las ultimas se apli- 
ca a las formulas el diametro real del remache, y se supone que el diametro del orificio es 
3 mm mayor. 

Los metodos empleados en el calculo de su resistencia son distintos. Para las uniones a 
presion es preferible empezar determinando la resistencia de cada remache, a cortante o a la 
presion de contacto, y segun las condiciones de cada fila, cubrejuntas sencillo o dobles; obte- 
ner la carga admisible por remache de cada fila. La suma de estas cargas es la resistencia 
total de la union. La resistencia a la tension en la placa principal, en la section neta corres- 
pondiente a una determinada fila, se supone inerementada en la carga transmitida a los cu- 
brejuntas por las filas de remaches que estan entre esta fila y la carga aplicada. En las unio- 
nes de soporte se supone que todos los remaches resisten su parte proporcional de carga. 
En ambos tipos de uniones se desprecia el efecto del incremento de resistencia por rozamien- 
to entre las placas. 

A veces, la fuerza que actua en una union remaehada no pasa por el centro de gravedad 
del grupo de remaches. Si la carga excentrica se sustituye por la carga centrada P y el par 
de torsion T = Pe , la carga resultante en cada remache es la suma vectorial de la carga 
directa P d = P/n , siendo n el numero de remaches, y la carga de torsion P t que viene dada por: 




Tp 


2x 2 + 2y 2 


(12-5) 


Sin embargo, es preferible determinar la carga resultante P r en un remache combinando las 
componentes de la carga directa y de la torsional. Las componentes P dx y P dv son constantes 
para todos los remaches, y las componentes de la carga de torsidn son: 



T 

2 ** + 2 y 2 y 


T 


( 12 - 6 ) 


siendo xy y coordenadas del centro de cada remache con respecto a un sistema de ejes que 
pasa por el centro de gravedad del conjunto. 

La maxima carga se produce en el remache en el que las componentes de P d y las maxi- 
mas componentes de P t tienen el mismo sentido y se suman, y su valor viene dado por: 


p r -^(P4. + p,,) 2 + {p*, + p <y (12 - 7) 

La longitud de los cordones de sodadura se determina calcuiando las fuerzas resistentes 
necesarias para satisfacer las condiciones del equilibrio estatico, dividiendo luego tales fuer- 
zas resistentes entre la resistencia, expresada en N/mm, de la soldadura. Las especificaciones 
de la AISC para resistencia de soldaduras depende del soldeo, asi como de la gradation del 
acero soldado. El calibre maximo de una soldadura de filete es 2 mm menor que el espesor 
del material a lo largo de bordes de 6 mm o mayores. Para bordes menores de 6 mm, el ca- 
libre maximo de la soldadura puede ser igual al espesor del borde soldado. 


Resumen 417 


Los conjuntos de cordones de soldadura excentricamente cargados, en los que la carga 
aplicada no pasa por el centro de gravedad del grupo de soldaduras, se estudian de forma 
analoga a las uniones remachadas con cargas excentricas. La carga excentrica se sustituye 
por la carga centrada P, que pasa por el c.g. del grupo, y el par de torsion 7, igual al momento 
de P respecto de este centro. La intensidad de la carga se determina como suma vectorial de 
la carga directa uniforme q t , = P/'LL, siendo LL la longitud total de los cordones, y la carga 
de torsion q t , que viende dada por: 


' 2L(±L 2 + it 2 + i? 2 ) 

siendo p la distancia radial desde el centro de gravedad del conjunto de los cordones, a un 
punto cualquiera de estos; x y y son las coordenadas del centro de cada cordon de soldadura. 

En general, es mas conveniente determinar las componentes de la carga de torsion, que 
vienen expresadas por: 


Ty 


2L(hL 2 + x 2 + y 2 ) 


(12-10) 


Tx 


IL^L 2 + x 2 + y 2 ) 


siendo x y y las coordenadas del punto en que se quiere determinar las componentes de q t . 

La intensidad maxima de la carga en los cordones tiene lugar en el punto en el que las 
componentes horizontales y las verticales de q d y q t maxima tienen el mismo sentido y se su- 
man. Con eilo el modulo de la intensidad maxima esta dado por: 



( 12 - 11 ) 



13-1. INTRODUCCION 

Todo lo estudiado en los capitulos anteriores comprende lo que se podria llamar un cur- 
so basico de resistencia de materiales. Ahora se trata de abordar ciertos temas especiales*, 
que en realidad forman parte de un curso superior de resistencia de materiales. Algunos de 
estos temas, como el de la fotoelasticidad, constituyen por si solos un amplio campo de estu- 
dio. Los temas que se tratan son independientes unos de otros. 

13-2. CARGA REPETIDA. FATIGA 

En las maquinas, la mayoria de los elementos estan sometidos a esfuerzos variables, 
producidos por cargas y descargas sucesivas y repetidas. Los elementos sujetos a este tipo de 
esfuerzos se rompen o fallan, frecuentemente, para un valor de esfuerzo mucho menor que el 
de ruptura correspondiente, determinado mediante el clasico ensayo estatico de tension. Este 
tipo de falla se denomina ruptura por fatiga . Para el diseno correcto de elementos sometidos 
a esfuerzos alternados, es necesario conocer el esfuerzo que puede aplicarse, sin que el ele- 
mento se rompa, un numero indefinido de veces, o el esfuerzo (algo mas alto) que puede 
quedar aplicado a un cierto numero limitado de veces, caso que es importante ya que a veces 
se disenan maquinas o elementos que solo se utilizan ocasionalmente y que pueden tener, por 
tanto, una vida larga sin que el numero de veces que se hayan aplicado las cargas sea dema- 
siado grande. 


* Para un estudio mas profundo se puede consultar: A. P. Bores, O. N. Sidebottom, F. B. Seely y J. O. Smith, 
Advanced Mechanics of Materials , 3a. ed., Wiley, N. York. 1978; S. Timoshenko, Strength of materials, vols. 1 y 
II, Van Nostrand Reinhold, N. York, 1955; G. Murphy, Mechanics of Materials , McGraw-Hill, N. York, 1948. 
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Figura 13-1. M&quina rotativa del ensayo de fatiga. 



10 3 10 * 10 5 10 6 10 7 
Ciclos de inversion de esfuerzos hasta la falla (N) 

Figura 13-2. Diagrama a-N. 


El ensayo para determinar estos valores se llama ensayo de fatiga. El procedimiento mas 
sencillo consiste en la flexion alternada. Una probeta de seccion circular se monta sobre unos 
cojinetes, como se indica en la figura 13-1, y su parte central queda sometida a un momento 
flexionante puro bajo la action de la carga W. A1 girar la varilla mediante el motor M, una 
fibra que inicialmente estuviera en la parte superior y, por tanlo, comprimida, pasa a la parte 
inferior y queda sometida a tensidn, de nuevo a compresion y asi sucesivamente, de manera 
que en cada vuelta se produce una inversion completa de esfuerzos. Un contador de revolu- 
ciones registra el numero de vueltas hasta que tiene lugar la ruptura, y entonces para automa- 
ticamente el motor, Para hacer un ensayo con un material dado, se preparan sobre una doce- 
na de probetas identicas, y se ensaya cada una con una carga diferente, hasta la ruptura o 
hasta que haya sufrido cuatro o cinco millones de ciclos, en cuyo caso se supone que sopor- 
tan un numero indefinido. En la figura 13-2 se ha representado un diagrama a-/Vtipico, ob- 
tenido mediante este procedimiento. Se ha empleado una escala horizontal semilogaritmica. 
El punto en el que se aplana el diagrama* se llama limite de resistencia a la fatiga . Aunque no 
existe relation alguna definida entre este limite y el esfuerzo ultimo, obtenido en pruebas es- 
taticas, la experiencia indica que, en la mayoria de los materiales, este limite suele estar 
comprendido entre el 40 y el 50% del esfuerzo ultimo. 


* Se puede hacer tambien el diagrama a escala logarUmica en las dos coordenadas, pero una escala cartesiana 
no manifiesta con daridad el limite de resistencia a la fatiga. 
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Cuando una probeta de acero ductil se somete a una carga gradualmente creciente, la 
fluencia del material es considerable antes de la ruptura real. Pero una probeta del mismo 
material sometida a esfuerzo alternado se rompe de repente, sin deformacion plastica ni otro 
aviso. Asi pues, la ruptura por fatiga en un acero ductil, con acusado punto de fluencia, es 
analoga a la ruptura estatica de un material fragil. 

Se penso en principio que las aplicaciones repetidas de la carga cambiaban la estructura 
microcristalina del material, pero ahora se sabe que esto no es cierto. La falla o ruptura por 
fatiga se explica mediante la teoria de los esfuerzos localizados basada en la concentracion 
de esfuerzos que se produce, bien en el interior del material, debido a discontinuidades en su 
estructura interna, bien en la superficie debido a cambios bruscos de seccion. Estas con- 
centraciones de esfuerzo no son demasiado peligrosas cuando un material ductil se somete a 
esfuerzos estaticos, pero cuando la carga se aplica de forma alternada o repetida, se produ- 
cen grietas microscopicas que crecen a cada nueva aplicacion hasta que la pieza se rompe 
bruscamente. 

Por ejemplo, sometamos a tension axial una barra plana de acero con un pequefto orifi- 
cio central. Como se vera en la seccion siguiente, el esfuerzo en el borde del orificio llega a 
ser el triple del esfuerzo medio en la seccion sin orificio. Si la carga se aplica estaticamente, es 
decir, de una manera gradual, la carga de ruptura serii practicamente la misma que si no tu- 
viera orificio. Parece como si no influyera la concentracion de esfuerzos, pero ello se debe a 
que, aunque el material en estos puntos alcance la fluencia para un valor de la carga de un 
tercio del necesario para que toda la barra alcance la cedencia, este esfuerzo, de momento, es 
puramente local, y el material fluye lo suficiente en estos puntos para que el esfuerzo no siga 
aumentando. A1 aumentar la carga, es una zona algo mayor la que entra en fluencia, y, per- 
maneciendo constante en esta zona la tension, junto con la parte de seccion que todavia no 
ha alcanzado este valor, soportan el total de la carga, sin que la deformacion total aumente. 
Finalmente la barra entera alcanza el esfuerzo de cedencia, por lo que la influencia del pe- 
queho orificio en la resistencia de la barra es despreciable. Pero si dos barras, una con orifi- 
cio y otra sin el, se someten a un ensayo de fatiga, o esfuerzo alternado, la carga de ruptura 
de la barra con orificio se aproximara bastante a un tercio de la carga de ruptura en la barra 
sin orificio. 


13-3. CONCENTRACION DE ESFUERZOS 


Como se ha dicho en la seccibn anterior, el efecto de la concentracibn de esfuerzos en un 
material ductil sometido a cargas repetidas o alternadas es analogo a su efecto sobre un ma- 
terial fragil sometido a carga est&tica. Veamos, pues, el efecto de un cambio brusco de sec- 
cion en la distribucion de esfuerzos. En la figura 13-3, el pequefio orificio circular en la placa 
rectangular sometida a un esfuerzo uniforme S da lugar a que en la seccion transversal que 
pasa por el centro del orificio, la distribucion de esfuerzos sea tal como aparece representada 
en la figura por el area rayada. Esta distribucion viene expresada por: 



16 r 4 ) 


(*) 


siendo d el diametro del orificio y r la distancia al centro del mismo*. De aqui se obtiene, 


Vease S. Timoshenko y J. N. Goodier, Teona de Elasticidad. 2a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1951, pag. 81 
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Figura 13-3. 


para r = d/2, que el esfuerzo en los puntos m y n es igual a 3 a. Debido a la existencia de una 
action del tipo de flexion alrededor del orificio, aparecen unos esfuerzos de compresion de 
valor o en los puntos extremos del diametro perpendicular al m-n . 

Un pequeno orificio eliptico, como el de la figura 13-4, da lugar a una distribution del 
mismo tipo. El esfuerzo maximo, en los hordes del orificio, en los extremos del eje horizontal ’ 
del mismo, viene dado por: 





esfuerzo maximo que aumenta con el valor de la relation b / a. Por tanto, en un orificio muy 
estrecho, o una grieta, perpendicular a la direction del esfuerzo se producira una alta con- 
centration de esfuerzos y la ruptura local del material, por lo que la grieta tendera a aumen- 
tar; este crecimiento de la grieta se puede evitar efectuando dos orificios, de diametro no de- 
masiado pequeno, en los extremos de aquella, lo que equivale en definitiva a aumentar el ra- 
dio de curvatura del contorno del orificio en los extremos del eje perpendicular a la direction 
del esfuerzo aplicado, y lo cual hace disminuir sensiblemente la concentracion de esfuerzos 
en estos puntos. 
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Figura 13-4. 
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TABLA 13- 1. Faclores de concentration de esfucrzo 


I. Variacion en escuadra con enlace, en una barra rectangular 


(a) Tensidn 


( b ) Flexion 


T V 

T 

D d 



i- 

' 

f ( h 


r/d 


h/r 

0.05 

0.10 

0.20 

0.27 

0.50 

1.0 

0.5 

1.70 

1.60 

1.53 

1.47 

1.39 

1.21 

1.0 

1.93 

1.78 

1.67 

1.59 

1.42 

1.22 

1.5 

— 

1.89 

1.72 

1.65 

1.43 

1.23 

2.0 

— 

1.95 

1.80 

1.70 

1.44 

1.23 





r/d 



h/r 

0.05 

0.10 

0.20 

0.27 

0.50 

1.0 

0.5 

1.61 

1.49 

1.39 

1.34 

1.22 

1.07 

1.0 

1.91 

1.70 

1.48 

1.38 

1.22 

1.08 

1.5 

2.00 

1.73 

1.50 

1.39 

1.23 

1.08 

2.0 

— 

1.74 

1.52 

1.39 

1.23 

1.09 


II.. Variacion en escuadra, con enlace, en eje de seccion circular 



(a) Tension: Aproximadamente como en el caso 1(a) 
(&) Flexidn: Aproximadamente como en'el caso 1(a) 


r/d 

(c) Torsion D/d 0.005 OOl 0.02 0.03 0.04 0.10 


2.00 

— 

3.0 

2.25 

2.00 

1.82 

1.44 

1.33 

— 

2.7 

2.16 

1.91 

1.76 

1.40 

1.20 

3.00 

2.5 

2.00 

1.75 

1.62 

1.34 

1.09 

2.20 

1.88 

1.53 

1.40 

1.30 

1.15 


(Conti nu a) 
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TABLA 13-1. (Continuation) 


III. Garganta semicircular en ejes de seccion circular 



(a) Tensi6n 

r 

D — 2r 

0.05 

0.15 

0.30 

0.40 

0.52 

0.75 


k 

2.57 

2.16 

1.81 

1.65 

1.51 

1.36 

( b ) Flexion 

r 

D — 2r 

0.05 

0.10 

0.20 

0.30 

0.50 

0.75 


k 

2.20 

1.86 

1.59 

1.45 

1.30 

1.18 


(c)Torsi6n: k — 


Las muescas pequenas semicirculares, en los hordes deuna placa, figura 13-5, producen 
tambien una concentracion de esfuerzos en los puntos m y n , donde se alcanza un valor pro- 
ximo a tres veces el esfuerzo medio a aplicado en los extremos de la placa. 



I i«ura 13-5. 
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Los valores* de los factores de concentracion de esfuerzos, para algunos casos de cam- 
bio brusco de section, aparecen tabulados en la tabla 13-1. Llamando k al factor de con- 
centracion de esfuerzos, los esfuerzos maximos para cargas axiales, de torsion y de flexion 
vienen dados por: 



Los factores de concentracion de esfuerzos para cargas repetidas o alternadas son, a ve- 
ces, aunque no siempre, algo mas bajos que los valores teoricos para cargas estaticas de la 
tabla 13-1; varian tambien con el tamano y caracteristicas de constitution o estructura inter- 
na del materialt. 


13-4. TEORIAS SOBRE LA FALLA O RUPTURA 

Se ban propuesto diversas teorias sobre la falla, con objeto de predecir, con arreglo al 
comportamiento del material en los ensayos de tension o compresion simple, las condiciones 
en que se producira la ruptura bajo cualquier tipo de cargas combinadas. Por ruptura se en- 
tiende aqui la falla (o fallo) del material, tanto por ruptura real como por fluencia (io que 
daria lugar a deformaciones permanentes excesivas), segun sea el efecto que ocurra antes. No 
se considera la falla por una desarticulacion local de la estructura, o por falta de estabilidad 
elastica (pandeo, o flexion lateral, en columnas). 

El comienzo de la deformation plastica, es decir, de la fluencia, queda patente en los en- 
sayos de tension simple por la desviacion de la proporcionalidad esfuerzo-deformacion. 
Practicamente, la fluencia comienza cuando las deformaciones plasticas empiezan a ser apre- 
ciables. Ahora bien, cuando no se trata de esfuerzo simple, sino de esfuerzos combinados en 
varias direcciones, la fluencia dependera de alguna combination de estas componentes del 
esfuerzo. Aunque no se ha encontrado un metodo teorico que relacione el punto de fluencia 
en los ensayos a tension simple, con la fluencia en el caso de esfuerzos combinados, se han 
propuesto diversas teorias que intentan resolver este problema. 

Teoria del esfuerzo maximo 

La teoria del esfuerzo maximo, propuesta por Rankine, es la mas antigua y la mas sen- 
cilia de todas. Se basa en la hipotesis de que la falla tiene lugar cuando el mayor de los es- 
fuerzos principals alcanza un valor limite, que puede ser el punto de fluencia determinado 
en un ensayo a tension simple, o el esfuerzo ultimo si el material es fragil. La teoria no tiene 
en cuenta el efecto de los otros esfuerzos principales, ni el valor que pueda alcanzar el esfuer- 
zo cortante sobre otros pianos distintos de los principales. Por ejemplo, la resistencia para 


* Estos valores se han tornado de unas tablas muy eompletas, para estos y otros casos, del libro Formulas for 
Stress and Strom , de R . J. Roark, 4a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1965, pags. 330-347. Expresiones generates 
de estos factores pueden verse en las pags. 590-603 de la 5a. ed. de la misma obra. 

■ Un estudio mas cornpleto de la fatiga puede encontrarse en Prevention of Fatigue of Metals, Battelle Memo- 
rial Institute, Wiley. Vca.se tambien Resistencia de Muteriales, de Timoshenko, Secs. 78 a 81, vol. It, re sped o de la 
fatiga, > su Cap. 8 respecto de la concentracion de esfuerzos. En Formulas for Stress and Strain , de Roark y Young, 
5a. ed., Wiley, pags. 604-606,. se da una completisima bibliografia sobre el lerna de concentracion de esfuerzos. 
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(a) Esfuerzo cortante puro 


(b) Tension pura 


Figura 13-6 Aunque ios esfuerzos principales tienen el mismo valor en (a) y en (b), el 
esfuerzo cortante en (a) es el doble que en (b). 


Ios dos estados de esfuerzo representados por sus circulos de Mohr en las figuras l3-6a y b 


(esfuerzo cortante puro y tension pura) sera la misma segun esta teoria, sin tener en cuenta 
que en (a) el esfuerzo cortante maximo es el doble que en (b), si la falla tiene lugar para el 
mismo valor del esfuerzo principal maximo. Esta observation hace pensar que el esfuerzo 
maximo de tension o compresion, por si solo, no debe bastar para determinar la ruptura, al 
menos cuando la falla ocurre por cedencia. Pese a todo, esta teoria da resultados que con- 
cuerdan bastante bien con la realidad en el caso de materiales fragiles. 

Teoria de la deformation maxima 

De acuerdo con esta teoria, atribuida a Saint Venant, en un material ductil la fluencia 
empieza cuando la deformacion principal maxima alcanza el valor de la deformacion para la 
que empieza la fluencia en el ensayo de tension simple, o cuando la deformacion principal 
minima (es decir, de compresion) alcanza el valor de la deformacion en el punto de cedencia 
del ensayo a compresion simple. Sin embargo, observando la ley de Hooke en el caso de un 
estado triaxial de esfuerzos, expresado por las siguientes ecuaciones: 



( 2 - 12 ) 


se deduce que si a x = -<t v = —o z la deformacion maxima es (1 + 2 v)o/ E, mientras que si 
~a x = — a y = —a z , como en el caso de la presion hidrostatica, la deformacion maxima es 
(1 — 2v) a/ E. Asi, pues, con los mismos valores de los esfuerzos maximos, las deforrna- 
ciones maximas son completamente distintas. En realidad, ios resultados de esta teoria no 
concuerdan en muchos casos con la experiencia. 
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Teoria del esfuer/o coriante maximo 

Tambien se llama teoria de Guest, y supone que la cedencia aparece cuando el esfuerzo 
cortante maximo alcanza el valor del esfuerzo cortante maximo correspondiente al ensayo de 
tension simple en el punto de cedencia. Como el esfuerzo cortante maximo es igual a la semi- 
diferencia de los esfuerzos principales, la condicion para la ruptura es: 

^max 2 (^max ^min ) 2 &pc 


Teoria de la cedencia de von Mises 

Conocida tambien como teoria de la distorsion maxima, supone que la cedencia puede 
ocurrir, en un estado general triaxial de esfuerzos, cuando la media cuadratica de las 
diferencias entre los esfuerzos principales es igual al mismo valor en un ensayo a tension 
simple. Si > o 2 > o 3 son los esfuerzos principales, y o PC es el esfuerzo de cedencia en ten- 
sion simple, se tiene: 

}[( a l ~ °J 2 + ( a 2 - ®j) 2 + (®3 - °l) 2 ] 

= i[(a PC - o ) 2 + (0 - 0) 2 + (0 - o PC ) 2 } 

_ 2 2 
3 G PC 

de donde resulta: 

2 Op 2 = (a, - a 2 ) 2 + (a 2 - a 3 ) 2 + (a 3 - a,) 2 

Resumen 

Los resultados experimentales indican que, de todas estas teorias sobre la ruptura, en los 
materiales ductiles la que da resultados mas adaptados a la realidad es la teoria de la distor- 
sion maxima de von Mises; y en segundo lugar la teoria del esfuerzo cortante maximo. En 
materiales fragiles, como la fundicion, se prefiere en general la teoria del esfuerzo principal 
maximo. 

13-5. METODOS DE LA ENERGIA 

Igualando el trabajo exterior realizado por las fuerzas aplicadas a un solido elastico (du- 
rante la deformacion de este) a la energia interna almacenada en el mismo, se obtiene un me- 
todo de determinacion de deformaciones totales, cuyo fundamento es el principio de conser- 
vacion de la energia. Este metodo, como se vera, es sumamente util y tiene numerosas aplica- 
ciones. Se comienza por obtener las expresiones de la energia elastica de deformacion U al- 
macenada en un cuerpo bajo la accion de diferentes tipos de esfuerzos. 

Carga axial 

Cuando se aplica gradualmente una carga axial a una barra de seccion constante, la car- 
ga P va aumentando desde cero hasta su valor final, en el que se alcanza la deformacion total 
5. Se supone que, en todo momento, la fuerza exterior esta equilibrada por las fuerzas inter- 
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nas en la barra. El caso de fuerzas bruscamente aplicadas se estudia en la seccion siguiente. 
El trabajo realizado por la fuerza P aplicada, y almacenado en el solido en forma de energia 
elastica de deformacion, es el produeto del valor medio de la fuerzayP, por su desplaza- 
miento 5 = PL/ AE*. Por tanto: 


1 P 2 L 

2 AE 


(13-1) 


Si la seccion de la barra es variable, puede aplicarse esta formula a cada segmento diferencial 
de longitud dx e integrar a lo largo de la barra, obteniendose: 



M P 2 dx 
2 AE 


(13-la) 


Carga de torsion 


En una barra de seccion circular constante, la energia almacenada es igual al produeto 
del valor medio del momento torsionante, desde cero hasta T \ por el angulo total de torsion, 
es decir: 



1 t 2 l 

2 JG 


(13-2) 


Si el momento torsor es variable, o lo es el diametro de la seccion, se puede aplicar esta f6r- 
mula a cada segmento diferencial de longitud dx e integrar a lo largo de la barra, obtenien- 
dose: 



T 2 dx 
2 JG 


(13-2a) 


Carga de flexion 

Consideremos un segmento de una viga cualquiera, aislado mediante dos secciones 
transversales a la distancia dx, como indica la figura 13-7. Un elemento de seccion dA dentro 



Figura 13-7. Energia almacenada en un elemento diferencial de una viga. 

P « 0f dA- (My/ 1) dA 


* N. de T. Por ser lineal la relacion de 8 a P. En realidad, 



PdS 



JP-L 

AE 


1 P^L 

2 AE 
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de este segmento se puede considerar como una pequena barra diferencial cargada axialmen- 
te, donde P = o, dA = (My / I) dA , con lo que la energia de deformacion aimacenada en el 
viene dada por: 


U = 


P 2 L 1 
2 AE \ 


P 2 dx 

2AE 


M 2 y 2 

~1 2 ~ 


( dA ) 2 - 


dx 

2\dA)E 


\U_dx 

2EI 2 


■ y 2 dA 


Extendiendo este resultado a toda la section recta de la viga, se obtiene la energia de defor- 
macibn aimacenada en el segmento de viga de longitud dx, y cuyo valor es: 


dU = 


M 2 dx 
2 El 2 



M 2 dx 
2EI 


y para la longitud total de la viga: 



M 2 dx 
2E1 


(13-3) 


Oesplazamientos 

En lugar de igualar directamente el trabajo de las fuerzas exteriores a las expresiones de 
la energia de deformacion, el problema de hallar los desplazamientos se simplifica conside- 
rablemente aplicando el teorema de Castigliano , o el metodo de l trabajo virtual. El teorerna de 
Castigliano establece que el desplazamiento del punto de aplicacion de una fuerza exterior, 
en su direccion, es igual a la derivada parcial de la energia elastica de deformacion con res- 
pecto a esta fuerza. Para demostrarlo, consideremos el solido el&stico de la figura 13-8, arti- 
culado en C y apoyado sobre rodillos en A y B. Si se aplican independientemente las fuerzas 
P, <2, F, el trabajo realizado por ellas se almacena en el cuerpo en forma de energia elastica 
de deformacion. Observemos que las reacciones no producen trabajo, pues en las articula- 
ciones no se tiene desplazamiento alguno, y en los apoyos libres, como se desplazan sobre el 
piano de estos, o sea perpendicularmente a su direccion, tampoco. La energia de deforma- 
cion ser&, pues, una funcion de segundo grado de las fuerzas exteriores. 

Supongamos ahora que una de las fuerzas, Q , experimenta un pequeno incremento 
dQ. El incremento correspondiente de la energia de deformacion es 


du -j? dp 


a u 

dQ 


dQ 


at/ 

dF 


dF + 
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Ahora bien, como solamente Q ha sido incrementada, dP = dF = • * • = 0 y, por tanto, 
se tiene 



O) 


Si ahora se supone que dQ estuviera aplicada inicialmente al solido, y que P, Q, F> . . . 
se han aplicado despues, el s6tido habra almacenado la misma energia de deformacion que 
antes. Liamando <5 al desplazamiento del punto de aplicacion de Q en su direction, la fuerza 
ya aplicada dQ se desplazara esta distancia 5 cuando se apliquen las fuerzas reales, y produci- 
ra un trabajo dU - <5 dQ. Igualando este trabajo al incremento de energia potencial elastica 
dado por (t? ) resulta: 


dU = SdQ = — dQ 


o bien, 



(13-4) 


Esto significa que la derivada parcial de la energia de deformacion con respecto a una de las 


fuerzas exteriores es igual al desplazamiento de su punto de aplicacion en la direccion de 
dicha fuerza. 

Aplicando el teorema de Castigliano a una barra en la que la energia de deformacion sea 
la suma de las siguientes integrales: 


P 2 dx 
2AE 


T 2 dx 
2JG 


M 2 dx 
2EI 



+ J 


+ J 


para calcular el desplazamiento 6 = dU / dQ, no es preciso hacer la integration para luego 
derivar; es preferible derivar dentro del signo integral antes de integrar, lo cual puede hacer- 
se, ya que Q no es funcion de x. Con esto, el desplazamiento de Q en su direccion viene dado 
por: 



(13-5) 


Si en el punto cuyo desplazamiento se trata de obtener no hay aplicada fuerza alguna, o lo es- 
ta en direccion distinta de la que interesa, se puede aplicar una fuerza ficticia Q en la direc- 
cion en la cual se quiere hallar el desplazamiento, fuerza que, desputs de derivar, pero antes 
de integrar, se puede igualar a cero. 

En el metodo del trabajo virtual, se aplica una carga ficticia unitaria, por ejemplo 
1 .0 N, en lugar de Q. Las derivadas dP/ dQ y dM / dQ que nombraremos con u y m, son pre- 
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cisamente los valores de la fuerza axial y del momento, producidos por la carga unidad apli- 
cada. Para que se cumpla la ecuacidn de dimensiones en (13-5) hay que poner 



(13-6) 


Esto mismo resultado se puede obtener por un razonamiento distinto igualando el tra- 
bajo total exterior al trabajo interno. Por brevedad se ha indicado aqui como un caso parti- 
cular del teorema de Castigliano, lo que permite comprobar la equivalencia de ambos meto- 
dos. Los ejemplos que se insertan a continuacidn, muestran la aplicacion de ambos metodos, 
v se vera tambien en ellos una interpretation fisica de la integral J(Alm/EI)dx, que simplifica 
los calculos. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

1301. Una barra de linea media circular de radio R y situada en un piano horizontal, esta 
empotrada en un extremo como se indica en la figura 13-9a, Determinar el desplazamiento 
vertical del extremo A, bajo la action de la fuerza tambien vertical P aplicada a este punto. 


- R 



>^/ A 
; / 


o 


o 


momento 


torsionante 


(a) 


(b) 


Figura 13-9. Deflexion en el extremo de una barra de linea media circular, situada en 
un piano horizontal. 


Solucion: La carga vertical P producira tan to flexidn como torsion en cada elemento dife- 
rencial de longitud ds = R d6 de la barra. Como se indica en planta en la figura 13-9b, el bra- 
zo del momento torsionante (con respecto al eje BC del elemento diferencial de barra) es AC 
= BD = OB — OD = R - R cos 0, y el brazo del momento flexionante (con respecto al eje 
BO del elemento de barra) es AD = R sen 0. Por tanto: 


T = P/?(l - cos 0) y — = R{ 1 - cos 0) 

or 


M = PR sen 6 
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Aplicando la ecuacion (13-5) se obtiene 

1 /• .37 


.3 M 


s -7gS t 1 

= 7(~ f ' p/?(l -cos6')[/?(l - cos ff)]Re» 

I c ^f 2 


+ ~~ f PR sen ff(R sen ff)R d9 
tl Jq 


Integrando y simplificando. 


P« 3 /3t7-8\ PR 3 rn 




El 


m 


Resp. 


1302. Un portico asimetrico cargado como indica ia figura 13- 10a, esta articulado en A 
y apoyado en D. Suponiendo El constante, determinar el desplazamiento horizontal del apo- 
yo D . Despreciar el efecto de las deformaciones axiales. 



(a) Carga real 


(b) Carga ficticia (c) Diagrama de moriientos 

de la carga real 


Figura 13-10. 


Solucion: En este ejemplo se aplica la ecuacion (13-6)*, <5 = j 


Mm dx 
El 


* No suele escribirse el coeficiente 1.0 N de 5, pero se sobreentiende que existe para que haya homogeneidad 
de dimensiones. 
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Debido a la discontinuidad de la ecuacion de momentos en los extremos de cada barra, la 
ecuacion se escribe en la forma siguiente: 



Los valores correspondientes de m se determinan en el diagrama de cuerpo libre de la fi- 
gura 13- 10b, en donde se ha aplicado en D una carga ficticia unidad en la direction del 
desplazamiento pedido. Para ello, se calculan las reacciones mediante las ecuaciones de la es- 
tatica y, luego, de acuerdo con la definition de momento flexionante, se obtiene en cada tra- 
mo, la expresion del valor correspondiente de m. Sustituyendo estos valores de m en ( a) y te- 
niendo en cuenta que El es constante, resulta: 



r b 

EI8 d = / . 

J A 


x A M dx + 


(b) 


Estas integrales tienen el mismo sentido fisico que se dijo en el estudio del metodo del 
area de momentos (Sec. 6-3) y se pueden expresar, por tanto, en la forma: 


EI&d = (area), 4 * • x A + 3(area)* c + j (&rea)* c • + (area) CD • x D 


(c) 


en donde, por ejemplo, (area)^^ • x A representa el momento respecto de A del area del 
diagrama real de momentos en el segmento o tramo AB. Observemos que los momentos de 


las areas estan referidos al punto desde donde se mide x al obtener los diversos valores de m 


en la figura 13-1 Ob. En la figura 13-10c se ha trazado el diagrama de momentos por partes. 
En los tramos ABy CD no existe momento alguno, por lo que en (c) el primero y el ultimo 
sumandos son nulos. Asi, pues, sustituyendo valores en (c) se obtiene: 


1600 X 2 


3 

1600 x 2 " 

3 


1 17 160C ‘ 




de donde: 


EI8 d = 1867 N*m 3 


Resp. 


Si el resultado fuera negativo, significaria simplemente que el desplazamiento de D seria 
en sentido opuesto al de la carga unitaria aplicada. 


PROBLEMAS 


1303. Determinar el valor de EI8 en el 


1304. Como se indica en la figura P-1304, 


centro del claro en una viga simplemente apoya- dos varillas de aluminio AB y BC , articuladas en 

da en sus extremos, de longitud L, que soporta A y C a apoyos rigidos, soportan en B una carga 


una carga uniformemente distribuida de w N/rn 
sobre su mitad derecha. 


vertical de 20 kN. Si las dos varillas tienen la mis- 
ma seccihn recta de 400 mm 2 y E = 70 GPa, cal- 
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cular los desplazamientos horizontal y vertical 
del punto B. Tomese a = 30° y 0 - 30°. 


Resp. 5 h = 0.412 mm; 6 t , = 3.57 mm 


1305 . Resolver el problema anterior si la va- 
rilla AB es de acero, con E = 200 GPa, a = 45° 
y 0 = 30°, El resto de los datos no varia. 

Resp. 6 h = 0.417 mm; 6 = 1.37 mm 

1306. Una barra curva en forma de cuarto 
de circulo, empotrada en un extremo,esta situada 
en un piano vertical, como se indica en la figura 
P-1306. Caicular los desplazamientos horizontal 
y vertical del punto A. 



B 



1309 . En el problema 1 307, si la carga P esta 
aplicada en C, perpendicularmente al piano 
ABC, caicular el desplazamiento de C en la direc- 
tion de la carga. 



1310 . Se aplica una carga vertical P a la 
estructura en voladizo que representa la figura 
P-1310. Suponiendo El constante, determinar los 
desplazamientos vertical y horizontal en los pun- 
tos B y C. Despreciar la deformation axial. 


b 



Figura P-1310 y P-1311. 


Resp. 



Pba 2 

~2ET ' 


1307 . Una barra en forma de media circun- 
ferencia est& situada en un piano vertical, como 
indica la figura P-1307. Determinar el desplaza- 
miento horizontal del punto C y el vertical del 
punto B. 

* PR\ . PR 3 

5 c ‘ = W ; ^ = 


Resp. 


2 El 


1308 . Repetir el problema anterior si P esta 
aplicada en C, pero verticalmente hacia abajo. 


1311 . En el problema anterior, la carga P 
esta aplicada perpendicularmente al piano ABC . 
Determinar los desplazamientos de B y C en la di- 
rection de la carga. 

Pah 2 P 

Resp. 3 ^ (*’ + *>) 

1312 . El portico de la figura P- 1312 esta ar- 
ticulado en A y apoyado en D mediante rodillos. 
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Soporta una carga distribuida triangular. Con El 
eonstante, calcular Elb en el apoyo D. Despreciar 
la deformacion axial. 



Resp. Elb = 2970 N • m 3 


900 N 



1313. Se aplican cargas horizontal y vertical 
a la estructura de la figura P-1313. Si El es cons- 
tante y se desprecia la deformacion axial, deter- 
minar el valor dcEIb en el apoyo D . 

Resp. Elb = 58.2 kN • m 3 


13-6. CARGA DINAMICA O DE IMiPACTO 

Las deformaciones producidas en un solido elastico por el choque de una masa que se 
mueve con una cierta velocidad en el momento del impacto dan lugar a que el solido actue 
como un resorte, aunque no sea esta la funcion para la que se ha disefiado. Si la eonstante de 
resorte equivalente, para una estructura determinada y un determinado punto y direccion 
del impacto, se define como la carga necesaria para producir una deformacion unitaria, en 
cada caso se puede determinar el valor de dicha eonstante aplicando lo estudiado en los 
capitulos anteriores sobre desplazamientos, deformaciones y deflexiones. En realidad, no es 
necesario determinar el valor de la eonstante del resorte equivalente. De momento, conside- 
raremos que el problema del impacto es analogo, en todo caso, al de un cuerpo que cae desde 
una cierta altura y que es detenido en su movimiento por un resorte, como se indica en la fi- 
gura 13-1 1. La masa m tiene velocidad nula en el momento de soltarla, asi como en el mo- 
mento en que el resorte alcanza su maxima deformacion dinamica <5. En estas condiciones, la 
variation de energia cinetica es cero entre estas dos posiciones, por lo que el trabajo total 
producido por m tambien es nulo. En consecuencia*: 

mg(h + 8) - \ k8 2 = 0 (a) 


* Se supone que la masa permanece en contacto con el resorte. Pero, realmente, parte de la energia se disipa en 
el choque, por lo que la deformacion real es menor que la dada por (a). 
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m 


h 


Constante 

de resort 5 


= *N/i 



Figura 13- 1 1. 


siendo mg(h 4 6) el trabajo realizado por la gravedad en su direccion y sentido, yyA'5 2 el 


trabajo resistente realizado por el resorte equivalente. La ecuacion (a) se puede describir en 
la forma 



Sustituyendo nig/k por 8 sn que seria precisamente la deformacion estatica producida por la 
aplicacion gradual de la fuerza mg sobre el resorte equivalente, el valor que se obtiene para 


8 es: 



(b) 


Aunque esta es la expresion general, los casos limites tambien son interesantes. Si h es 
muy grande con respecto a 6, se puede despreciar rngb f rente a mgh en la ecuacion (a), con 
lo que la expresion (b) se transforma en: 



(c) 


Por el contrario, cuando h se anula, es decir, que se aplica la carga bruscamente, pero 
con velocidad nula, la ecuacion {a) se reduce a: 



(d) 


Debido pues a la aplicacion brusca de una carga, la deformacion, y como consecuencia, los 
esfuerzos, que son directamente proporcionales a la misma, son el doble de los que 
produciria la misma carga estatica o gradualmente aplicada. 

La relacion entre la maxima deformacion dinamica y la deformacion estatica da un va- 
lor que se puede llamar coeficiente de impacto . Se determina facilmente escribiendo la 
ecuacion (b) en la forma: 



de donde el coeficiente de impacto es: 
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Multiplicand© mg por este coeficiente resulta una fuerza equivalente P (equivalente al impac- 
ts de mg), que puede emplearse en las formulas de carga estatiea para determinar el esfuerzo 
o la deformacion maxima. O bien, si se prefiere, el esfuerzo producido por la aplicacion esta- 
Lica de mg puede multiplicarse por el coeficienie de impacto. 



Apliquemos ahora estas expresiones a varios tipos de impacto. 


Tension 

Una de las formas mas sencilias de producir un efecto dinamico en tension es la indicada 


en la figura 13-12. Una masa m cae, deslizando libremente guiada por la varilla, desde una 
altura h, hasta tropezar con un tope colocado en el extremo de la misma, produciendo un 
alargamiento dinamico 8 . Suponiendo que los esfuerzos permanecen dentro del limite elasti- 
co, y que 8 sea despreciable en comparacion con h , al sustituir 8 st en la ecuacion (c) por su 
valor 8 sl = mgL/AE , resulta: 



(e) 


El esfuerzo correspondiente en la varilla es: 



(/) 


Sustituyendo mgh por la correspondiente energia cinetica mv 2 / 2 puede emplearse la 
ecuacion para determinar el esfuerzo dinamico producido por el impacto de una masa m que 
choca con velocidad v: 



(g) 



//////// 


m 


L 


h 





Figura 13-12. Carga din^mica o de impacto en una varilla. 
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Estas ecuaciones muestran que para reducir el valor de los esfuerzos debidos al impacto 
o a cargas dinamicas, se debe emplear un material con valores mas pequenos de £, o aumen- 
tar la section A o la longitud L de la varilla. Como se observa, esto es completamente distin- 
to de lo que ocurre con las cargas estaticamente aplicadas, en donde el esfuerzo es indepen- 
diente del valor de E y de la longitud £. 

Hasta ahora se ha supuesto que el esfuerzo es inferior al limite de proporcionalidad. 
Cuando este limite se sobrepasa, el problema es algo mas complejo, ya que el alargamiento 
no es proporcional a la carga. Sin embargo, se puede encontrar un procedimiento para deter- 
minar cuando se producira la ruptura debido a un impacto. Para ello, suponiendo que la for- 
ma del diagrama del ensayo a tension no dependa de la velocidad coh que se estira la barra, el 
area OABC de la figura 13-13 representa el trabajo realizado contra la barra para producir 
un alargamiento <5. Este trabajo debe ser igual a mg( h + 5) producido en la caida de la carga 
mg, Cuando mg(h + <5) es igual o superior al area total OADE , el efecto del impacto sera la 
ruptura de la barra. 

La resistencia de una barra al impacto depende, pues, de la ductilidad del material. La 
figura 13-14 representa, superpuestos, los diagramas de ensayo a tension de un acero de alta 
resistencia y poca ductilidad, y de un acero de menor resistencia pero gran ductilidad. El 
area rayada horizontalmente A x es mucho mayor que el area rayada verticalmente A 2 , por lo 
que el acero mas ductil puede absorber mayor cantidad de energia y por tanto, soportara un 
impacto mayor. Por este motivo, en elementos de maquinas o de estructuras que ban de estar 
sometidos al efecto de impactos es preferible emplear aceros ductiles mas que de alta resis- 
tencia. 

En relation con lo expuesto, el area total del diagrama esfuerzo-deformacion se suele 
denominar mddulo de tenacidad , y representa la energia almacenada por unidad de volumen 
hasta la ruptura. Su valor es, aproximadamente, 




o.. + 


(A) 


siendo a c y o u el esfuerzo en el punto de cedencia y el esfuerzo ultimo, respectivamente, y e u la 
deformacion con el esfuerzo ultimo. Al area partial del diagrama hasta el esfuerzo 
en el limite elastico se la suele llamar mddulo de resiliencia y representa la energia por unidad 
de volumen que puede ser absorbida dentro de la zona elastica sin dar lugar a una deforma- 
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Figura 13-15. Carga dinamica o de impacto sobre una viga. 


cion permanente. Si la relation esfuerzo-deformacion es lineal, su valor es 



(0 


Flexion 


En la figura 13-15 una viga simplemente apoyada en sus extremos se somete al impacto 
de una masa m que cae libremente desde una altura h hasta golpear a la viga en su punto me- 
dio, dando lugar a una deflexibn dinamica <5. Si no se excede el limite de proporcionalidad, se 
pueden aplicar las ecuaciones (6), (c) y (d). Si h es grande comparada con 6 sn se tiene: 


S = X /r 2hS^ 


En este caso, 8 SI = wgL 3 /48£'/,segun la tabla 6-2, por lo que el coeficiente de impacto es: 

JL --i/^T -^ l 96EIh 

^St V ^sl V 

La formula de la flexion da para el esfuerzo estatico 

Me _ mgl, c 

° sl ~ ~T ~ ' 7 


por lo que el esfuerzo dinamico maximo es: 


o 


8 IbmghEc 2 

77>< = y —n- 




Limitaciones 

El estudio realizado supone que el trabajo total producido por el peso al caer, o k, 
energia cinetica en el momento del impacto, se puede almacenar integramente en la estructu- 
ra resistente en forma de energia elastica de deformacion. Esta hipotesis no se cumple nunea 
por las siguientes razones: si la vetocidad del impacto es grande, la deceleracion de la masa 
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movil puede ser tan rapida que la energia cinetica se transforme, en parte, en calor y en de- 
formaciones plasticas locales tanto de la masa como del elemento que soporta el impacto. 
Incluso si la velocidad del impacto es menor, la estructura, que siempre tiene una rigidez 
grande, puede dar lugar al mismo efecto. Finalmente, si la masa de la estructura resistente 
es grande en relacion con la del cuerpo que choca, su inercia puede producir resultados ana- 
logos, es decir, hay que tener en cuenta la masa del elemento que se ha de mover. 


PROBLEMAS 

1314. Una masa de 50 kg atada al extremo 
de un alambre de acero de 30 m de longitud cae 
desde una altura de 2 m. La seccion del alambre 
es de 250 mm 2 y se supone que el modulo elastico 
es E = 100 GPa. Calcular el esfuerzo maximo en 
el alambre. 

Resp. a = 164 MPa 

1315. Un ascensor cuya masa es 2 Mg des- 
ciende a una velocidad de 2 m/s. El tambor de 
accionamiento se detiene bruscamente cuando se 
han desenrollado 30 m de cable. Si la seccion rec- 
ta de este es de 600 mm 2 y E = 100 GN/m 2 , cal- 
cular el esfuerzo maximo que aparece en el cable, 
despreciando el peso del mismo. 

1316. Una masa de 6 kg cae desde una altu- 
ra de 0.8 m golpeando la cabeza de un perno de 
acero, como se indica en la figura P — 1316. Su- 
poniendo que toda la energia es absorbida por el 
perno, calcular el espesor e de su cabeza si el es- 
fuerzo cortante, en la superficie cilindrica de 
union de la cabeza, no debe exceder de 80 


A 



m 

i 

i 

i 

1.5 

Perno de acero de 


Q.i 


20 mm de didmetro — 1 ► 


l m 



i 

r 


MN/m 2 , suponiendo que E - 200 GN/m 2 . 

Resp. e - 12.5 mm 

1317. Una viga simplemente apoyada, de 
longitud L y seccion rectangular, es golpeada en 
su centro por una masa m que cae desde una altu- 
ra h . Demostrar que el valor del esfuerzo maximo 
en la viga, es <r = 18 mgh E/AL. 

1318. Calcular el coeficiente de impacto pa- 
ra una viga simplemente apoyada de 3 m de lon- 
gitud sometida al impacto de una masa de 900 kg 
que cae desde una altura de 2.5 m en un punto a 
1.0 m de uno de los apoyos. Supongase que la 
seccion de la viga es rectangular y mide 40 mm de 
ancho por 90 mm de altura y que E = 200 x 10 9 
N/m 2 . Despreciar el peso de la viga. 

Resp. 25.9 

1319. Una viga de seccion rectangular de 60 
mm de ancho por 100 mm de altura se emplea 
como viga en voladizo de 2 m de longitud. Una 
masa de 40 kg cae desde una altura de 0.2 m gol- 
peando su extremo libre. Calcular el esfuerzo ma- 
ximo y la deflexion maxima en el punto de impac- 
to; E = 200 GPa. 

Resp. cr = 162 MPa; 

6 = 21.5 mm 

1320. Un furgon de ferrocarril de 12 Mg de 
masa se mueve a razon de 1 .2 m/s cuando choca 
con un tope que tiene un juego de 8 resortes en 
paralelo. Cada uno de los resortes tiene 10 espiras 
de varilla de acero de 25 mm de di&metro, siendo 
el radio medio de la espira de 100 mm. Aplieando 
la formula de Wahl dada en la ecuacion (3-10). 
determinar el esfuerzo maximo desarrollado en 
los resortes, si G = 80 GPa. 


Figura P-1316. 
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13-7. ESFUERZOS CORTANTES EN ELEMENTOS DE 
PARED DELGADA SOMETiDOS A FLEXION. 

FLUJO DE CORTANTE 

La formula desarrollada en la seccion 5-7 para determinar el esfuerzo cortante en la fle- 
xion, tambien se puede aplicar al calculo del esfuerzo cortante en las alas de los perfiles en I, 
en IJ y otros tipos. En la figura 13-16 se explica la existencia de este esfuerzo cortante al es- 
tudiar el diagrama de cuerpo libre de un elemento de las alas, separado mediante dos sec- 
ciones adyacentes de la viga y una seccion longitudinal. La linea punteada representa, en 
perspective, una viga en voladizo en la que se han separado los elementos que figuran con 
linea continua. Si la fuerza vertical P actua haci^ abajo, el ala superior esta sometida a ten- 
sion, siendo T 2 mayor que T ly ya que el momento en la seccion 2 es mayor que en la seccion 
1 . Para el equilibrio del elemento en esta ala superior, tiene que existir una fuerza cortante F s 
que actue tal como se indica en la figura, y que de lugar a la existencia de la fuerza cortante 
lateral H v La direccion de H x determina la direccion de los esfuerzos cortantes en el ala supe- 
rior. 

Analogamente, las fuerzas de compresion C 2 y C 1 que actuan en el elemento correspon- 
diente del ala inferior, requieren la existencia de la fuerza cortante H 2 y, por tanto, en el ala 
inferior los esfuerzos cortantes seguiran esta direccion. Debido, pues, a que el ala superior 
esta sometida a tension y la inferior a compresion, los esfuerzos cortantes tienen sentidos 
opuestos en estos patines. 

El valor de los esfuerzos cortantes longitudinales en las alas se determina mediante la 
ecuacion (5-4), siempre que el espesor sea pequeno, para que pueda suponerse, sin error 
apreciable, que la distribution de este esfuerzo en el espesor del ala es uniforme. Mas conve- 

\P 



F igura 13-16. Fuerzas cortantes laterales H x y H 2 en las alas o patines de una viga / en voladizo. El cortante vertical 
exterior actua hacia abajo. 
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Figura 13-18. Variation del flujo de cortante. En (a) y (b) la fuerza cortante V es hacia 
abajo; en (c) y (d) hacia arriba. 


niente es aplicar el concepto de flujo de cortante que se cito en la seccion 3-5 y luego en la sec- 
cion 5-7, ecuacion (5-4a). Segun este concepto, a una distancia z del borde del ala, tanto en el 
caso (a) como en (b) de la figura 13-17, la ecuacion (5-4a) permite escribir: 



(«) 
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lo cual indica que el f lujo de cortante en las alas e$ directamente proporcional a la distancia 
al borde libre del ala. 

En la figura 13-18 se han representado graficamente la variacion del flujo de cortante y 
su direction. En (a) y (b) de esta figura, que corresponden a los casos (a) y (b) de la figura 13- 
17, $e ha supuesto que la fuerza cortante vertical V actua hacia abajo. 

Analogamente, para la seccion circular partida de la figura 13- 17c. el flujo de cortante 
en una seccion radial definida por el angulo <£ es: 

V V Vtr 2 

q — ~r Q ~ ~r I r sen d$) = — ^ — (1 - cos <J>) (b) 

i i J o 1 

La figura 13- 18c representa como varia el flujo de cortante, desde cero en la hendidura 
hasta un maximo en la seccion opuesta, en el caso de que la fuerza cortante vertical actue ha- 
cia arriba. Como ejercicio, calcular la variacion de flujo de cortante en la seccion circular en- 
tera de la figura 1 3- 1 7d, variacion que se ha representado en la figura 1 3- 1 8d. 


13*8. CENTRO DE TORSION 

Ahora estamos en condiciones de estudiar la flexion de barras cuya seccion tenga un so- 
lo eje de simetria, y cargadas de forma que dicho eje sea el eje neutro. En cualquier seccion de 
una viga, siempre que no se trate de flexion pura (momento flexionante constante), existen 
esfuerzos cortantes. Estos esfuerzos dan iugar a una fuerza cortante interna o resistente, 
cuya resultante ha de ser igual, opuesta y colineal con la fuerza cortante exterior; si esto no 
ocurre, la flexion vendra acompanada de torsion de la viga. La flexion sin torsion tiene lugar 
solamente si la resultante de las fuerzas cortantes exteriores pasa por el llamado centro de 
torsion , que tambien se llama centro de cortante , e incluso centro de flexion. El centro de 
torsion es un punto de la seccion recta por el que debe pasar el piano que contiene las fuerzas 
exteriores (piano longitudinal) que producen la flexion para que la viga se deforme sin tor- 
sion. 

Empecemos por un perfil en U o canal, utilizado como viga en voladizo, cuyo diagrama 
de cuerpo libre se representa en la figura 13-19. Las fuerzas resistentes consisten en: la fuerza 
cortante vertical V r que se supone actua en el alma (como en el Prob. 566), el par resistente 
M r formado por las fuerzas de tension y de compresion Ty C (que se han representado ac- 
tuando en las alas), y las fuerzas cortantes horizontales H en las alas, que son las resultantes 
de los esfuerzos cortantes determinados como se ha indicado en la seccion anterior. 

Puede parecer sorprendente que la carga P no este aplicada en ei piano longitudinal 
que pasa por ei centro de gravedad de la seccion, pero las condiciones de equilibrio de- 
muestran que debe aplicarse tal como se indica en la figura 13-19. Mas adelante se calcula su 
position. De momento veamos como se cumplen las seis ecuaciones o condiciones de 
equilibrio estatico en el espacio tridimensional. 

1. LX - 0 se satisface por el equilibrio entre las fuerzas T y C, iguales y opuestas. 

2. L Y = 0 se cumple porque la fuerza cortante vertical resistente V r equilibra a la fuer- 
za cortante vertical V producida por P. 

3. LZ = 0 se satisface por la igualdad de las fuerzas //, opuestas en las dos alas, supe- 
rior e inferior. 

4. LM V - 0 se cumple porque las fuerzas verticales no dan lugar a momento alguno 
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V r 


H 


Figura 13-20. 


respecto del eje Y, los momentos de T y C con respecto a Y son iguales y opuestos, y los pro- 
ducidos por las fuerzas H con respecto a un eje Y que no las corte son tambien iguales y 
opuestos. 

5. LM Z = 0 se satisface porque el momento flexionante M es equilibrado por el memen- 
to resistente M r producido por T y C. 

6. LM X = 0. Esta condition ha de cumplirse para que no exista torsion, y solamente 
puede satisfacerse si el momento de la fuerza aplicada con respecto al eje X, equilibra a los 
momentos de las fuerzas cortantes resistentes desarrolladas en la seccion. Eligiendo el eje X 
de manera que pase por el centro del alma, se elimina el momento de V r . En el dibujo de la 
seccion, representado en las figuras 13-19 y 13-20, haciendo cero la suma de momentos con 
respecto a O resulta: 

[2M 0 = 0] Ve = Hh (a) 


El valor de las fuerzas H en las alas es el producto del flujo de cortante medio (por ser li- 
neal su variacion) por la longitud del ala, y aplicando la ecuacion (a) de la seccion 13-7 se 
tiene: 


, /I Vhtb \ _ 

H 9 med. ' \l' 21 ) b 


Vhtb 2 


4 / 
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Figure 13-21. En una seccion con dos ejes de simetria el centro de lorsidn C coincide con el centroide (o c.g.) O. 


Sustituyendo este valor de H en la ecuacion ( a ), 



(13-9) 


El punto C, situado en el eje neutro a la distancia e del centro del alma, es el centro de torsion 
de la seccion. 

En una seccion en 1, las fuerzas de flexion causan tambien fuerzas cortantes horizonta- 
les f/en las alas, pero, por la simetria existente respecto al piano vertical longitudinal en cada 
ala, superior e inferior, aparecen las fuerzas H iguales y opuestas a derecha e izquierda, co- 
mo se indica en la figura 13-21 . (Ver tambien en la figura 13-1 8a, el sentido del flujo de cor- 
tame.) Por tamo, los momentos de estas fuerzas // con respecto al centro de ia gravedad dc 
la seccion se equilibran, y el piano de las cargas debe pasar por el centro mencionado (ya que 
la fuerza cortante vertical resistente V r pasa por el), para evitar la torsion. Por tanto, en las 
secciones 1 y, en general, en todas aquellas que tienen dos ejes de simetria perpendiculares, el 
centro de torsion esta situado en el centro de gravedad, es decir, en el punto de intersection 
de ios dos ejes de simetria. 

En una I de alas desiguales y de corto espesor de patines y alma, colocada en la position 
que indica la figura 13-22, la resistencia del alma a la flexion es despreciable y puede supo- 
nerse, por tanto, que la fuerza cortante V sera soportada por las fuerzas cortantes resist en- 



Figura 13-22. 
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tes Fj y V 2 que actuan en el ccntro de cada ala. Para evitar la torsion, la resultante V r de K s y 
V 2 debe ser igual a V, colineal a ella y de sentido opuesto. Por tanto, tomando momentos res- 
pecto del centra de torsion C, resulta: 

V ] b l = V 2 b 2 (b) 


Para obtener otra relaci6n entre V 1 y K 2 , consideremos que las dos alas se deforman como vi- 
gas separadas, con el mismo radio de curvatura en cada punto, es decir, con elasticas iguales. 
En estas condiciones, ya sea aplicando la ecuacion p = El/M , o bien, la ecuacion de la elasti- 
ca, se obtiene: 


P _ _ _ ^2 

E A/, M 2 


(c) 


Ahora bien, los momentos flexionantes M x y M 2 son, para la misma distribution de la fuerza 
exterior, proporcionales a la fuerza y, por tanto, proporcionales a V x y V v En consecuencia, 
la ecuacion (c) se transforma en: 



(d) 


que, junto con la ecuacion ( b) 9 permite escribir: 

b 2 /, 


( 13 - 10 ) 


Por tanto, conociendo la relacion b t / b 2 y su suma, se determina la posicion del centro de 
torsibn C, que queda situado entre el centro de gravedad de la seccion y el centro del ala que 
tenga mayor momento de inercia. 

Si solamente hay un ala, como en la seccion en T de la figura 13-23, al suponer tambien 
despreciable la resistencia a la flexion en el alma, el centro de torsion coincide con el centro 
de gravedad del patin. En general, para cualquier seccion formada por dos rectangulos 
estrechos, como el flujo de cortante discurre a lo largo del eje longitudinal en cada uno de 
ellos, el centro de torsion estara en la interseccibn de estos dos ejes longitudinales, como se 
indica en la figura 13-24. 

En una seccibn en Z, el procedimiento es igual que en una seccion en U. En la figura 
l3-25a se representa el flujo de cortante, y en la figura 13-25b las fuerzas cortantes resultan- 



Figura 13-23. 


Figura 13-24. 
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tes. La resultante de estas en las dos alas es 2H , que actua en el centro de gravedad de la sec- 
cion. Cornbinando esta resultante con la fuerza cortante en el alma, se obtiene la fuerza cor- 
tante total R en la seccion. El centro de torsion coincide con el centro de gravedad 0, pero el 
piano de las cargas debe estar orientado segun R y, por tanto, se debe colocar la seccion incli- 
nada como se indica en la figura 13-25c cuando las cargas son verticales, si se quiere que la 
flexion tenga lugar en el mismo piano que el de las cargas. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1321 . Si la fuerza cortante vertical que actua en la seccion en U de pared delgada de la 
figura 13-26 es de 2000 N, calcular y representar el flujo de cortante y determinar la posicion 
del centro de torsidn. 


>-100 mm- 


i 


E.N. 




250 mm 


-<=2.5 mm 


(a) 



9 b =5646 N/m 


H= 282 N 


q c = 9175N/m| 


~*1 e 

E.N. | 

E.N. 

1 

0 

1 


1 ' 

< V r =2000 N 

V = 2000 N 




tf=282N 
(c) 


Solution: El momento de inertia de la section con respecto a la linea neutra es: 



Ml 

12 


+ Ad 2 


)] 


/ = 


(2.5)(250) 3 


+ 2(2. 5)( 100)(125) 2 


= 11.07 X 10 6 mm 4 
= 11.07 X 10 -6 m 4 


12 
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Debido al pequeno espesor del perfil, se puede considerar que el flujo de cortante actua 
a lo largo de la linea media de la seccion, ABCDE, como se indica en la figura l3-26b. En A, 
el flujo de cortante es nulo; en B, la ecuacion (5-4a) da 


‘Jb ~ j Qab ~ 


2000 


(2.5 x 10 “ 3 )( 100 x 10 -3 ) 


11.07 X KT 6 
x (125 x 10~ 3 ) 

= 5646 N /m 

En un punto cualquiera C puede escribirse directamente q c - {V / /) Qac » pcro como Q A c 
es el momento del area de A a C en rclacion con la linea neutra, se puede descomponer en la 
suma de los momentos de las areas de A a B mas el area de B a C, por lo que se puede expre- 
sarq ( = ( V/1){Q a „ + Q HC ), obien, q H + ( V/I)Q HC ■ En estas condiciones el flujo de cortante 
en C es: 


<7c = 4b + ~j Qbc = 5646 + 


2000 


11.07 X 10 -6 
x (125 x 10~ 3 
= 5646 + 3529 = 9175 N/m 


(2.5 X 1CT 3 ) 
125 x 1<T 3 


J 125 x 10“ 3 \ 1 

H — 2 — Jj 


Como se indica en la figura !3-26b, e! flujo de cortante varia lineaimente en AB , pero 
entre By D varia en forma de arco parabolico. El valor medio en el alma es, pues, 5646 + 
f (3529) = 8000 N/m. La fuerza cortante en el alma es V r - q me(t x L = 8000(0.250) = 
2000 N, que coincide con la fuerza cortante aplicada V = 2000 N. La fuerza cortante en cada 
ala es H = q meil x L = (\ x 5646)(0.100) = 282 N. 

Para evitar la torsion, la fuerza cortante exterior V debe estar a una distancia e a la iz- 
quierda de O, figura 13-26c, de manera que equilibre al momento torsionante producido por 
la fuerzas cortantes internas. As) pues, 

[LMo = 0] 2000 e = 282 (250) e = 35.3 mm 


El valor de e se puede calcular directamente de la ecuacion (13-9), es decir, 


e = 


h 2 b 2 t 

41 


(250) 2 (100) 2 (2.5) 
4(11.07 X 10 6 ) 


Sin embargo, es mas interesante aplicar el calculo numerico indicado, que establecer directa- 
mente la ecuacion (13-9), para comprender mejor el concepto de flujo de cortante, lo que fa- 
cilitara su aplicacion en problemas mas complejos. 


PROBLEMAS 

1322. Determinar la posicion del centro de 
torsion en la seccion indicada en la figura 13-22, 
si t t = t 2 =a t 3 = 10 mm, h x = 150 mm, h 2 = 
100 mm y h 3 = 180 mm. 

1323. Determinar la posicion del centro de 
torsion en la seccion de la figura 13- 17c, que con- 


siste en un cilindro de pared delgada, partido a lo 
largo de una generatriz. El espesor de la pared es 
e y el radio medio r. 

Resp. e = 2 r, medida a lo largo del eje de 
simetria desde el centro del cilindro, 
en direccion opuesta a la hendedura. 
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1324 . Demostrar que la position del centro 
de torsion en el anillo semicircular delgado de la 
figura P-1324 viene dada por e = Ar/ir a la iz- 
quierda de O. 

1325 . La section de pared delgada repre- 
sentada en la figura P-1325 consiste en un anillo 



semicircular de radio medio r, prolongado por 
dos partes rectas de longitud r. Comprobar que el 
centro de torsion esta a una distancia e = 
(/^//)(7r + 3) a la izquierda de O, y que para r = 
50 mm y t = 2.5 mm, se obtiene e = 86.0 mm. 
lEs necesario conocer el valor del espesor t ? 



1326 . Si la fuerza cortante vertical a que 
queda sometida la section de la figura P-1326 es 
de 3600 N, dibujar el diagrama de flujo de cor- 
tante y situar el centro de torsion. 

Resp. q = 3 y 6 kN/'m en la union del patin 
y el alma; d = 18.8 mm a la izquierda 
del alma. 

1327 . Si la fuerza cortante vertical en la sec- 
tion representada en la figura P-1327 es de 3000 
N, trazar el diagrama de flujo de cortante y situar 
el centro de torsion. Nota : Aunque el flujo de 
cortante en AB y FE varia realmente en forma 
parabolica, puede suponerse sin error apreciable 
que varia lineal mente. 



Resp. q B = Qe - 3.01 kN / m; q c = q D = 
8.14 kN / m; e = 62,8 a la izquierda 
del centro del alma. 


150 mm 150 mm 



Figura P-1326. 


Figura P-1328. 
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1328. Situar el centre de torsion en la sec- ra P-1 329? dista b/(2yjl) de la izquierda de la es- 


cion de pared delgada de la figura P-1328. 


quina opuesta a la abertura. 


1330. Una seccion de pared delgada tiene 
la forma indicada en la figura P-1330. Las alas 
tienen una inclination dea con respecto a la hori- 


Resp. 27.5 mm a la izquierda del alma. 


1329. Comprobar que el centro de torsion zontal. Determinar la posicion del centro de tor- 


en el tubo de seccion cuadrada y paredes delga- sion. 
das. hendido en una esquina como indica la figu- 




60 mm 

i E.N, 


60 mm 


E.N. 



Figura P-1330. 


Figura P-1329. 


Resp. 16.3 mm a la izquierda del alma. 


13-9. FLEXION ASIMETRICA 

En la teoria de la flexion, desarrollada en el Capitulo 5, se hace la hipotesis de que las 
cargas transversales actuan en un piano longitudinal que pasa por uno de los ejes de simetria 
de la seccion recta. En estas condiciones, la linea neutra pasa por el centro de gravedad de la 
seccion y es perpendicular al piano de las cargas. En la seccion precedente se ha generalizado 
la aplicacion de las formulas de la flexion al caso de secciones con un solo eje de simetria, car- 
gadas de forma que este eje fuera la linea neutra. En ambos casos, solamente es posible la 
flexion sin torsion si el piano de las cargas pasa por el centro de cortante, condicion que se 
cumple automaticamente en el primer caso y habia de ser satisfecha en el segundo obtenien- 
do su posicion como sc ha indicado. 

Una ultima condicion que se cumple en estos casos, aunque no se ha hablado de ella, es 
que el piano de las cargas ha de ser paralelo a uno de los ejes principales de inercia de la sec- 
cion, o bien, ha de contenerlo. Empecemos por el caso en que el piano de las cargas contenga 
a un eje de simetria, tal como el eje Y, en la figura 13-27. Al deducir la formula de la flexion, 
seccion 5-2, se aplica la condicion de equilibrio estatico LM X = 0, es decir, el momento fle- 
xionante aplicado se equilibra con el momento resistente producido por los esfuerzos norma- 
les, M x = j y(a dA). 

Si las cargas exteriores actuan en el piano longitudinal que pase por el eje Y 9 el momento 
externo M y es nulo*. Sin embargo, la fuerza diferencial a dA que actua sobre un elemento 
cualquiera de la seccion tiene un momento x(o d A) con respecto al eje Y. 


* Si la seccion tiene un solo eje de simetria y este es el E.N,, el piano de las cargas debe ser paralelo al piano 
longitudinal principal, normal al piano de simetria, pero ha de pasar por el centro de torsion; tambien en este caso es 
My = 0 . 
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Plano de las cargas 
/ de flexion 

Y 


odA = £ ydA 


Figura 13-27. El esfuerzo de f lexion origina momentos resistentes con respecto al eje 
Y y con respecto al eje X. El momento My - 0 si Y es un eje de simetria, o un eje 
principal si no hay ejes de simetria. 


Ahora bien, si el eje Y es un eje de simetria, a cada elemento de area le corresponded 
otro simetrico (no represen tado en la figura 13-27), y que produeira un momento - x(odA ) 
igual y opuesto al anterior, que lo neutraliza. Por tanto, j x(o dA) sera igual a cero. Para 
una seccion que no tenga ejes de simetria, el momento resultante, con respecto al eje Y, de 
las fuerzas de flexion es: 



que para anularse y que se cumpla la condition LA f v = 0 exige la anulacion de la integral 
j xy dA. Esta integral es, precisamente, el producto de inercia de la seccion P xy , que se anula 
cuando Xy Y son los ejes principals de la seccion. Se deduce, pues, que la formula de la fle- 
xion solo puede aplicarse cuando el piano longitudinal en que actuan las cargas es paralelo 
a uno de los ejes principals de inercia de la seccion, o lo contiene. Estos pianos se llaman 
pianos principals de flexion. 

Despues de estas consideraciones se puede examinar el caso de la flexidn asimetrica , es 
decir, cuando las cargas actuan en un piano longitudinal inclinado respecto de los pianos 
principales de flexion. Estos casos se presentan con frecuencia, por ejemplo, en las viguetas o 
correas de un techado, que se colocan inclinadas segun la pendiente de este y soportan cargas 
verticales (el peso) que forman un angulo considerable con los ejes principales de la seccion. 
En las estructuras, y mas aun, en los elementos de maquinas, las condiciones de de- 
formation o de funcionamiento hacen que muchas veces las cargas actuen inclinadas con res- 
pecto a los pianos principales de flexion. 

Veamos en primer lugar el caso de una seccion simetrica que, como se indica en la figura 
13-28, esta sometida a cargas inclinadas con respecto a los ejes de simetria. Sustituyendo la 
fuerza aplicada por sus componentes vertical y horizontal, se tienen los dos estados de carga 
indicados en (b) y (c), cada uno de los cuales puede resolver se directamente aplicando las for- 
mulas de flexion, y superponer despues los resultados obtenidos. En (b), el eje X es la linea 
neutra, mientras que en (c) lo es el eje Y. Cada estado de cargas produce esfuerzos de flexion 
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P sen 8 x 


(b) 


Figura 13-28. Flexion asimetrica descompuesta en flexion simetrica con respecto a los 
ejes X y Y. 


normales a la section, por lo que el esfuerzo resultante en cada punto es la suma algebraica 
de los esfuerzos producidos por cada estado de cargas por separado, es decir: 


siendo M x el momento flexionante respecto del eje X producido por P cos 0 , y M v el momen- 
to flexionante respecto del eje Y producido por P sen 6, En funcion del momento flexionante 
total M, y para una sola carga, M x = M cos 0 y M v = M sen 0, de manera que la ecuacion 
(13-11) se puede escribir en la forma: 


(M cos 6)y + (M sen B)x 


(13-lla) 


a 


Volviendo a la figura 13-28a, la linea neutra se ha dibujado con una inclination a respecto 
del eje X. Para determinar su position, se dispone la condition de que un punto cualquiera A de 
la misma ha de tener un esfuerzo resultante nulo, ya que la linea neutra es el lugar geometrico 
de tales puntos. Tal y como se ha representado la carga, los puntos de esfuerzo nulo han de 
estar en el segundo y cuatro cuadrantes, ya que solamente en estos pueden tener signos 
opuestos los esfuerzos normales de flexion correspondientes a los estados de carga (b) y (c). 
En estos dos cuadrantes, las coordenadas xy y tendran signos mas y menos, o menos y mas, 
lo que sustituido en la ecuacion (13-lla) da: 


(M cos 9){-y A ) + (M sen 0)(x A ) 



Dividiendo entre A/ y despejando y A /x A resulta: 
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o bien, 


tan a = --tan 9 


( 13 - 12 ) 


Se deduce, pues, que excepto en el caso en que I x es igual a I y9 o cuando 0 = 0 o 7r/2, la 
Hnea neutra no es perpendicular al piano de las cargas. Se observa tambien que la Unea 
neutra esta inclinada con respecto al eje X en el mismo sentido que el piano de las cargas lo 
esta respecto del eje Y. Para estudiar la elastica de la viga, se ha de sumar vectorialmente los 
desplazamientos producidos por las componentes segun X y Y de la carga. Las deflexiones 
horizontales y verticales son, en general, para una sola carga, 5 X = P, l?/kE\ y y b y - P y 
0/kEI x , siendo k el factor que depende de las condiciones de sujecion de la viga, de la posi- 
tion de la carga y de la position de la seccion que se considera. La inclinacion de la deflexion 
total respecto del eje Y viene dada por: 


S x _ PJly 

Py/h 


P sen 9 
P cos 9 



tan 9 


que es el mismo valor que tan a en la ecuaeion (13-12). Como a se ha medido con respecto al 
eje X , y aqui la inclinacion de la el&stica es respecto del eje y, la deflexion total en un punto 
es perpendicular a la Hnea neutra y, por tanto, no coincide con el piano de las cargas. 

En el caso de una seccion sin ejes de simetria, como la seccion en Z representada en la fi- 
gura 13-29, cargada verticalmente, dado que los ejes principales de la seccion son 1-1 y 2-2, el 
piano de las cargas resulta inclinado un angulo 6 con respecto a uno de los pianos principales 
de flexion. La flexion es, pues, asimetrica, y como se vera en el problema 1332, los esfuerzos 
se determinan descomponiendo P en sus componentes con respecto a los ejes principales, 
aplicando luego la ecuaeion (13-11). Refiriendonos de nuevo a la figura 13-25c, para que se 
produzca la flexion en la direccion de R, el piano de cargas debe coincidir con dicha direc- 
cion. La direccion de R coincide precisamente con el eje principal 1-1 y, en este caso, 0 - 0; 
de acuerdo con la ecuaeion (13-12) el eje 2-2 es la linea neutra. 



Figura 13-29. Flexi6n asimetrica en una seccion sin ejes de simetria. Los ejes 1-1 y 2-2 
son los ejes principales. 
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6000 N _ Y 8000 N 




8000 N 6000 N 
2m w 2 m w 


X 


D 


c 


Figura 13-30. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

1331. Un perfil W250 x 33 se emplea como viga en mensuia y soporta ias cargas repre- 
sentadas en la figura 13-30. Calcular los esfuerzos en las esquinas A, B, C y D, y la inclina- 
tion de la linea neutra en la seccion de empotramiento. 

Solution: Se descomponen las cargas en las direcciones X y Y, y se calculan M x y M v : 


M x = - (6000 cos 45°)4 - (8000 cos 30°)2 = -30.8 kN*m 


El signo menos de M x indica que la curvatura en el empotramiento es hacia abajo y qiie la fle- 
xion producira tension en A y B y compresion en C y D. 

Tomando momentos de las componentes horizontales de las cargas con respecto al eje Y 
en la seccion de empotramiento: 


M y = (6000 sen 45°)4 - (8000sen 30°)2 = 8.97 kN*m 


Este momento fiexionante produce tension en A y D y compresion en B y C. 

Segun la tabla B-2 del Apendice B, S x = 379 x 10 3 mm 3 = 379 x 10 -6 m 3 y S y = 64.7 


x 10 3 mm 3 = 64.7 x 10 6 m 3 , por lo cual los esfuerzos maximos producidos por M x y M v 



Como indica la ecuacion (13-11) estos esfuerzos se suman algebraicamente. Para ello, y 
con objeto de evitar errores, se hace un cuadro con los valores, positivos de tension y negati- 
ves de compresion, de los esfuerzos en los cuatro puntos. 


Esfuerzo en MPa 
debido a: 


A 


B 


C 


D 



+ 81.3 
+ 138.6 


+ 81.3 
-138.6 


-81.3 
- 138.6 


-81.3 
+ 138.6 


+ 219.9 


-57.3 


-219.9 


+ 57.3 
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En este ejemplo, para trazar la linea .neutra, no se puede aplicar directamente la 
ecuacion (13-12), ya que el piano de action de las cargas (y de los momentos flexionantes) no 
es constante a lo largo de la viga. En lugar de esta ecuacion, se acude a la ecuacion (13-1 1); 
igualando a cero el esfuerzo, para un punto cualquiera de la linea neutra se tiene: 



y como y/x es tan a, sustituyendo los valores de l x e I v de la tabla B-2 (Apendice B), asi conio 
los momentos M x y M y en el empotramiento, resulta: 

l x M v 48.9 8.97 .. _ 

ta " ° ■ “ % * K ~ ~ 4J3 X ^308 - 3 0 '- ° b ‘“’ “ - 716 

A1 aplicar este metodo, es preferible prescindir de los signos y tener en cuenta unicamen- 
te los valores absolutos. La linea neutra estara orientada de manera que corresponda con los 
signos de los esfuerzos en A y B, C y D obtenidos en el cuadro anterior. En el caso presente, la 
linea neutra forma un angulo de 71.6° con el eje X. 

1332. Una viga en mensula de 2 m de longitud soporta una carga de 900 N en su extremo 
libre. Su seccion recta es un perfil Z de las dimensiones indicadas en la figura 13-31, y en la 
que /i = 8.00 x 10 6 mm 4 , / 2 = 3.75 x 10 6 mm 4 e I y = 1.23 x 10 6 mm 4 . Calcular el maxi- 
mo esfuerzo en A. 



Figura 13-31. 


Solution: Determinemos la direction y los valores de los momentos principales de inercia. 
Con los valores de I lt I 2 e I v dados, se traza el circulo de Mohr de momentos de inercia, figu- 
ra 13-32 (ver la seccion A-l 1), del que resulta I x = 10.53 x 10 6 mm 4 y 6 = 31.4°. 

En la figura 13-31, las coordenadas del punto A con respecto a los ejes principales son: 

x 4 = 76.2 cos 31.4° - 63.5 sen 31.4° = 32.0 mm 

y A = 76.2 sen 3 1.4° + 63.5 cos 31.4° = 93.9 mm 
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y las componentes de P en esas direcciones son: 

P x = Psen8 = 900 sen 3 1.4° = 469 N 
P y = P cos 8 = 900 cos 31.4° = 768 N 

Por tanto, las componentes del maximo momento flexionante, en el empotramiento, son: 

M x = P y L = 768(2) = 1536 N-m 
M y = P X L = 469(2) = 938 N m 

Teniendo ahora en cuenta la ecuacion (13-11), observando que produce tension y 
MyCompresion en A, se tiene: 


= = 1536(0.0939) _ 938(0.0320) 

h l y 10.53x10 6 1.23 x 10 -6 

= (13.7 - 24.4) x 10 6 = - 10.7 MPa «^P- 


El signo menos indiea que el esfuerzo total en A es de compresion. 


PROBI.EMAS 

En todos estos problemas las cargas pasan 
por el centro de torsion, 

1333. Calcular las componentes horizontal 
y vertical del desplazamiento en el extremo libre 
en el caso del problema 1331 . Use E = 200 GPa. 


1334. Una viga simplemente apoyada en sus 
extremos tiene la seed on recta y las cargas indiea- 
das en la figura P-1334. Si el esfuerzo normal ma- 
ximo no debe exceder de 120 MPa, determinar el 
valor de seguridad de P. 

Resp. P - 36.2 kN 
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Y 



1335. En la figura P-1335 se muestra la sec- 
cion recta de una viga simplemente apoyada 
sobre un tramo de 5 m, que soporta una carga 
concentrada en su punto medio, inclinada 60° 
respecto del eje Y. El eje X esta a 72.9 mm del 
borde superior de la seccion; l x - 34.18 x 10 6 
mm 4 e l y = 5.76 x 10 6 mm 4 . Si el esfuerzo ma- 
ximo no debe sobrepasar el valor de 80 MN/m 2 a 
compresion ni de 40 MN/m 2 a tension, evaluar la 
carga P maxima que puede aplicarse sin sobrecar- 
gar la viga. 

Resp. P = 3.05 kN 


1336. Una viga en mensula de 3 m de longi- 
tud, con la misma seccion recta que la del probte- 
ma 1335, soporta dos cargas concentradas aplica- 
das como se indica en la figura P-1336. Calcular 
la inclination de la linea neutra en el empotra- 


Y 



3 kN 4 kN 



Figura P-1336, 
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miento, y los esfuerzos maximos de compresion y 
de tension, 

Resp. a = 46.6°; o Cmdx = 61.3 MPa; 

<W = 59.1 MPa 

1337. La viga de seccion Z del problema 1332 
se emplea para soportar una cubierta, como se in- 


B 



Figure P-1337. 


dica en la figura P-1337. Soporta una carga verti- 
cal uniformemente distribuida de 3000 N/m, 
simplemente apoyada sobre un tramo de 4 m. Si 
la pendiente de la cubierta es-~,calcular el esfuer- 
zo maximo en la esquina A en los casos (a) y (b) 
de la figura. ^Cual de las dos posiciones es la mas 
conveniente? 

1338. Un angulo de 150 x 100 x 16 mm se 
emplea como viga en mensula de 2 m de longitud 
con el lado de 150 mm en posicibn vertical. So- 
porta una carga vertical de 4000 N aplicada en el 
extremo libre. Calcular el esfuerzo maximo y las 
componentes horizontal y vertical de la deflexion 
en el extremo libre. Indicacidn : Calcular la orien- 
tacion de la linea neutra para determinar el punto 
de esfuerzo maximo. 


13-10. VIGAS CURVAS 

Los elementos sometidos a flexion no siempre son barras rectas. A veces, como en el 
caso de los ganchos de las gruas, la linea media de la barra es una curva (en el piano de apli- 
cacibn de las cargas o momentos flexionantes). Si la curvatura es grande, es decir, un radio 
de curvatura pequefio, la distribucion de esfuerzos difiere notablemente de la dada por la 
formula de la flexion a = M c /I que se dedujo para las barras inicialmente rectas. 

Por ejemplo, consideremos una viga curva sometida a flexion pura, como indica la figu- 
ra 13-33. Se supone que las secciones planas permanecen planas despues de la flexion, hipo- 
tesis que, aunque no es estrictamente verdadera, proporciona resultados muy aproximados a 
la realidad. En estas condiciones, la flexibn hace que la seccion cd gire respecto a la seccion 
ab, pasando a la posicion indicada en linea punteada. Como consecuencia, dos fibras eyf, 
equidistantes de la linea neutra, tendran igual deformacion total, es decir, 6 e = b f . Aplicando 
la ley de Hooke, 5 = oL/E, se tiene: 



Figure 13-33. 
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Ahora bien, como se observa en la figura 13-33, la longitud L e de la fibra e es mayor que la 
longitud L f de la fibra /, segun la relacion de longitudes de la curvatura inicial de la viga. Asi, 
pues, o e es menor que o f y, por tanto, la distribucion de esfuerzos no es lineal. 

Como consecuencia de la no linealidad de la distribucion, no podran equilibrarse las 
fuerzas resistentes de tension y compresion que actuan en la seccion (seccion rectangular), si 
la linea neutra pasa por el centro de gravedad de esta; el eje neutro se desplaza hacia el 
centro de curvatura O. La distribucion lineal, a rayas en la figura, superpuesta a la distribu- 
cion no lineal, muestra no solo el desplazamiento del E.N., sino tambien el mayor valor de 
los esfuerzos en las fibras interiores y su menor valor en las exteriores, con respecto a los es- 
fuerzos que ocurririan si la viga fuera recta y se pudiera aplicar la formula de la flexion. 

Para determinar el desplazamiento del E.N. respecto del centro de gravedad y calcular 
los esfuerzos en funcion del momento flexionante aplicado, se procede como se especifica se- 
guidamente. En la figura 13-34, ab y cd representan dos seccion es adyacentes de una viga 
curva. Sea dO el angulo formado por las secciones antes de la flexion, y dip la rotacion de cd , 
producida por la flexion, respecto de su position inicial; el valor y es la ordenada de un ele- 
mento dA con respecto a la linea neutra, que esta a una distancia e , desconocida en princi- 
pio, del centro de gravedad de la seccion, y R es el radio de curvatura de la linea de centros de 
la barra. 

El alargamiento de una fibra a la distancia y de la linea neutra es y dip. La longitud ini- 
cial es (R — e + y) dd y, por tanto, la deformation unitaria es 


8 _ y d(p 
L ( R — e -f y) dO 


El esfuerzo, segun la ley de Hooke, es: 

_ E d<p y 
a Ee ~ de ' R - e + y 


(a) 


(b) 



Figura 13-34. 
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Si la viga esta sometida a flexion pura, las condiciones de equilibrio establecen que la su- 
ma de las fuerzas normales ligadas a la section es cero, y el momento de esta s fuerzas con res- 
pecto a un eje normal al piano de curvatura, equilibra al momento flexionante aplicado. De 
acuerdo con la primera condition, 

y como E dip/ d0 no es nulo, ha de ser 


/ 


y dA 

R — e + y 


= 0 


(d) 


en donde e es la uniea incognita. Se puede despejar su valor mediante el siguiente cambio de 
variable. Sea v la distancia al centro de curvatura del elemento dA . Entonces, y = v — ( R - 
e) y la ecuacion ( d ) puede escribirse en la forma: 


r y dA _ r v 

J R — e + y J 


v - (R - e) 


e + y 


dA 




de donde 



(13-13) 


Igualando ahora el momento flexionante aplicado al momento de las fuerzas resistentes. 



E dq> r y 2 dA 
dQ J R — e + y 


(e) 


integral que se simplifica sumando v restando (R - e) a uno de los dos factor es v del nume- 
rador, es decir, escribiendo >> = (R - e + y) - (R - e). La integral se puede poner en la 
forma: 


/ 


y 2 dA 

R - e + y 



<* - '>/ 


y dA 

R - e + y 


(/) 


La primera integral en el segundo miembro de la ecuacion (/) es el momento de la sec- 
cion recta con respecto a la linea neutra, es decir, Ae, y la segunda integral, segiin ( d), es nu- 
la. Asi, pues, la ecuacion ( e ) se transforma en: 

E dtp _ M 
dO Ae 

valor que, sustituido en ( b ), conduce a la expresibn: 
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Las ecuaciones (13-13) y (13-14) permiten, tedricamente, determinar los esfuerzos de fle- 
xi6n en las vigas curvas, pero su desarrollo analitico es complicado, en general, por lo que su 
aplicacidn se limita a casos sencillos como es la seccion rectangular. En la practica lo mas 
simple es la determination de los esfuerzos aplicando los resultados de los estudios realizados 
por Wilson y Quereau*, quienes calcularon los esfuerzos en las fibras extremas en vigas cur- 
vas de diversas formas de seccion recta y varios valores de la curvatura relativa, apegandose 
a la teoria de las vigas curvas y con la fdrmula comun de la flexibn de vigas rectas. Compa- 
rando resultados se determinaron los valores de un factor de correccidn K por el que se deben 
multiplicar los esfuerzos calculados mediante la fbrfnula de la flexidn en barras rectas, para 
obtener los esfuerzos reales en las vigas curvas. Por consiguiente, el esfuerzo en las fibras 
extremas en las vigas curvas se puede calcular mediante la expresion: 



(13-15) 


Los valores de K dependen de R / c, siendo R el radio de curvatura de la linea de centros de la 
viga curva, y c la ordenada respecto al centro de gravedad de la fibra interior. Para valores 
de R/c mayores de 20, los valores de K se aproximan a la unidad y, por tanto, en barras de 


Tabia 13-2. Factores de correccibn K para vigas curvas a emplear en la ecuacion (13-15) 



* Vease «A Simple Method of Determining Stresses in Curved Beams », Circular 16, Engineering Experiment 
Station, Universidad de Illinois. 
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Figura 13-35. Reducci6n de las fuerzas aplicadas, a su resultante y un par. 


poca curvatura se puede aplicar directamente la formula de la flexion de barras rectas, sin 
error apreciable. 

En el caso general de cargas transversales que no actuan en el piano de curvatura de la 
viga, es decir, cuando no se trata de flexion pura, el sistema de fuerzas en una seccion deter- 
minada se reduce a una resultante R aplicada en el centro de gravedad de la seccion y a un 
momento flexionante M. Este es igual, como siempre, a la suma de los momentos de las fuer- 
zas que actuan a un lado de la seccion, respecto de su centro de gravedad, y los esfuerzos nor- 
males de flexion, producidos por este momento, se calculan como si se tratase de flexion 
pura. 

La fuerza R se descompone en una fuerza cortante V en el piano de la seccion, y una 
fuerza normal N perpendicular a aquel. La fuerza N produce esfuerzos de tension o compre- 
sion uniformemente distribuidos (por estar aplicado en el centro de gravedad), de modulo o 
= N/A. El esfuerzo normal total se obtiene por superposition de este esfuerzo uniforme y 
de los esfuerzos de flexion. El esfuerzo cortante que produce V viene dado, como en el caso 
de vigas rectas, por expresion r = (V / lb) M e . 

PROBIEMA ILUSTRATIVO 

1339. El anillo circular representado en la figura 13-36 tiene una seccion rectangular de 
100 mm de ancho por 50 mm de espesor. Aplicando la ecuacion (13-15) y los valor es de K dados 
en la tabla 13-2, determinar los esfuerzos en A y B, y en C y D. Confrontar los valores obte- 
nidos en A y B mediante la aplicacibn de las ecuaciones (13-13) y (13-14). 

Solution: El radio de curvatura uc la linea media es R = 100 + 50 = 150 mm. La relacion 
R/ c = = 3 por lo que, segun la tabla 13-2, K t = 1.30 y K e = 0.81. El momento flexio- 

nante producido por P en la seccidn AB con respecto a su centro de gravedad, es M = 
0.150P = (0.150)(50 x \(fi) = 7500 N-m. Segun la ecuacion (13-15) se tiene: 




(0.050)(0.100) 


.2 


= 117 MPa, compresion 



(0.050)(0.100) 


,2 


= 72.9 MPa, tension 
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Sumando estos resuitados (Fig. 13-37a) al esfuerzo axial uniforme 


= 


JP 

A 


(50 x 10 3 ) 
(0.050) (0.100) 


- 10.0 MPa 


resultan como valores finales o A = — 127 MPa y o B = 4 62.9 MPa. 

Hn la seccion CD , el momento flexionante es M = P(0.150 cos 30°) = 6495 N * m. La 
componente de P, normal a CD , es /V = Pcos 30° = (50 x 10 3 )(0.866) = 43.3 kN. Por tan- 
to, los esfuerzos enCyD (Fig. 13-37b) son: 

‘ N 6 M ] a = - 43 ' 3 x 1()3 _ i 3Q 6(6495) 

A ± bh 2 \ C (0.050) (0.100) ' (0.050)(0.100) 2 

(8.66 X 10 6 ) - (101 X 10 6 ) 110 MPa 

= 43.3 X 10 3 6(6495) 

° D (0.050)(0.100) ' (0.050)(0. 100) 2 

= - (8.66 x 10 6 ) + (63.1 x 10 6 ) = +54.4 MPa 


Aplicando la ecuacion (13-13) al caso representado en la figura 13-38 se tiene: 


* - * - (y/ f ) - * - ( bh /c ¥ ) - * - (V 1 ^) 
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72.9 MPa -K ( 


Me 

I 




K, 


Me 


= -117 MPa 



Sustituyendo los valores numericos. 


e 


150 - 


100 

log, (200/ 100) 


= 150 - 


100 

0.6931 


= 150 - 144.3 = 5.7 mm 


Determinado e, se puede aplicar la ecuacion (13-14), que da para las tensiones en A y B 
los valores: 


M_ y' 
Ae v 


7500 (0.050 - 0.0057) 

’ A (0.050 X 0.100)(0.0057) 0.100 

= 117 MPa, compresion 

7500 (0.050 + 0.0057) 

’ B (0.050 X 0.1 00)(0.0057) ’ 0.200 

= 73,3 MPa, tension 
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T 


dv 


1 

y 


Eje centroidal 


E.N. 


R 


Eje de curvatura 


Figura 13-38. 

A estos valores se ha de sumar el esfuerzo axial - 10.0 MPa, con lo que resulta, por tanto, 
o A = - 127 MPa y o B = + 63.3 MPa. 

Como se observa, la ecuacion (13-15) junto con la tabla 13-2, dan resultados muy 
aproximados a los que se obtienen con las ecuaciones (13-13) y (13-14) y su aplicacion es 
mucho mas sencilla. 


PROBLEMAS 

1340. Una viga curva de seccibn rectangular 
de 10 mm de espesor y 50 mm de altura tiene un 
radio de curvatura medio de 50 mm. Calcular los 
esfuerzos en funcion de M en un punto a 40 mm 
de la superficie exterior. 

1341. En el gancho de seccibn circular de la 
flgura P-1 341 , determinar: (a) La carga maxima 
P que puede soportar sin que el esfuerzo sobrepa- 
se 120 MN/m 2 , y ( b ) el esfuerzo que este valor 
de P produce en B. 

Resp. (a) P = 46.1 kN 

1342. Repetir el problema anterior si el 
gancho tiene una seccibn circular de 75 mm de 
di&metro. Obtener y K e mediante un gr&fico de 
sus valores en funcibn de R/c. 



1343. Determinar el di&metro de una barra 
de acero para construir un gancho que ha de so- 
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portar una carga de 10 kN cuya lirtea de accion 
pasa por el centro de curvatura del gancho. Su- 
pongase R/c = 4 y el esfuerzo admisible igual a 
110 MPa, 

Resp. d = 49.0 mm 

1344. Un gancho de grua tiene una seccibn 
recta muy aproximadamente trapecial como indi- 
ca la figura P-1344. Hallar la carga maxima que 
puede soportar sin que el esfuerzo sobrepase el 
valor de 80 MPa. 

1345. Un anillo abierto tiene la seccibn recta 
que indica la figura P-1345. El diametro interior 
es de 366 mm. Determinar el valor de P que pro- 
duce un esfuerzo maximo de 120 MN / m 2 . 




13-11. CILINDROS DE PARED GRUESA 

En el estudio de los cilindros de pequefto espesor, realizado en la seccion 1-6, se determi- 
ne el valor de la fuerza que actua en una seccibn longitudinal de sus paredes mediante las 
ecuaciones de la estatica (Fig. 1-11). En un cilindro de pared gruesa, se puede seguir un pro- 
ceso analogo para determinar la fuerza total que transmite la seccion longitudinal. Dividien- 
do esta fuerza entre el drea sobre la que actua se obtiene el valor medio del esfuerzo circunfe- 
rencial o tangencial, tanto en el caso de paredes delgadas como en el de paredes gruesas. La 
diferencia entre uno y otro caso estriba en que en el cilindro de pared delgada, cuando el es- 
pesor es igual o menor que ^ del didmetro interior, dicho valor medio es prdcticamente igual 
al maximo esfuerzo tangencial, esto es, el esfuerzo tangencial se distribuye casi uniforme- 
mente en el espesor, mientras que en el caso de pared gruesa es mucho menor que el maximo 
valor de este esfuerzo tangencial, que no se distribuye uniformemente en el espesor, y su va- 
riation ni siquiera es lineal. 
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Figura 13-39. Cilindro de pared gruesa sometido a presidn interna p t y presion externa p 0 . 

El problema de la determination del esfuerzo tangencial o t y del esfuerzo radial a, en un 
punto cualquiera, en funcion de las presiones exterior e interior aplicadas, y de las condi- 
ciones geometricas, fue resuelto en 1833 por Gabriel Lame. El cilindro de la figura 13-39 
tiene un radio interior a y un radio exterior b , estando sometido a presiones interna y externa 
uniformemente distribuidas y de valor p t y p a . Aislemos un cilindro de espesor diferencial dr , 
y consideremos la mitad de longitud unita'ria de este elemento cilindrico diferencial. El es- 
fuerzo tangential en el elemento aislado en la figura 13-40 es <j„ el esfuerzo radial en la super- 
ficie interior es o r y en la superficie exterior o r + do n ya que o r varia a lo largo del radio. Los es- 
fuerzos radiales se suponen (incorrectamente) de tension de modo que un resultado negativo 
indica compresion. Tal elemento puede estudiarse como un cilindro de pared delgada y, por 
tanto, para el equilibrio, la suma total de las fuerzas aplicadas debe ser igual a cero: 

(a r + do r ) • 2(r + dr) — a r (2r) — 2o ( dr = 0 



Figura 13-40. Esfuerzos en medio cilindro diferencial 


13-11 Cilmdros de pared gruesa 467 


El producto dr-d<Jr puede despreciarse, como infinitesimo de segundo orden, respecto de las 
orras cantidades. En estas condiciones la ecuacion anterior se escribe en la forma: 

do r _ / \ 

r—~ 4- o ■- o t — 0 (**) 

dr 

Para obtener otra relacion entre o r y o { hay que adoptar alguna hipotesis complementa- 
ria. Se supone que una seccion recta, normal al eje del cilindro, permanece plana despues de 
la deformacion y, por tanto, que la deformacion unitaria longitudinal es constante en cual- 
quier punto de la seccion. Aplicando la ley de Hooke en el caso de un estado triaxial de es- 
fuerzos (Sec. 2-4) resulta: 



v{o r + a,)] 


Ahora bien, como e,, E y o z y v son constantes, la suma o r + o, ha de ser constante en toda la 
seccion. Llamando 2A a esta constante, 

a r + a, = 2 A (b) 


Ahora se puede enunciar una ecuacion que solo incluya a r ; esto lo hacemos sumando las 
ecuaciones (a) y (&): 


r — 


do > 
dr 


4 2 o r = 2A 


o bien, 



2(A - o r ) 


de donde, al separar las variables, se obtiene 



La integracion da 


- log e (A - o r ) = 2 log, r + C = log, r 2 4 C 


y log e (A - o r )r 2 = - C 

o bien, log e (^ - o r ) r 1 = e~ c = B 


donde B es una constante mas adecuada que e~ c , Resolviendo para o r , finalmente se obtiene 



(c) 
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Sustituyendo este valor en la ecuacion ( b ) resulta: 

°t = A + “7 (d) 

r 

Los valores de las constantes A y B se determinan mediante las condiciones de frontera, 
que son 

o r = -p i para r = a \ 

° r = Para r = 6 j 

donde el signo menos indica que o r es un esfuerzo de compresion. 

Con estos valores se obtiene el sistema: 



cuya solucion es: 


A = 

B = 


^Pi - 

b 2 - a 2 

a 2 b\ Pi - Po ) 


Sustituyendo estos valores en la expresiones (c) y ( d ) se obtienen las expresiones genera- 
les de a r y a t en un punto cualquiera a la distancia r del centro: 


<r r = 


a l P r b 2 Po a 2 b\Pi ~ Po) 
b 2 -a 2 ( b 2 -a 2 )r 2 

“ Z Pi ~ bjtK, + a 2 b 2 (Pj - pj 
b 2 - a 2 ( b 2 - a 2 )r 2 


( 13 - 16 ) 


CASOS PARTICULARES: ESFUERZOS MAXIMOS 

Caso I: Solo presion interior. Si la presion interior es p, y la exterior es nula ( p„ = 0), 
las ecuaciones (13-16) adquieren la forma: 



( 13 - 17 ) 
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Observese que a r siempre es negativa (compresi6n) y que o t siempre es positiva (tension) y 
mayor que o r . Su valor maximo aparece en la superficie interior del cilindro: 



(13-18) 


Llamando K a la relacion b / a se puede escribir en la forma: 



El valor medio del esfuerzo circunferencial, obtenido con el mismo metodo que en el 
caso de un cilindro de pared delgada, es: 



y la relacion del valor maximo al valor medio de este esfuerzo tangencial es: 


K)mi, K 2 + 1 

K)„,ed « + 1 


(13-19) 


Segun esta expresion, para un espesor de pared igual a — del diametro interior, K = b/a = 
1.1, y (tf,) m4x es solamente un 5% mayor que (o t ) med . Este resultado justifica el procedimiento 
(Sec. 1-6) aplicado en el caso de elementos de pared delgada. 

Como el esfuerzo cortante maximo es igual a la semidiferencia de los esfuerzos principa- 
ls, como se deduce del circulo de Mohr, y como la falla de un material ductil, tal como el 
acero (material con el que se fabrican muchos tubos de este tipo), se supone debido al esfuer- 
zo cortante (como establece la teoria del esfuerzo cortante maximo, seccion 13-4) este valor 
es muy importante en el diseno de estos tubos. El valor maximo tiene lugar en la superficie 
interior del cilindro, en donde a r y o t son maximos y de signos contrarios, lo que da para r m4x 
el valor: 

= feJj Bfa ZifOqfa = — — — „ ( 13 - 20 ) 


Caso II: Solo presion exterior. Si la presion exterior es p 0 y la interior es cero (/?, = 0), 
las ecuaciones (13-16) se convierten en: 



(13-21) 


En este caso, a r y o t son siempre negativos (compresion) y o t es siempre mayor que o r . El 
m&ximo esfuerzo de compresion (a,) tiene lugar en la superficie interior, en donde o r es nulo, 
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y viene dado por: 


(°v)max 



( 13 - 22 ) 


El valor de (a,) mix se aproxima a —2 p Q cuando b es muy grande en relacion con a , como 
ocurre en un cilindro con un pequeno orificio central. 


PROBLEMAS 


1346 . El cilindro de una prensa hidraulica 
tiene un diametro interior de 300 mm. Determi- 
nar el espesor de la pared si ha de resistir una pre- 
sion interior de 40 MPa sin que el esfuerzo cor- 
tante sobrepase el valor de 80 MPa. 

Resp. e = 62.1 mm 

1347 . Trazar una curva que represente el 
tanto por ciento de aumento de (a r ) m a X sobre 
(tf/)med» en funcion de la relacion k' entre el espe- 
sor del tubo y el radio interior desde k' = 0 hasta 
k’ = 3. 

1348 . Un aro ejerce sobre un tubo una pre- 
sion de contacto de 20 MN/m 2 . Se aplica al tubo 
una presion interior de 70 MN/m 2 . Los radios in- 
terior y exterior son 40 y 60 mm para el tubo y 60 
y 100 mm para el aro. Calcular el esfuerzo tan- 
gential maximo en el tubo, (a) antes y, (b) des- 
pues de aplicar la presion interior, (c) Si la pre- 
sion de contacto es la unica que actua sobre el 
aro, hallar el esfuerzo tangencial maximo en el. 
Tubo y aro estan hechos del mismo material. 

Resp. (a) - 72.0 MN/m 2 ; (b) 24.7 MN/m 2 ; 

(c) 42.5 MN/m 2 


1349 . Se construye un cilindro de pared gruesa 
mediante un tubo de aluminio de 20 mm de espe- 
sor contraido sobre un cilindro hueco (tambien 
de aluminio) de 1 50 mm de diametro exterior y de 
100 mm de diametro interior, con una presion de 
contacto de 20 MPa. Calcular la presion interior 
maxima que puede aplicarse al conjunto sin que 
el esfuerzo tangencial sobrepase el valor de 100 
MPa en la superficie interior. 

Resp. p = 97.4 MPa 

1350 . Los radios interior y exterior de un eje 
hueco son 50 y 100 mm, respectivamente. El cu- 
bo de una rueda dentada del mismo material, 
montada a presion sobre el eje, tiene un radio ex- 
terior de 150 mm y el esfuerzo tangencial maximo 
que aparece por efecto del apriete es 200 MPa. 
La longitud axial del cubo de la rueda es de 200 
mm y el coeficiente de friction estatico entre el 
eje y el cubo es de 0.40. Calcular el momento de 
rotacion m&ximo que puede transmitirse sin que 
la rueda patine sobre el eje. 

Resp. T = 377 kN • m 


14 

comportamiento 

inelastico 


14-1. INTRODUCCION 

En todos los capitulos anteriores se supuso que los esfuerzos permanedan en la zona 
elastica en donde el esfuerzo es propordonal a la deformacion. El esfuerzo maximo admi- 
sible era el limite de propordonalidad, aunque el esfuerzo de ultimo fuera mas alto. En este 
capitulo se estudia lo que ocurre cuando las cargas aplicadas producen deformadones inelas- 
ticas en una estructura, aunque, trabajando el material en esta zona, subsistan deforma- 
dones permanentes en el elemento o estructura al descargarla. De aqui que haya de ampliar- 
se el concepto de carga de seguridad y englobar en aquella las que, aun produciendo deforma- 
dones grandes en relacion con las deformadones elasticas, no llegan a producir el colapso del 
elemento. Se llaman cargas limite . La carga limite es la carga maxima que puede aplicarse a un 
elemento antes de que empiece el colapso. Con un material ductil. y en estructuras estatica- 
mente determinadas, el colapso no sobrevendra hasta que se haya alcanzado el esfuerzo de 
cedencia en todos los puntos de la seccion mas cargada. En la seccion 14-5 se estudia la apli- 
cacion de las cargas limite a estructuras estaticamente indeterminadas, lo que se denomina 
analisis al limite. Observese que nada de lo que se estudia en este capitulo es aplicable a los ma- 
teriales fragiles. Para que los conceptos y soluciones que se dan sean aplicables a un material 
dado, este debe presentar siempre algo de ductilidad, es decir, ha de tener un punto de ceden- 
cia y una zona de deformacion inelastica o plastica en los diagramas de ensayo a esfuerzo 
simple. 

La relacion esfuerzo-deformacion en un material ductil se puede representar aproxima- 
damente mediante el diagrama ideal de la figura 14- la. La zona elastica del diagrama es el 
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Figura 14-X. Diagramas esfuerzo-deformacidn idealizados. 


segmento de pendiente E, modulo elastico del material. La zona plastica tambien es una linea 
recta, que empieza en el punto de cedencia y tiene una pendiente C. Esta pendiente es mucho 
menor que E, por lo que el aumento de esfuerzo necesario para producir un incremento de 
deformacion determinado, es mucho menor en la zona plastica que en la elastica, pero 
siempre es necesario un incremento de esfuerzo, aunque sea pequeno, para producir un 
incremento de deformacion. Un material en el que Csea nulo se llama elasto-plastico perfec- 
to; en un material de este tipo, sobrepasado el punto de cedencia, la deformacion puede se- 
guir aumentando indefinidamente sin aumento ulterior del esfuerzo. En la figura 14- lb se ha 
representado el diagrama ideal de este tipo de materiales. En este capitulo se supone que los 
materiales son elasto-plasticos perfectos. 


14-2. MOMENTO TORSIONANTE LIMITE 

En el estudio de la torsion de una barra de seccion circular en la fase plastica se hacen las 
mismas hipotesis que en la seccion 3-1, hipotesis, por otra parte, comprobadas experimenlal- 
mente; la unica variation es que la deformacion unitaria puede exceder a la correspondiente 
al punto de cedencia. Las secciones transversales se comportan exactamente igual que en la 
zona elastica, girando como cuerpo rigido unas con respecto a las otras y sin alabearse. La 
distorsion permanece proporcional a la distancia radial al centro de la seccion. 

Veamos lo que ocurre a una barra de un material elasto-plastico perfecto que se somete 
a una torsion progresiva, pasando de trabajar en la zona elastica a hacerlo en la zona plasti 1 
ca. Antes de alcanzar el punto de cedencia, la distribution de esfuerzos cortantes es de la for- 
ma indicada en la figura 14-2a. Cuando en los puntos mas alejados del centro se alcanza el 
esfuerzo de cedencia (PC), el momento torsionante que esta absorbiendo la seccion viene da- 
do por: 


Si la torsion de la barra sobrepasa este punto, la distorsion y aumenta, pero el esfuerzo 
cortante permanece constante e igual al esfuerzo de cedencia t pc , como se indica en la figura 
14-lb. Asi, pues, en el estado parcialmente plastico que representa la figura 14-2b, a partir de 
cierto radio r h la parte exterior esta sometida al esfuerzo cortante de cedencia, mientras que 
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el nucleo central sigue comportandose elasticamente, ya que en el la distorsion no ha alcan- 
zado todavia el valor de cedencia y PC . El momento de torsion absorbido por este nucleo, elas- 
ticamente, es: 


T; = 


J, _ vr? 

T P c- 2 Tp C 


y el absorbido por la corona exterior, en fase plastica, es: 

T a =f p(r PC dA ) = T PC J p(2‘irp dp) = -y(r' 3 - rf)r F c 

4 ' r i 


Por tanto, el momento total, suma de ambos, es: 

.3 

2”" v " 3 


Wf 2« , 3 3 S 

T — ^ Tpc ■+ ~ (** r i )TpC 


Simplificando se obtiene: 



( 14 - 1 ) 


El estado totalmente plastico que rep resent a la figura 14-2c no puede alcanzarse teorica- 
mente, ya que requerira un angulo de torsion infinito. El momento torsionante necesario 
para producir este estado se llama momento de torsion limite, que representaremos por T L . 
Su valor se obtiene haciendo r i = 0 en la ecuacion (14-1), con lo que resulta: 

T L =\m\ pc (b) 

que es una tercera parte mayor que el m&ximo momento torsor elastico T PC . Para referencia 
posterior se expresa esta relation: 

T L =lT K ( 14 - 2 ) 




Figura 14-2. Distribuci6n de esfuerzos cortantes al aumentar el momento torsionante. 
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PROBLEMAS 

1401. Un eje circular macizo de 80 mm de 
diametro soporta un par torsor de 16 kN*m. Si el 
esfuerzo de cedencia es Tpc = 140 MN / m 2 , de- 
terminar el radio r, del nucleo que permanece en 
estado elastico. 

Resp. r, = 33.5 mm 

1402. Determinar la relation del momento 
torsor limite al maximo elastico o de cedencia, en 


un eje circular hueco cuyo radio exterior sea el 
doble del interior. 

Resp. 1.24 

1403. Determinar, en funcion de T PC> el 
valor del momento torsor que produce la ceden- 
cia en una capa de espesor r/4 en un eje de sec- 
cion circular maciza. 

Resp. 1.19 


14-3. MOMENTO FLEXIONANTE LIMITE 

En la flexion en la zona plastica se hacen las mismas hipotesis que en la seccion 5-1 sal- 
vo que los esfuerzos no son proporcionales a las deformaciones. Las secciones planas perma- 
necen planas despues de la deformacion, con lo que las deformaciones unitarias son propor- 
cionales a su distancia a la linea neutra; sin embargo, si el material de la viga es elasto- 
plastico perfecto, los esfuerzos no sobrepasan el valor del punto de cedencia, permaneciendo 
constantes a partir del momento en que la deformacion excede a la € PC * 

La zona rayada de la figura 14-3a indica la parte de viga en la que la deformacion unita- 
ria ha sobrepasado el punto de cedencia cuando la carga P aumenta lo suficiente. En la sec- 
cion a-a, el esfuerzo en las fibras extremas ha alcanzado exactamente el valor o PC , pero la 
distribution es todavia elastica, como se observa en la figura 14-3b. Aplicando la formula de 
la flexion, el momento que absorbe esta seccion es: 

bh 2 

Mp C — Opc , (tf) 


P 





^ a PC*\ 

~ <r PC'\ 



7 



, 


\ 




(b) Seccion a-a\ (c) Seccibn b-b: (d) Seccion c-c: 

material elastico parcialmente plastico totalmente plastico 


Figura 14-3. 
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En la section b-b la distribution de esfuerzos es elastica en una region de altura 2v„ pero 
plastica fuera de esta region, tal como se representa en la figura 14-3c. El esfuerzo es cons- 
tante e igual a o PC en la region plastica, y varia linealmente en el nucleo elastico. El momento 
que absorbe este nucleo elastico esta determinado por la formula de la flexion: 



siendo /, el momento de inertia de la parte central, elastica, de la section respecto de la linea 
neutra. Para la region plastica, simetrica en este caso, en relation con la linea neutra, el mo- 
mento absorbido es: 

M = 21 y(a pc dA ) = 2 a pc / y dA = 2 a pc Q 

J y, J y, 

siendo Q el momento est&tico del area de una de las regiones que estan en cedencia respecto 
de la linea neutra. En estas condiciones, el momento total que soporta la seccion en este esta- 
do parcialmente plastico viene dado por: 

M = — + 2 a pc Q ( 14 - 3 ) 

y'l 

En la section c-c, toda la viga esta en estado plastico, y la distribution de esfuerzos es 
constante e igual al valor de a^, tanto en la zona de tension como en la comprimida, como se 
indica en la misma figura 14-3d. El momento que soporta en este estado, o que produce este 
estado de esfuerzos, se llama momento flexionante limite y viene dado por: 

_ ^ ( bh h\ bh 2 , N 

m l = 2 ° PC Q = y ' 4 ) = °pc - 4 - ( b) 

Comparando con la ecuacion (a) resulta: 

M l =\M pc ( 14 - 4 ) 

La relacion MJ M FC vale en este caso pero depende de la forma de la seccion. En la labia 
14-1 se indican algunos valores de esta relacion, para diversas formas de seccion recta. Se ob- 
serva que el momento limite, para una seccion rectangular o circular, es de un 50 a un 70% 
superior al momento en cedencia, o momento elastico maximo, mientras que en los perfiles 
laminados, en general, es solamente un 10% superior a la resistencia en el estado plastico. 

En las vigas que carecen de eje de simetria horizontal, como la viga en T de la figura 
14-4, la linea neutra varia de position conforme la seccion entra en el estado plastico. Cuan- 
do se ha alcanzado el estado plastico en la totalidad de la seccion, el esfuerzo es constante en 


TABLA 14-1. Relacion M L /M PC 


Seccidn recta 

Mi/Mpc 

Rectangular maciza 

1.5 

Circular maciza 

1.7 

Anillo circular delgado 

1.27 

Seccibn H tipica 

1.1 
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100 mm 


20 mm 




150 mm 


20 mm- 


E. 


45 mm 


125 mm 


U PC 


E.N. en el 
estado plastico 


Material elastico 


Totalmente plastico 


Figura 14-4* Desplazamiento del E.N. en secciones asimetricas. 


toda ella, e igual a o P c< El equilibrio estatico de la fuerza axial total requiere que el brea so- 
metida a tensibn sea igual al &rea sometida a compresibn, es decir, 

[ T = C] a PC A t = OpcA c o bien, A t = A c (14-5) 

Aplicar esta condicibn a la seccion de la figura 14-4 y comprobar que, para las dimen- 
siones indicadas, la linea neutra en el estado plastico total esta a 16 mm por encima de la 
linea neutra en el estado el&stico. 


PROBLEMAS 

1404. Comprobar los valores de M t / Mpc 
indicados en la tabla 14-1 para el circulo macizo y 
para el anillo circular delgado. 

1405. Calcular la relacion M L / M PC en un 
perfil W200 X 100. 

Resp. 1.15 

1406. Repetir el problema 1405 con un per- 
fil W360 x 91. 

1407. Repetir el problema 1405 para la sec- 
cion en T de la figura 14-4. 

Resp. 1.77 

1408. El centro de gravedad de la seccibn 
representada en la figura P-1408 dista y = 202 
mm del borde inferior, y el momento de inercia 
de la seccion respecto del eje X 0 es 260 x 10 6 
mm 4 . Determinar M l /Mpc en ana viga de esta 
seccibn. 

Resp. 1.38 





Figura P-1408. 
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1409* Una viga de seccidn rectangular de 50 
mm de ancho por 160 mm de altura esta construi- 
da de un material elasto-plastico perfecto en el 
que Op C = 300 MPa. Calcular el momento fie- 
xionante que dara lugar a que la mitad de la sec- 
cidn entre en fluencia. 

Resp. M = 88.0 kN-m 

1410. En el problema 1409 determinar el 
momento flexionante preciso para que los dos 
tercios de la seccidn permanezcan en el estado 
elastico. 

1411. Sabiendo que o PC = 270 MPa, calcu- 
lar el momento limite para la seccidn indicada en 
la figura P-1411. 

Resp. M l — 177 kN-m 

1412. En el problema anterior, determinar 
el momento flexionante necesario para que la re- 
gion elastica se extienda 40 mm a uno y otro lado 
de la linea neutra. 


80 mm 



Figura P-1411 y P-1412. 

Resp. 171 kN-m 

1413. Una seccidn rectangular esta sometida 
a la accidn de un momento flexionante M tal que 
Mpc < M < M l . Si k es la fraccion de la- altura 
que esta en el del estado elastico, determinar My 
M l en funcion de k. 

Resp. k 2 = 3[1 - (M/M l )\ 


14-4. ESFUERZOS RESIDUALES 

Los experimentos realizados con materiales ductiles demuestran que, cargados mas alia 
del punto de cedencia (curva OAB en la figura 14-5a) se descargan elasticamente, siguiendo el 
camino BC , practicamente paralelo al tramo inicial el&stico OA. Si se vuelve a cargar, se for- 
ma un pequefio ciclo de histeresis, pero el material permanece ahora elastico hasta el punto 
B , alcanzado en la primera carga, y despues sigue ya la curva inicial plastica BD . Para un 
material ideal elasto-plastico perfecto al que se limita este estudio, el ciclo de carga, descar- 
ga, nueva carga, etc., tiene lugar como aparece en la figura 14-5b. 

El efecto principal de la descarga de un material que ha sido deformado mas alia del 
punto de cedencia y, por tamo, ha alcanzado un estado parcial o totalmente plastico, es que al 




Figure 14-5. Descarga y nueva carga de (a) un material ductil real, y (b) un material 
elasto-plastico perfecto. En (b), la descarga y nueva carga siguen la misma linea BC y 
CB , aunque se hayan dibujado ligeramente separadas para su comparacion con (a). 
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(a) Carga plastica 


(b) Descarga elastica 


(c) Esfuerzos residuales 


Figura 14-6. Esfuerzos residuales en la torsion. 


haberse producido unas deformaciones permanentes, si estas no son compatibles con el esta- 
do inicial del solido (ya que, al descargarlo, en principio estas deformaciones plasticas no de- 
saparecen), se crea un estado de esfuerzos internamente equilibrados sin resultante exterior, 
que tienden a que estas deformaciones permanentes desaparezcan, y que se llaman esfuerzos 
residuales. La magnitud y distribucion de estos esfuerzos residuales se puede determinar su- 
perponiendo a la distribucion de esfuerzos (parcial o totalmente plasticos) producida por la 
carga inicial, la producida por una carga igual y de sentido contrario. El efecto exterior de 
anadir a la carga inicial otra igual y opuesta equivale a descargar el elemento. Sin embargo, 
en esta descarga la distribucion de esfuerzos es elastica, como se indica en la figura 14-5. Mas 
aun, la descarga BC puede prolongarse de manera que se obtengan esfuerzos de signo 
contrario, por debajo del eje e, y seguiria la direction y sentido de BC hasta alcanzar el punto 
de cedencia en esta compresion. Naturalmente que la descarga sera elastica, y se podra seguir 
este metodo, en tanto que los esfuerzos residuales asi obtenidos no rebasen el valor del es- 
fuerzo de cedencia. 

Como primer ejemplo de distribucidn de esfuerzos residuales, veamos el caso de una 
barra de seccion circular en la que, mediante la aplicacion del momento torsionante limite, se ha 
alcanzado el estado plastico en toda la seccion. Como se ha dicho en la seccion 14-2, el mo- 
mento limite en este caso es | del momento torsor de cedencia, y la distribucion de esfuerzos 
es la representada en la figura 14-6a. Para descargar la barra, se aplica un momento torsor 
igual y opuesto, como se indica en la figura 14-6b, y recordando que la descarga supone una 
distribucion elastica de esfuerzos, se obtiene la distribucion indicada. Superponiendo las car- 
gas y las distribuciones de esfuerzos de (a) y (b), se obtiene la barra descargada, pero con los 
esfuerzos residuales indicados en (c). 

Un fenomeno muy interesante que tiene lugar cuando la barra queda sometida a los es- 
fuerzos residuales, es que en estas condiciones se comporta elastieamente mientras no se re- 
base el momento torsor limite aplicado inicialmente, como se indica en la figura 14-7. En 
efecto, superponiendo los estados (a) y (b) de la figura, se alcanza el estado plastico inicial, 
como se presenta en (c). Sin embargo, si la carga se aplica en sentido contrario, los esfuerzos 
residuales son desfavorables y no se puede aplicar un momento torsor mayor de | de T rc sin 
que se alcance el esfuerzo limite en algunos puntos, como se observa en la figura 14-8. Evi- 
dentemente, si la suma del momento torsionante inicial que canso los esfuerzos residuales, y 
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T-0 




(a) Esfuerzos elasticos (b) Esfuerzos residuales (c) Totalmente plastico 

Figura 14-7. Momento torsionante inicial vuelto a aplicar, en (c) de la figura 14-6. 


T-iT PC 


T= 0 





(a) Esfuerzos elasticos (b) Esfuerzos residuales (c) Comienzo de la cedencia 

Figura 14-8. Efecto de una nueva carga en sentido inverso, en (c) de la figura 14-6. 


este ultimo aplicado en sentido contrario, es mayor que 2 T PCy tendran lugar nuevas defor- 
maciones plasticas. En tales condiciones, la cedencia adicional que tiene lugar en cada ciclo, 
conduce rapidamente a la ruptura, como ocurre cuando se dobla (flexion plastica) en uno y 
otro sentido una barra de metal unas cuantas veces*. 

Como segundo ejemplo de esfuerzos residuales, consideremos una seccion rectangular 
de una viga, que ha sido llevada al estado plastico total por haber aplicado el momento fle- 
xionante limite. Para la seccion rectangular, el momento limite es \ del momento de cedencia 
y da lugar a la distribucion de esfuerzos que indica la figura 14-9a. Suprimir la carga equiva- 
le a anadir una carga opuesta (b) a la de (a), y recordando que la descarga sera elastica, el re- 
sultado es una barra descargada, pero con una distribucion de esfuerzos residuales como la 
indicada en (c) de la misma figura. Observese que los esfuerzos residuales estan equilibrados 
en el conjunto de la seccion, pero si se quita parte de la seccion, se producira cierto dese- 


* Paramos detalles, vease Theory of Limit .Design de J. A. van den Broek. Wiley, Nueva York, 1948, pags. 
23-25. 
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M - - | Mp C 


Af = 0 



3 

2 a />C 


(a) Estado totalmente 
plastico 


nte (b) Descarga el&stica (c) Esfuerzos residuales 

Figura 14-9. Esfuerzos residuales en la flexidn. 


quilibrio que se traducira en deformaciones. Esto explica por que las piezas metalicas obteni- 
das por deformacion en frio (estampado por ejemplo), se pueden deformar o distorsionar al 
ser maquinadas posteriormente. 


Como se ha dicho en el caso de la torsibn una viga que ha sido descargada despues de 


haber alcanzado el estado plastico total puede cargarse de nuevo en el mismo sentido, y la vi- 
ga se comportara elasticamente mientras no se sobrepase el momento limite. Para cargas en 
sentido inverso, la condition es que el momento inicial que produjo los esfuerzos residuales, 
mas el momento inverso aplicado, no deben superar el doble del momento de cedencia, si no 
se quiere que se produzca una nueva fluencia. Como el momento M L aplicado es \ de M PC , 
resulta que el maximo momento inverso que puede aplicarse es4-A//>c. 

Como ejemplo final de esfuerzos residuales, veamos el curvado de una barra de section 
rectangular por flexion pl&stica sobre una plantilla matriz, como se presenta en la figura 
14- 10a. Al soltar la barra, despues de haberla curvado sobre un arco de circulo de radio R 0 , 
retrocede o recupera, elasticamente, el Angulo 6 n como se indica en la figura 14- 10b. Este an- 
gulo de recuperation tiene una gran importancia en el trabajado de los metales. Su valor, y la 
relacion entre el radio de curvatura de la plantilla y el radio de curvatura final R fy se pueden 
determinar combinando la deformacion pl&stica producida por la carga, con la deformacion 
elastica producida por la descarga. 

Como se dijo en la seccidn 5-2, la deformacion unitaria en la flexidn es e = y/p, por lo 
que en un elemento de la superficie de la barra, la deformaci6n plastica inicial, en la figura 
14-10a viene dada por: 




(a) 


(b) 


Figura 14-10. Recuperaci6n elastica en ei curvado o doblado de barras. 
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y la deformacion final residual, figura 14-10b, es: 



La descarga de la barra equivale a la aplicacion de un momento opuesto al momenio limite, 
en la barra deformada como en (a). Como se ha visto en la figura 14-9b, el esfuerzo maximo 
en esta descarga es § de a PC y la correspondiente deformacion elastica es: 

3 

CT _ 2 a PC 

€e ~ ~E ~E~ 


Superponiendo estas deformaciones resulta la deformacion final o residual: 


es decir, 


Por tanto: 


£ / = - £ e 
A/2 h/ 2 f °pc 

R f ~ R v R 

1 = 1 3<t fc 

R f ~ R 0 Eh 


( 14 - 6 ) 


El angulo final 0 f a que da lugar el radio de curvatura final R f se obtiene teniendo en 
cuenta que ds = R } dB, escrita en la forma 


e integrando, 




ds 



Como 1 /R f es constante y la longitud 5 de la portion curvada ess = R o 0 a , resulta: 



con lo que el angulo de recuperacion el&stica es: 



Sustituyendo el valor de R f dado en la ecuacion (14-6) se obtiene finalmente: 



( 14 - 7 ) 
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Esta expresion indica que el valor relativo del angulo de recuperacion elastica se reduce 
empleando un radio de curvado pequeno, o barras de espesor grande, o un material que ten- 
ga un valor pequeno de la deformacion en el punto de fluencia, o PC /E . Tambien dice cual es 
el valor que debe darse al angulo de curvado 6 0 para que despues de la recuperacion, el angu- 
lo final sea el especificado. 

En las barras de seccion circular sometidas a torsion en estado plastico, tambien tiene 
lugar una recuperacion elastica cuando se deja de aplicar el momento torsionante limite. En 
este caso, el retroceso elastico es igual al angulo de torsion producido por la descarga (elasti- 
ca) de la barra. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

1414. Las barras extremas, en la figura 14-11, son de aluminio (aleacion 2024-T4) para 
el que o PC = 330 MPa. La barra central es de acero, con o PC = 290 MPa. La seccion recta de 
cada barra de aluminio tiene un area de 600 mm 2 y la de la barra de acero es de 900 mm 2 . Si P 
es la carga limite, determinar los esfuerzos residuales al suprimir P. Se supone que las barras 
estan firmemente empotradas en su base, y en su extremo superior perfectamente sujetas a la 
placa rigida que les transmite la accion de la carga P; E Mnm = 70 GPa y £ Acero = 200 GPa. 


P 



657 kN 



Pac. PAc. Pai. 

Diagrama de cuerpo 
libre en la descarga 


Solution: La carga limite es aquella para la que comienza la cedencia en las tres barras. Su 
valor es: 

' P = 2/W] P L = 2(600 x 10 6 )(330 x 10 6 ) 

+ (900 X 10 _6 )(290 x 10 6 ) 

= [2(198) + 261] X 10 3 = 657 kN 

La aplicacion de una carga igual y opuesta a este valor equivale a suprimir la carga. Supo- 
niendo que esta accion es elastica, se aplica el procedimiento de la seccion 2-5 para sistemas 
estaticamente indeterminados. Se obtiene una primera relacion entre las fuerzas de las barras 
aplicando la condition de equilibrio estatico, 

= 0] 2P aI + P Ac = 657 kN (a) 
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La otra relation necesaria es una condition entre deformaciones; el alargamiento ha de 
ser el mismo en las tres barras: 



f AI , (250) 
(600)(70) 


^,( 330 ) 
(900)(200) ° 


/> AC = 3.06 /> 


(b) 


Resolviendo el sistema formado se obtiene: 

P A1 = 130 kN y P Ac = 398 kN 

Sumando algebraicamente estos resultados de la descarga y las cargas iniciales (en cedencia) 
se obtienen las fuerzas residuales: 

P A! = 130 - 198 - -68 kN 
/> Ac = 398 - 261 = + 137 kN 


Por tanto, los esfuerzos residuales pedidos son: 


a 



68 x 10 3 
600 x 10~ 6 


-113 MPa 


137 x 10 3 
900 x 10“ 6 


-f 152 MPa 


Resp. 


Resp. 


Observese que despues de este preesforzado el sistema sigue comportandose como elasti- 
co para cualquier valor de la carga que se vuelve a aplicar con tal de que no se sobrepase la 
carga limite. 


PROBLEMAS 


1415 . En el problema ilustrativo 1414 la sec- 
cion de la barra de acero tiene un area de 1200 
mm 2 . Si se aplica una carga de 600 kN y luego se 
suprime, determinar la fuerza residual en cada 
barra. 

Resp. P ACm = 54.7 kN 

1416 . La barra de la figura P-1416 tiene sus 
extremos firmemente empotrados en soportes ri- 
gidos. Los esfuerzos de cedencia para el acero y el 
aluminio son, respectivamente, 290 y 330 MPa. 
Determinar los esfuerzos residuales si se aplica la 
carga limite P y luego se suprime. 

1417 . Resolver d problema anterior si se 
aplica una fuerza P = 350 kN que luego se supri- 
me. 


-300 mm - 


/ 

/ Aluminio 


E = 70 GPa 
A = 600 mm 2 


-500 mm- 


Acero 


E = 200 GPa 
A = 900 mm 2 

Figura P-1416 y P-1417. 


Resp. a A1 = - 15.0 MN/m 2 ; 
a Ac = — 10.0 MN/m 2 

1418 . Una viga compuesta estd formada por 
cuatro liras de aluminio de 4 mm de espesor, con 
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unas capas de material pl&stico entre ellas, pre- 
sentando la seccibn indicada en la figura P-1418. 


50 mm 




rfs? 

-t- 

•**..*« 

50 mm 

v.or 
*• 0 * 

>.VV: ■ 

T 

100 mm 

1 


\ 


50 mm 


Figura P-1418. 


Las capas de plastico actuan solamente como ele- 
mento de union entre las tiras de aluminio, pero 
su efecto en la flexion es pacticamente despre- 
ciable. Se aplica a la seccion un momento fle- 
xionante de 16 kN * m, suprimiendolo a conti- 
nuation. Determinar los esfuerzos residuales si el 
de cedencia es opc = 300 MPa. 

Resp. =f 20 MPa en las tiras interiores; o ± 40 
MPa en los exteriores. 

1419. El diametro exterior de un eje circular 
hueco es el doble del anterior. Determinar los es- 
fuerzos residuales una vez aplicado durante unos 
instantes el momento torsor limite. 

1420. El torsionante aplicado a una barra cir- 
cular maciza da lugar a que la cedencia alcance 
una capa de espesor \ r. Determinar los esfuer- 
zos residuales al suprimir dicho momento. Hallar 
el dngulo residual de torsion. 

„ 17 * 

Resp. o r - 24 G 

1421. En una barra de seccibn circular de 
10 mm de diametro y 1 m de longitud se doblan 
sus extremos en anguios rectos con la barra, en 
un trozo de 150 mm en cada uno. Determinar el 
angulo de torsibn que hay que dar a uno de los 
extremos respecto del otro para que el angulo re- 
sidual de torsion sea exactamente de 90°; G = 80 
GN/m 2 y t pc = 140 MN/m 2 . 


1422. Una barra de seccion rectangular de 
50 mm de espesor por 90 mm de altura se somete 
a un momento flexionante que da lugar a que dos 
tercios de la seccibn esten en estado plastico. Si 
o PC = 260 MN/m 2 , determinar los esfuerzos resi- 
duales al dejar de aplicar el momento. 

1423. A una barra de seccibn rectangular de 
30 mm de ancho por 60 mm de altura se aplica un 
momento flexionante de 6 kN • m durante unos 
instantes. Sabiendo que Opc = 280 MN/m 2 , de- 
terminar el esfuerzo residual en un punto de sec- 
cibn a 20 mm de la linea neutra. 

Resp. o r = 15.1 MN/m 2 

1424. Si la seccibn de una viga carece de eje 
de simetria horizontal, y se carga hasta alcanzar 
el estado plastico total, demostrar que la descar- 
ga elastica da lugar a un esfuerzo residual supe- 
rior al esfuerzo de cedencia, lo cuai, al ser impo- 
sible, indica que en este caso no se puede aplicar 
la teoria de la descarga elastica. 

1425. La seccibn representada en la figura 
P-1425 se somete a un momento flexionante tal 
que se alcanza el esfuerzo de cedencia a una dis- 
tancia de 60 mm a uno y otro lado de la linea 
neutra. Sabiendo que o PC = 270 MPa, determi- 

suprimir la carga. 


200 mm 


1426. Una lamina de acero de 10 mm ae es- 
pesor se ha curvado en forma de arco de 90° y 
100 mm de radio. Sabiendo que opc = 270 MPa 
y E - 200 GPa, determinar el radio residual de 
curvatura. 


nar los esfuerzos residuales al 
80 mm 



Resp. 108.7° 


Resp. R ~ 110 mm 
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1427. Hallar la magnitud inicial que debe 
darse al arco de la lamina del problema anterior 
para que el arco final sea de 90° . 

1428. Se utiliza una plantilla circular de 250 
mm de radio para curvar una placa de aluminio 


2024-T4 de 10 mm de espesor. Determinar el arco 
de contacto para que el residual sea 180°; o PC = 
330 MN/m 2 y E = 70 GN/m 2 . 

Resp. 6 a = 282° 


14*5. ANALISIS AL LIMITE 

Se estudia ahora la aplicacion de la carga limite y de los momentos limites de torsion y 
de flexion al analisis de estructuras estaticamente indeterminadas. Este estudio, llamado and - 
lisis al limite *, tiene por objeto obtener la carga que produce el colapso real de la estructura 
al producirse deformaciones muy grandes. Solo es aplicable a materiales ductiles, que en este 
estudio aproximado, se suponen elasto-plasticos perfectos, figura 14-lb. El metodo es real- 
mente sencillo, y consta s61o de dos fases. La primera es un estudio geometrico de la estruc- 
tura para determinar que parte o partes deben llegar al estado plastico total, para permitir 
que la estructura, en conjunto, pueda tener grandes deformaciones. La segunda fase es una 
aplicacion de las condiciones de equilibrio estatico, lo que determina los valores de las cargas 
exteriores que dan lugar a que en estos punt os localizados se alcance el estado plastico total. 

En el problema ilustrativo 1414 se ha tenido ocasion de realizar un caso de analisis limite 
aplicado a barras axialmente cargadas. Como segundo ejemplo, veamos el caso de la barra 
rigida de la figura 14-12 soportada por dos varillas de diferentes longitudes y articulada en 
un extremo. En la solution elastica, los alargamientos de las varillas han de ser proportiona- 
tes a su distancia a la articulation. Esta condition se traduce en una relation entre P A y P p 
que, junto con las ecuaciones de la estatica EM* = 0, permite determinar la maxima carga 
que puede aplicarse sin sobrecargar ninguna de las dos varillas. 

En el analisis al limite, sin embargo, el calculo es mas simple. La primera fase indica que, 
para que las deformaciones puedan ser muy grandes, en este caso, las dos varillas han de al- 
canzar el estado plastico total. Por tanto, como segunda fase, se han de aplicar unicamente 




* Vease J. A. Van den Broek, Theory of Limit Design , Wiley, N. York, 1948, para una justificacibn de los 
principios expuestos y una extensa aplicacibn a vigas hiperestaticas y otras estructuras. 
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ecuaciones de la estatica. La capacidad de carga de cada varilla, en el estado plastico total, es 
P = Ao PC . Se supone que las secciones de las barras de acero A y B son 300 mm 2 y 400 mm 2 , 
respectivamente, y que los esfuerzos de cedencia son de 300 y de 290 MPa. Tomando mo- 
mentos respecto de la articulacion, para W resulta el valor: 

[LM r - 0] 5 W = 2(300 X 10~ 6 )(330 X 10 6 ) + 4(400 X 10 " 6 )(290 X 10 6 ) 

W = 132 kN 

Observese que, como se ha indicado en la fase primera, mientras no se alcance este valor de 
W , las deformaciones del conjunto de la estructura no seran grandes, ya que una de las dos 
varillas no habra llegado al estado plastico y, por tanto, su alargamiento sera elastico. En es- 
tas condiciones, la barra rigida horizontal no podra tener otro giro respecto a la articulacion 
que el que le permita el alargamiento el&stico de la varilla que no ha alcanzado la cedencia. 
Como carga de seguridad se toma el valor calculado de W dividido entre un factor de seguri- 
dad apropiado. A efectos de comparacion, si ambas varillas hubieran de permanecer en el es- 
tado elastico, la carga maxima se reduciria a 119 kN. 

Como ejemplo de analisis al limite en torsion, veamos el problema de la barra compuesta, 
empotrada en sus dos extremos, que representa la figura 14-13. El problema consiste en la 
determination del torsionante maximo T que puede aplicarse en la seccion de union de las 
dos partes de que consta la barra. Sera aquel que empiece a producir una deformation, en 
este caso angulo de torsidn, excesivamente grande y que continua sin aumento posterior de 
carga. 

Primera fase: Para que esto ocurra, ambas partes constitutivas del eje han de entrar en 
el estado plastico total, ya que mientras una de ellas no lo alcance, el angulo girado por efec- 
to de T es solamente el que le permita la parte de barra que no ha llegado a este estado plas- 
tico total. El momento limite de cada parte es T L - | T PC | irr 3 /2 t pc - Del equilibrio de 
momentos con respecto al eje, segunda fase, se tiene: 

[27" = °] T = !^(0.035) 3 (160 X 10 6 ) + |(-|)(0.025) 3 (140 X 10 6 ) 

= 18.9 kN*m Resp. 

Para efectos de comparacion, si ambas partes hubieran de permanecer en el estado elastico 
total, el momento torsor maximo seria de 9.60 kN • m. 

Einalmente, veamos como se aplica el analisis al limite en vigas o estructuras sometidas a 
flexidn. Volvamos al voladizo de la figura 14-3. La seccion m&s cargada es la del empotra- 


C 


Lai. 


— 1.5 m — 
Aluminio 


70 mm diam. 

G = 28 GPa 
= 160 MPa 


PC 




X7 


2 m 

Acero 

50 mm diam. 

G = 80 GPa 
r pc = 140 MPa 



Figura 14-13. 
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P 



Figura 14-14. Las articulaciones plasticas H se forman en las secciones de m&ximo momento flexionante. 


miento, y al aumentar las fuerzas exteriores pasa sucesivamente por el estado totalmente 
elastico, al parcialmente plastico y, por ultimo, al totalmente plastico. En tal punto, otras 
secciones, como b-b, estan en estado parcialmente plastico, mientras que las secciones a la iz- 
quierda de a-a permanecen en estado elastico. Asi, pues, hasta que alguna seccion alcance el 
estado el&stico total, el extremo del voladizo no tendra un desplazamiento incontrolado, ya 
que la seccibn de empotramiento, que es la mas cargada, podra seguir absorbiendo un incre- 
ment de momento flexionante. Ahora bien, al llegar una seccibn al estado plastico total, to- 
das las fibras siguen deformandose sin necesidad de aumento de carga, lo que permite a las 
dos partes de una viga, a uno y otro lado de esta seccion, girar una respecto de la otra, como 
cuerpo rigido*, como si en esta seccion hubiera una articulacibn. Por este motivo, una sec- 
ci6n que ha alcanzado el estado plastico total se llama articulacidn plastica , y el momento 
flexionante que da lugar a ello es el momento limite. 

El colapso de una viga estaticamente determinada se considera que ha llegado cuando se 
forma una articulacidn pl&sticat 


* No se tiene en cuenta el reendurecimiento que se produce por la deformacidn pl&stica, por suponer que se tra- 
ta de un material elasto-pl&stico perfecto. 

t N. de T. Una viga isostatica, prescindiendo de las deformaciones elasticas, es un sistema estrictamente inde- 
formable, por lo que al introducir una articulacion plastica (equivalente a una articulacidn con rozamiento) pasa a 
ser deformable (como solido rigido) para los valores de las fuerzas o cargas que puedan veneer este rozamiento. 

En las vigas y estructuras estaticamente indeterminadas, cada ligadura hiperestatica o sobrante es una condi- 
cidn mas, superabundante, de indeformabilidad del sistema (como sdlido rigido y prescindiendo de las deforma- 
ciones el&sticas, como antes). Por tanto, el numero de articulaciones pl&sticas necesarias para producir el colapso es 
igual al de ligaduras sobrantes, para pasar a ser estrictamente indeformable, mas una, para que ya sea deformable 
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El perfil de la viga, cuando puede tener lugar una deformation incontrolada, se llama 
mecanismo de colapso , y su determination constituye la primera fase citada en el analisis 
al limite. En la figura 14-14 se muestran varios ejemplos. En cada uno de ellos, las lineas 
punteadas indican el mecanismo de colapso. 

En general, las articulaciones plasticas se forman en las secciones de fuerza cortante nu- 
la, es decir, de momento flexionante maximo. En las vigas sometidas a fuerzas concentradas 
es, facil pues, determinar la situation de las articulaciones plasticas que se puedan formar. En 
las vigas estaticamente indeterminadas que soportan cargas repartidas, la localization de las 
articulaciones plasticas es mhs complicada. A veces existe la posibilidad de mas de un meca- 
nismo de colapso, por lo que hay que determinar la carga limite para cada una de las posibili- 
dades y tomar la menor de ellas. En los ejemplos siguientes se aclara todo lo dicho. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

1429 . Una viga perfectamente empotrada en sus extremos soporta una carga uniforme- 
mente distribuida de w N/m como se indica en la figura 14-15. Determinar la carga limite y 
compararla con la carga maxima que elasticamente puede sopor tar. 




Solution: Por simetria, las secciones de fuerza cortante nula y momento flexionante maxi- 
mo son la central y las dos extremas. El mecanismo de colapso se ha dibujado en linea pun- 
teada, y tiene lugar al formarse articulaciones plasticas en A, B y C, por alcanzar, en estos 
puntos, los momentos flexionantes el valor del momento limite M t , Las reacciones hiperesta- 
ticas V A y M A se calculan aplicando las condiciones de equilibrio estatico, en cada una de las 
partes entre dos articulaciones plasticas, con la condition de que el momento en estas articu- 
laciones plasticas ha de ser igual al momento limite a diferencia del caso en una articulation 
normal. Un procedimiento equivalente y preferible, consiste en aplicar la definition de mo- 
mento flexionante, como se ve a continuation. 

Como los valores de M Ai M s y M c se hacen todos iguales a M u pero los signos son nega- 
tivos en A y B y positivo en C, se tiene: 


[M c = (2A/) izq ] 


(«) 

[M b = (SA/y 

-m l = v a l - m l - (>vO(y) 

(b) 


como solido rigido. En las vigas estaticamente indeterminadas de la figura 14-14 no se han tenido en cuenta las reac- 
ciones horizontales, pero en una estructura porticada, por ejemplo con dos empotramientos, es decir, tres 
reacciones sobrantes, sedan necesarias cuatro articulaciones plasticas para producir el colapso, como puede 
comprobarse facilmente. 
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de donde 



(c) 


La solution elastica para este caso da (tabla 7-2) M A = — wL 2 / 12. Prescindiendo del 
signo y suponiendo que M A sea el maximo momento elastico M PC , y w e la maxima carga elas- 
tica, se tiene: 



id) 


Dividiendo ( c) entre ( d) se obtiene el valor de la relation entre la carga limite y la carga elas- 
tica maxima: 


que depende de la relacion M L /M PC (tabla 14-1), relacion que es apreciable para una seccion 
rectangular o circular, pero que para perfiles laminados es proxima a la unidad, por lo que 
suele tomarse M L = M PC * 

1430 . Una viga cantilever apoyada soporta una carga uniformemente distribuida \v N/m 
sobre toda su longitud, como se representa en la figura 14-16a. Determinar la relacion entre 
la carga limite y el momento limite de su seccion. 


A 


w N/m 


L 



(a) 



C 


(b) 


A 



V=0 V=0 


fc) 

Figura 14-16. 


Vease Van den Broek, Theory of Limit Design, pag. 39. 
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Solution: El mecanismo de colapso es el indicado en la figura 14-1 6b. La position de la arti- 
culacidn pl&stica C es desconocida, pero puede determinarse por la condition de que, siendo 
m&ximo el momento en C, la fuerza cortante vertical es nula. Esta condicidn (Sec. 4-4) es va- 
lida esten o no los esfuerzos y deformaciones en la zona el&stica. Dibujando el diagrama del 
cuerpo libre de los dos segmentos de la viga, como en la figura 14- 16c, y siendo los momen- 
tos en C y B los momentos limite de la seccidn, para el segmento AC tenemos: 

[M a =(2M) der ] 0 (a) 

y para el segmento CB: 

[M b = (2 M ) izq ] -M l = M l - y (L - x) 2 ( b ) 

Resolviendo el sistema: 


x = 0.414L y M l = OM5%qL 2 Resp. 

1431. Dos vigas en voladizo tienen sus extremos en contacto mediante una articulacion 
deslizante, y soportan una carga uniformemente distribuida como se indica en la figura 
14-17. Determinar la carga limite. 



(c) 

Figura 14-17. 
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Solution: En esta variante del problema anterior, al sustituir el apoyo fijo por el apoyo 
sobre el extremo de un voladizo, se introduce la posibilidad de una articulation plastica en 
A. Si esta no se forma, se obtiene la solution del problema anterior, en la que M L - 0,0858 
wL 2 . Si se forma articulation plastica en A, el colapso puede producirse como se indica en la 
figura 14- 17c. 

Para determinar la carga limite para esta segunda posibilidad de colapso, se dibujan los 
diagramas de cuerpo libre de las dos vigas, como en (b) de la misma figura, donde los mo- 
mentos de empotramiento valen M L . Expresando estos momentos en funcion de la fuerza de 
contacto desconocida P, se tiene: 

[M a =( 2M) r ] 

[M d = (XM)l] 

Eliminando P resulta: 

M l = = 0. 167 wL 2 

L 6 

Como este momento limite se produce con una carga w menor que la hallada anterior- 
mente para M L = 0.0858wL 2 , sera esta segunda posibilidad de colapso la que se daria antes, 
y la carga obtenida sera la carga limite pedida. Observese que cuando, como en este ejemplo, 
existen dos (o varias) posibilidades de colapso (dos mecanismos de colapso), el que ocurre es 
el que da una carga limite menor. En este caso, puede comprobarse que la minima longitud 
de AB para que el colapso se produzca como en la figura 14-1 7c, es 0.201 L. Para longitudes 
menores de AB, el colapso se producira como en el problema 1435. 


- M. = -P— 
L 2 

-M L -PL-. 


PROBLEMAS 


1432. Se sujeta un soporte a un muro rigido 
mediante tres tornillos iguales como se indica en 
la figura P-1432. La section resistente de cada 
tornillo es de 150 mm 2 . Si a PC = 300 MPa, calcu- 
lar el maximo momento M L que puede aplicarse 
en el extremo del soporte, suponiendo que este 


sea perfectamente rigido, de manera que la defor- 
macibn de los tornillos se origjne por la rotacibn 
del soporte alrededor de O. ^En cuanto excede 
este M l al momento elastico maximo? 

Resp. M = 13.5 kN-m; 1.29 


I 


-•H 


50 mm ^ 

50 mm N 

50 mm X 
_L N 


I 


NO 

Figura P-1432. 


1433. Tres barras de 300 mm 2 cada una so- 
portan conjuntamente una carga W como se indi- 
ca en la figura P-1433. Suponiendo que ninguna 
de las varillas este floja ni sometida a esfuerzos 
antes de aplicar la carga, determinar la relation 
de la carga limite a la carga elastica maxima. Para 
el bronce, o PC = 140 MN/m 2 y E = 83 GN/m 2 , y 
para el acero, o PC = 240 MN/m 2 y E = 200 
GN/m 2 . 

Resp. 1.31 
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Figura P-1433. 


P 




Figura P-1438. 


1434 . Determinar el maximo momento tor- 
sor que pueda aplicarse a 1.0 m del extremo de- 
recho en el eje de la figura 14-13, sin que se pro- 
duzca el colapso. 

1435 . Comprobar la afirmaci6n hecha en el 
problema 1431 de que la longitud minima de AB 
para que el colapso tenga lugar como en la figura 
14~17c es de 0.207L. 

1436 . Determinar la carga limite en la viga 
cantilever apoyada cargada como se indica en la 
figura P-1436. 

. i 

R 

Figura P-1436. 

M l 

Resp. P L = — ^(L + a) 

L ab 

1437 . Una viga en voladizo apoya su extre- 
mo libre en el extremo de otra igual, por interme- 
dio de un rodillo. Determinar la carga P L que 
produce el colapso. 

Resp. P = 2 MJa 


1438 . Una viga en voladizo BD apoya su 
extremo libre en el extremo de otro voladizo AB , 
y soporta la carga P que indica la figura P-1438. 
Las secciones son las indicadas. Determinar la 
carga limite P L si a PC = 300 MN/m 2 . ^Como 
seria el mecanismo de colapso si se intercambian 
las secciones de las vigas? ^Como seria si ambas 
vigas tuvieran la misma seccibn? 

Resp. P - 31.6 kN 

1439 . Una carga P esta soportada por una 
viga en voladizo, cuyo extremo libre apoya en el 
centro de una viga simplemente apoyada, como 
se indica en la figura P-1439. Si el momento 
limite de esta ultima es-~del correspondiente al 
voladizo, determinar la carga limite P L para la 
que empieza el colapso. 



Resp. P = 3 M L / a 
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1440. Dos vigas de acero se han montado en 
Angulo recto, y en contacto en sus puntos me- 
dios. La viga superior es un perfil W200 x 27 
simplemente apoyado sobre un claro de 3 m, y la 
inferior es un perfil W250 x 33 simplemente 
apoyado sobre claro de 4 m. Soportan conjunta- 
mente una carga P aplicada en el punto de con- 
tacto. Sabiendo que <jpc = 290 MPa, determinar 
la carga P L para la que comienza el colapso, su- 
poniendo que M L = M PC . 

Resp. P = 206 kN 

1441. Una viga doblemente empotrada se 
carga como indica la figura P-1441. Llamando K 
a la relacion del momento limite al momento 
elastico maximo, determinar la relacibn de la car- 
ga limite a la carga maxima en que empieza la ce- 
dencia. Indicacidn: Vease el problema 713. 

P P 


Figura P-1441. 

Resp. 4/3 K 

1442. Repetir el problema anterior en una 
viga doblemente empotrada con la carga del caso 
6 de la Tabla 7-2. 

Resp. 5/4 K 

1443. Determinar la carga P en funcibn del 
momento limite para la que empieza el colapso en 
la viga doblemente empotrada que indica la figu- 
ra P-1443. 

Resp. P = 2M t /3 


2 P P 



1444. Una viga continua se apoya sobre dos 
claros de igual longitud L. Soporta una carga 
uniformemente repartida de w N/m sobre toda 
su longitud, como se indica en la figura P-1444. 
Determinar w en funcion de M L al iniciarse el co- 
lapso. 


w N/m 


k ; 

L | 

* Z/ * 


R\ R2 R3 

Figura P-1444 y P-1445. 


1445. Repetir el problema 1‘444 si los extre- 
mos de la viga estan perfectamente empotrados. 

1446. Determinar la carga limite P L en fun- 
cion del momento limite en la viga continua de la 
figura P-1446 cargada como se indica. 


P P 





RESUMEN 

El calculo en la zona plastica es aplicable solamente a los materiales ductiles. En esta 
breve exposicion, el material se ha supuesto elasto-pl&stico perfecto, sin tenet en cuenta el 
efecto de reendurecimiento que se presenta al final de la deformacion en la zona plastica. 
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Fata barras de section circular maciza a torsion en. estado plastico parcial el momento 
torsionante que pueden absorber es: 



(14-1) 


siendo r, el radio del nucleo interior que permanece en estado el&stico. Para el caso de estado 
pl&stico total, el momento torsor limite viene dado por: 



(14-2) 


Para vigas simetricas a flexion en un estado plastico parcial, el momento flexionante 
que puede ser absorbido es: 


rr,», J : 

M = J J^ + 2 °rcQ 


(14-3) 


siendo y t la ordenada respecto del E.N. del piano limite entre los estados plastico y elasti- 
co, /, el momento de inercia del nucleo aun elastico y Q el momento estatico de urn de las 
zonas en estado plastico respecto del E.N. 

En una seccion rectangular , el momento limite para el caso de estado plastico total viene 
dado por: 



(14-4) 


Para otras secciones, la relation M L /M PC aparece en la tabla 14-1. En el caso de perfiles lami- 
nados, el momento limite es pr&cticamente igual al maximo momento elastico M PC . 

Para secciones asimetricas , el E.N. varia de position cuando la seccion entra en el esta- 
do plastico. Para el estado totalmente plastico, el E.N. viene determinado por la condition 
de que las areas a tension y a compresibn sean iguales. 

Cuando la carga en una estructura hizo entrar a alguna seccion en el estado plastico, 
parcial o total, al descargarla subsisten unos esfuerzos residuales. Se determinan superpo- 
niendo a los esfuerzos producidos por la carga real, los producitios (estado totalmente elasti- 
co) por una carga igual y opuesta a ella, ya que el efecto exterior de dos cargas iguales y de 
sentidos contrarios es la descarga del elemento o de la estructura. Es muy importante tener 
en cuenta que este procedimiento no puede aplicarse si los esfuerzos residuales asi obtenidos 
sobrepasan el valor del esfuerzo de cedencia. 

En el curvaao de barras met&licas de seccibn rectangular sobre una superficie de radio 
R oy la recuperation elastica al suprimir las fuerzas que han originado el curvado (plastico) da 
lugar a que el radio de curvatura residual sea distinto a R oy y venga expresado por: 


y a la existencia de un angulo de recuperation 



(14-7) 


siendo h la altura (espesor de material) de la seccion, y R Q y R f los radios de curvatura del pia- 
no neutro. 
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El analisis al limite es el proceso por el cual se determinan las cargas que producen el co 
iapso real de un elemento o estructura, al empezar a producirse deformaciones grandes que 
aumentarian sin incremento ulterior de la carga. Se desarrolla en dos fases. En la primera se 
determina que parte o partes del elemento o estructura pueden llegar a alcanzar el estado 
de pla^iicidad total, dando lugar a que pueda presentar grandes deformaciones como solido 
rigido. En la segunda fase se apiican las condiciones de equilibrio estatico, para determinar 
las cargas exteriores que originan el estado plastico total en estas secciones. 


15 

information 

complementaria 


15 1. ESFUERZO CORTANTE MAXIMO ABSOLUTO (ECMA) 

Hasta este momento el analisis de los esfuerzos cortantes para el caso de esfuerzo piano 
se ha limitado a los valores “en el piano’ \ Consideraremos ahora la determinacion del esfuer- 
zo cortante maximo en un punto, ya sea que los esfuerzos cortantes esten “en el piano”, 
o no. Como veremos, el esfuerzo cortante maximo no es necesariamente igual al esfuerzo 
cortante maximo en piano, dado por la eeuacion que resulta de comparar las ecuaciones 
(9-9) y (9-10), o sea la 


Trtuxx — — * (9- 10a) 

2 

Consideremos el estado de esfuerzo piano que actua en un elemento diferencial de volu- 
men, como el indicado en la figura 15- 1(a). Por conveniencia, los ejes coordenados se han 
alineado en las direcciones de los esfuerzos principales. Los drculos de Mohr para las rotacio- 
nes del elemento alrededor de los ejes z, y, x , se muestran en las figuras 15- 1(b), (c) y (d), 
respectivamente. (Se supone que a, > a 2 > 0, pero las conclusiones son validas aun si uno 
o ambos esfuerzos principales son negativos.) El esfuerzo cortante maximo estara representa- 
do por el radio del mayor circulo de Mohr, y por tanto sera igual al mayor de los tres valores 
siguientes: 


ki - <r 2 \ 


2 


kil M 

2 ’ 2 


(15-1) 


(Los valores absolutos se emplean en estas expresiones porque el signo del esfuerzo cortante 
no suele ser de interes en el diseno.) 
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(b) Rotaciones 
alrededor 
del eje z 



(c) Rotaciones 
alrededor 
del eje y 



(d) Rotaciones 
alrededor 
del eje x 


Figura 15-1 Esfuerzo cortante maximo absoluto 


El mayor de los valores dados en la ecuacion (15-1) se denomina esfuerzo cortante 
maximo absoluto (ECMA), Los tres circulos de Mohr de la figura 15-1 pueden trazarse ade- 
cuadamente utilizando un sistema de ejes como el mostrado en la figura 15-2. 


El calculo del esfuerzo cortante maximo absoluto puede resumirse como sigue: 

1 / Si a ] y o 2 tienen el mismo signo (ambos de tension o ambos de compresion), el ECMA 
es igual a |aJ/2, o bien a |cr 2 |/2, el que sea mayor. 

2. Si <jj y a 2 tienen diferente signo (uno es de tension y el otro de compresion), el ECMA 
es igual al esfuerzo cortante maximo en piano |a, — o 2 \/2. 
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Figura 15-2 Circulos de Mohr para esfuerzo piano. 



Un analisis del estado general de esfuerzo, en contraste con el caso especial de esfuerzo 
piano, queda fuera del alcance del presente libro. Sin embargo, analisis mas avanzados* 
demuestran que el estado general de esfuerzo puede representarse en funcion de los tres es- 
fuerzos principals a,, cr 2 , <r 3 . Los circulos de Mohr para el estado general de esfuerzo se 
tienen en la figura 15-3. El esfuerzo cortante maximo es igual de nuevo al radio del mayor 
circulo de Mohr, es decir, al mas grande de los siguientes valores: 

1*1 ~ 1*2 ~ <* 3 \ 1*3 ~ *ll (15-2) 

2 ’ 2 2 

Comparando los circulos de Mohr de las figuras 15-2 y 15-3, se aprecia que el esfuerzo 
piano es el caso especial para el que a 3 = 0. 



PROBLEMA 1LUSTRATIVO 

1501. Para un estado de esfuerzo piano, o x =, o x — 350 MPa y a 2 — o y — 140 MPa. 
Determine el esfuerzo cortante maximo en piano y el esfuerzo cortante maximo absolute 
(ECMA). 

*Vease, por ejemplo, Advanced Mechanics of Materials, Robert D. Cook y Warren C. Young, MacMillan, Nueva 
York. 1985. 
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Solution: El esfuerzo cortante maximo en piano se calcula a partir de la formula (9-10a) 
como sigue: 


Tmax 




± 105 MPa 


Resp: 


De la ecuacion (15-1), el ECMA es el mayor de los tres valores que siguen: 




= 105 MPa 


kij 

2 


13501 

2 


= 175 MPa 


2 


|140j 


= 70 MPa 


For consiguiente, el ECMA vale 175 MPa. Notese que la magnitud del esfuerzo cortante 
maximo en piano es menor que el ECMA, porque a, y a 2 tienen el mismo signo (ambos son 
de tension). Los tres circulos de Mohr correspondientes a las rotaciones alrededor de cada 
uno de los tres ejes coordenados se muestran en la figura 15-4. 



* (MPa) 


Figura 15-4 


(72 = 140 


PROBLEMAS 

1502. Mediante la figura 15- 1(a) indique los 
pianos en los que actua cada uno de los tres es- 
fuerzos cortantes dados en la ecuacion (15-1). 

1503. Para un estado de esfuerzo piano con 
a, = 35 MPa y <r 2 = 14 MPa, determine (a) el 
esfuerzo cortante maximo en piano, y (b) el EC- 
MA. 

Resp. ,(b) 17.5 MPa. 


1504. Repita el problema 1503 si a, = 
— 40 MPa y cr 2 = — 80 MPa. 

1505. Determine el ECMA para el estado de 
esfuerzo que se indica en la figura P-932 (pag. 
312). 

1506-1509. Para cada estado de esfuerzo que 
se muestra en las figuras P-1506 a P-1509, calcule 
(a) el esfuerzo cortante maximo en piano y (b) el 
ECMA. 
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15-2. UNIONES CONECTADAS - CONSIDERAClON ADICIONAL 

Las uniones conectadas, que se efectuan mediante elementos pasantes (conectores) que 
atraviesan por orificios las placas, laminas o planchas a unir, se dividen en (1) comunes (o 
de action de empuje; en ingles, bearing-type) y (2) friccionales (o de action de friccion; en 
ingles, friction-type). Las uniones conectadas comunes son las que utilizan remaches o torni- 
llos (pernos) comunes o sin acabado. I.as uniones conectadas friccionales se realizan con 
tornillos de alta resistencia, con acabado. Aunque las uniones con remaches o tornillos comu- 
nes se han empleado durante muchos anos, desarrollos recientes en la elaboration de los 
tornillos de alta resistencia, han acelerado su utilization e impulsado su preferencia. En la 
construction moderna en acero, la economia y la eficiencia se logran mejor con la soldadura 
de uniones hecha en el taller, y el atornillado con pernos de alta resistencia, en el montaje 
en campo. Sin embargo, el analisis de las uniones conectadas comunes sigue siendo la base 
para el diseiio de conexiones del tipo friccional, con los tornillos extrarresistentes. 

Durante el montaje de una estructura con uniones conectadas, se inducen fuerzas de 
tension en los conectores, ya sea al enfriarse los remaches que son aplicados en caliente, 
o bien al apretar los tornillos (o pernos). Dichas tensiones producen una fuerza resultante 
entre las placas que se sujetan. Aunque no se conoce la intensidad de esa fuerza compresiva, 
suele ser relativamente pequena. De manera que es despreciable la friccion entre las placas, 
y las cargas o fuerzas aplicadas se transmiten por los efectos comunes que se han descrito: 
cortante en el vastago de los conectores, y aplastamiento a presion de contacto entre estos 
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y las placas. Cualquiera friccion o rozamiento que exista entre las planchas da un margen 
adicional de seguridad en las uniones conectadas comunes, o de empuje. 

Se supone asimismo que los remaches o los tornillos no se flexionan, sino que permanecen 
esencialmente rectos. Esto es posible solo si hay deformaciones elasticas iguales de las placas 
unidas y los cubrejuntas, entre filas contiguas de conectores. Del analisis realizado en el pro- 
blema ilustrativo 1201 (pag. 391), referente al desgarramiento de la placa principal en la 
fila 2, es claro que dicha placa entre las filas 1 y 2 soporta sustancialmente mas carga que 
el cubrejunta. Por tanto, el requisito ffsico de deformaciones iguales puede no verificarse, 
incluso si se considera el menor espesor de los cubrejuntas. Pero como las placas suelen 
ser ductiles, deformaciones plasticas iguales pueden producirse a medida que los esfuerzos 
se aproximan al punto de fluencia.* 

En las uniones conectadas friccionales, los tornillos de alta resistencia se aprietan hasta 
alcanzar un esfuerzo de tension relativamente alto, causando con ello una intensa fuerza 
compresiva resultante entre las placas. Para asegurar una tension inicial predeterminada en 
los tornillos, el apriete suele hacerse con una Have de tuercas calibrada, o torquimetrica, 
o con un procedimiento equivalente. En una union conectada friccional, la carga se transmite 
por la friccion o rozamiento entre las placas, y no por los efectos del empuje y cortante 
en los conectores que se tienen en una union conectada comun, con remaches o pernos ordina- 
rios. Aun cuando los tornillos no estan sujetos a cortante, los reglamentos de diseno, por 
conveniencia, especifican la aplicacion de un esfuerzo cortante permisible en el area transversal 
del tornillo. Estas uniones friccionales se analizan luego mediante los mismos procedimientos 
que se utilizan para las conexiones comunes, excepto que el efecto de empuje o aplastamiento 
de los tornillos contra los agujeros de las placas, ya no se considera. 

En resumen, observamos que no obstante que no es factible un analisis exacto de las 
uniones remachadas o atornilladas, los procedimientos comparativamente sencillos explica- 
dos en el capitulo 12, son muy utiles para los fines de diseno.** 


* Otros ejemplos de action inelastica se discutieron en el capitulo 14, 

** (N. del R.) La ingenieria de la construction en acero perfecciona la combination del uso de las uniones conectadas 
y las uniones soldadas, aprovechando los elementos mejores que se desarrollan en la actualidad. 



A*1. DEFINICION DE MOMENTO DE INERCIA (DE UN AREA) 

En muchas de las formulas empleadas en ingenieria, como resistencia de vigas, colum- 
nas, deformation de vigas, etc., aparecen expresiones analiticas de la forma j p 2 dA , siendo 
p la distancia de un elemento diferencial de area dA a un eje. Las integrales de este tipo reci- 
ben el nombre generico de momentos de inertia*. Un momento de inercia de un area no tiene 
por si mismo significado fisico real alguno; es una mera expresion matematica que se repre- 
senta en general por la letra I. Sin embargo, junto con otras magnitudes, como en la formula 
de la flexion a = Me/ 1, adquiere ya una cierta signification. 

La expresion matematica del momento de inercia j p 2 dA indica que un area se subdivi- 
de en elementos dA, y el area de cada uno de ellos se multiplica por el cuadrado de su distan- 


* El termino momento de inercia puede interpretarse ash La relacidn que existe entre la masa, es decir, inercia 
de un cuerpo, con la fuerza y la aceleracidn que produce es F — Ma. La ecuacion que liga la fuerza aplicada a un so- 
lido en rotacion con su aceleracion angular a es Fd = ( j p 2 dM) a. Si la primera ecuacion indica que la fuerza es 
igual a la masa por la aceleracidn, por analogia, la segunda muestra que el momento de la fuerza es igual al momen- 
to de inercia por la aceleracibn angular. En este sentido, la expresidn j p 2 dM ha recibido el nombre de momento de 
inercia. Por semejanza, y porque en un solido de espesor constante j p 2 dM = fie j P 2 dA, en el caso de areas se de- 
nomina momento de inercia a la expresion j p 2 dA {n es la densidad o masa por unidad de volumen y e , el espesor). 
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A-1 Definicion de momento de inercia (de un area) 503 



cia, o brazo de momento, al eje, sumandose despues los productos obtenidos. Asi, pues, si 
como representa la figura A-1, las coordenadas del centro del elemento diferencial dA son 
(x, y), el momento de inercia respecto del eje X es la suma de los productos de cada area dA 
por el cuadrado de su brazo de momento y. Por tanto: 

I x = fy 2 dA (\-l) 

Analogamente, el momento de inercia con respecto al eje Y viene dado por: 

I y - Jx 2 dA (A-2) 

El momento de inercia (de un area) se llama en ocasiones segundo momento del area, ya 
que cada elemento superficial multiplicado por su brazo de momento da el momento del area 
(momento estatico o primer momento del area); al multiplicarlo por segunda vez por el mis- 
mo brazo de momento, da lo que se ha llamado momento de inercia. Esta expresion de se- 
gundo momento del area es realmente mas apropiada que la de momento de inercia , ya que 
las areas no tienen masa y, por tanto, tampoco tienen inercia. Sin embargo, la expresion ha 
tornado tal carta de naturaleza que parece poco probable que pueda cambiarse. 


Unidades y signos 

Como J p 2 dA es el producto de una distancia al cuadrado por un area, es un termino de 
cuarto grado. Asi pues, si L es la dimension longitud, la dimension de / es Z 4 . Una unidad 
conveniente de L es el milimetro, lo que da milimetros cuartos (mm 4 ) como unidad dimen- 
sional de I. 

El signo de I es independiente del signo del brazo de momento p, ya que este aparece al 
cuadrado y siempre es positivo. El signo, pues, solo depenae del signo del area. Se define un 
area como positiva cuando intervenga sumando en la formacidn del area total que se consi- 
dere, y como negativa cuando se reste (de otra mayor) para formar el area total. El momento 
de inercia de un area total siempre es positivo. 
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A-2. MOMENTO POLAR DE INERCIA (DE UN AREA) 

El momento de inercia de un area en relation con un eje perpendicular a su piano se lla- 
ma momenta polar de inercia , y se representa por /. En la figura A-2, el momento de inercia 
de un area cualquiera delimitada en el piano XY con respecto al eje Z perpendicular a XY 
viene dado por: 





Por las ecuaciones (A-l) y (A-2) se tiene: 


(A-3) 



Esto significa que el momento polar de inercia de un &rea con respecto a un eje perpen- 
dicular a su piano es igual a la suma de los momentos de inercia respecto de dos ejes perpen- 
diculares contenidos en dicho piano y que pasen por el punto de intersection del eje polar y 
del piano. 

A-3. RADIO DE GIRO (O RADIO DE INERCIA) 

El concepto de radio de giro se utiliza mucho en ingenieria, en particular, en las expre- 
siones de las columnas. Se suele representar por k (a veces por r) y se define por: 



o bien, / = Ak 2 


(A-4) 


siendo / el momento de inercia y A el area. 


Y 



Figura A-2 
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Veamos una interpretation geometrica del radio de giro. Supongamos que el area de la 
figura A-l se distribuye en una estrecha faja rectangular, como $e indica en la figura A-3. 
Cada elemento de area dA estara a la misma distancia k del eje de inertia. El momento de 
inercia es, en este caso: 



pues todos los elementos de area tienen el mismo brazo de momento. La faja rectangular 
puede colocarse a uno u otro lado del eje de referencia, ya que, aunque la distancia k sea ne- 
gativa, su cuadrado es positivo. Asimismo, parte del rectangulo puede colocarse a un lado 
del eje, y el resto, al otro lado. 

A la vista de estas consideraciones, el radio de giro se interpreta como la distancia uni- 
forme a la que debe situarse el area total, respecto de un eje, para que tenga el mismo mo- 
mento de inercia. De acuerdo con esto, para un area cuya dimensidn, en sentido perpendicu- 
lar al eje de referencia, sea muy pequena comparada con la distancia al eje, el radio de giro 
equivale pr&cticamente a la distancia de su centro de gravedad al eje. 



Area redistribuida en una 
^-franja estrecha 



k 



Figura A-3. Concepto de radio de-giro 
(o radio de inercia). 


Figura A-4. Momentos de inercia con respecto a 
ejes paralelos. 


A-4. TRASLACION PARALELA DE EJES: TEOREMA DE STEINER 

Con frecuencia, es necesario calcular el momento de inercia respecto de un eje, conoci- 
do el momento de inercia correspondiente a un eje paralelo. La formula para la traslacion de 
ejes permite hacerlo sin necesidad de integrar de nuevo la formula general. Por ejemplo. en 
la figura A-4, el momento de inercia respecto del eje X„ que pasa por el centro de gravedad es 
/* = j y 2 - dA. El momento de inercia con respecto a un eje paralelo X situado a una distancia 
d del eje X a viene dado por: 





(«) 


El factor d puede salir de la integral, ya que es constante. El segundo sumando del se- 
gundo miembro es cero, ya que J y dA es el momento estatico del &rea respecto de X a , que es 
igual a A v, siendo y la distancia del centro de gravedad al eje de referencia, que es nula por 
pasar X„ por el c.g. Por tanto: 


h ~ h + A <t 2 


(A-5) 
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Esto significa que, para un &rea dada, el momento de inercia en relacion con un eje cual- 
quiera en su piano es igual al momento de inercia respecto de un eje paralelo que pase por el 
centro de gravedad , mas el producto del area por el cuadrado de la distancia entre ejes. 

Evidentemente, el menor momento de inercia con respecto a una determinada direccion 
sera el correspondiente al eje que, con esa direccion, pase por el centro de gravedad. Obser- 
vese que en lugar de hablar de centro de gravedad deberia decirse centroide del area A que se 
considera. 

Entre los radios de giro correspondientes a ejes paralelos existe una relacion analoga. 
Sustituyendo en la ecuacion (A-5) I x por Akr x , e I x por Aid se tiene: 


Ak x 2 = Ak x 2 + Ad 2 


de donde 


(A- 6) 


- *7 + d 1 


Operando de la misma manera para los momentos polares de inercia, y sus radios de giro, 
se obtienen las siguientes relaciones analogas, a las anteriores: 



(A-7) 


A-5. MOMENTOS DE INERCIA M EDI ANTE INTEGRAClON 

Al determinar el momento de inercia mediante integration, el elemento dA de area debe 
escogerse de manera que: 

(1). Toda el area este a la misma distancia del eje de referenda*; o bien, (2). Se conozca 
el momento de inercia del area diferencial con respecto al eje de referencia. 

El momento de inercia del area total es la suma de los momentos de inercia de sus ele- 
mentos. 

Como en la determinacidn del centro de gravedad, el momento de inercia de una figura 
compuesta se puede obtener mediante combination (sumas y restas) de los momentos de 
inercia de sus partes componentes (aditivas y sustractivas). Naturalmente que, en caso nece- 
sario, se ha de aplicar el teorema de Steiner (Sec. A-4) para referir los momentos de inercia 
de todas las partes al mismo eje. 


PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

Al. Determinar el momento de inercia de un rectangulo de base b y altura h t con res- 
pecto a (a) un eje paralelo a la base por el centro de gravedad, y ( b) un eje que coincide con 
la base. 


* Si todos los puntos de un elemento de area est&n a la misma distancia del eje, esta distancia e$, en realidad el 
radio de giro del elemento, figura A-3. 
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dy 

\ 

"* b 



t 

2 

y 

\ 

f 1 ll/l 1 S S S S S S S // 

> dA=bdy 


eg. 

h 

2 

J. * 


Figura A-5. 



Solucion: 

Eje centroidal. Se considera el elemento diferencial de area que se indica en la figura 
A-5. Como todos su$ puntos est&n a igual distancia del eje X 09 aplicando la ecuacion (A-l) se 
obtiene: 

bh 3 


I x =fy 2 dA I x = f h/2 y 2 bdy = b 

J J -h/2 


F y 3 1V2 

t L /2 


12 


Resp. 


Eje que coincide con la base. Aplicando el teorema de Steiner (A-5), con d = resul- 


ta: 

[/= f+Ad 2 ] 


r bh 3 /t i\( h \ 2 

x ~l2 + ^(l) 


bh 3 

3 


Resp. 


El momento de mercia del paralelogramo de la figura A-6 tiene el mismo valor que el 
obtenido para el rectangulo, ya que los elementos de area del paralelogramo tienen las mis- 
mas dimensiones y estan a la misma distancia del eje de inercia que los correspondientes del 
rectangulo, salvo que estan ligeramente desplazados en sentido lateral. 

A2. Determinar el momento de inercia de un triangulo de base b y altura h respecto de 
(a) la base, y (b) un eje paralelo a la base por el c.g. 

Solucion: 

Eje que coincide con la base. Se considera el elemento de area que se indica en la figu- 
ra A-7. Por semejanza de triangulos, jr = (b/h) (h - y). El momento de inercia con respecto 
al eje X se obtiene de: 


= f y 2 dA 


4 = / V -xdy = f h y 2 ■ ^{h - y) dy 
J 0 J o « 


' b 

' hy 3 y 4 ' 

h 

3 4 


4 = 


M 3 

12 


Resp. 
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Eje por el centro de gravedad. Aplicando el teorema de Steiner, como la distancia entre 
X y X 0 es h/ 3, figura A-8, resulta: 

bh 3 


r - .71 bh 3 7 / bh\( h\ 2 

[4 ~ 4 + Ad ] TT “ * + ( 2 )( 3 ) 


I r = 


36 


Resp. 


A3. Determinar el momento de inercia de un circulo de radio r con respecto a un eje 
diametral. 

Soiucion: 

,Se emplean coordenadas polares, y se considera ei elemento de area que se indica en la 
figura A-9. Se observa que y = p sen 0, por lo cual el momento de inercia respecto del 
diametro es: 


= jy 2 dA 


I x = f f p 2 sen 2 6 p dO dp 
Jo Jo 

= f f p 3 dp * sen 2 8 d8 
J o J o 

= f 2W sen 2 0d0 = 

4 Jn 4 


I, = 


n rr 


Resp. 


Una soiucion mas sencilla consiste en calcular el momento polar de inercia, consideran- 
do como elemento de area dA el anillo rayado de la figura A-10, de superficie (2 t rp) dp. En 
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estas condiciones: 
J = fp 2 dA 


7 C r 7 ^ 1 ' nr * > 

J = I p ■ 27 rp dp = — r~ 

J 0 4 


Ahora bien, los momentos de inercia I x e I y son iguales, por simetria, y aplicando la ecuacion 
(A-3) resulta: 




7 rr 


= 1 ’ 4- I ' O I v — 


rrr 


Comprob. 


PROBLEMAS 

A4. Determinar el momento de inercia de 
un triangulo de base b y altura h t con respecto a 
un eje paralelo a la base, que pase por el vertice 
opuesto. Aplicar el teorema de Steiner al resulta- 
do del ejemplo ilustrativo A2. 

Resp. / = bh 3 / 4 

A5. Determinar el momento de inercia del 
cuadrante de circulo de la figura P-A5 respecto 
de los ejes X y Y. 

Resp. I x = I Y = 7rr 4 /16 



A6. Determinar el momento de inercia del 
semicirculo de la figura P-A6 con respecto a los 
ejes dados. 

Resp. I x = I y = 7rr 4 /8 



Figura P-A6. 

A7. Demostrar que el momento de inercia 
de un semicirculo de radio r con respecto a un eje 
centroidal paralelo al di&metro es 0.11 /A 


A8. Determinar el momento de inercia del 
cuadrante de circulo de la figura P-A5 con res- 
pecto a un eje centroidal paralelo a X. 

Resp. 7 X = 0.0 55r 4 

A9. Determinar el momento de inercia con 
respecto al eje A" del &rea encerrada por la eiipse 
de ecuacion (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1 . Calcular tarn- 
bien el radio de giro. 

Resp. 4 = 7rab 3 /4; k x - b/2 

A10. Determinar el momento de inercia y el 
radio de giro con respecto al eje Y del area limita- 
da en el primer cuadrante por la curvay = 100 — 
0.04.x 2 , expresando x y y en milimetros. 

Resp. I y = 1.667 x 10 6 mm 4 ; k y = 22.4 mm 

All. Calcular el momento de inercia con 
respecto al eje X del area parabolica rayada de la 
figura P-Al 1 - 

Resp. I x = ab l 



A 12. Calcular I y para la misma area del 
problema anterior. 

2 

Resp. I y = — tz 3 b 
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A-6. MOMENTOS DE INERCIA DE FIGURAS COMPUESTAS 

Si una figura puede descomponerse en elementos geometricos (rectangulos, triangulos, 
etc.) aditivos o sustractivos , de momentos de inercia conocidos, el momento de inercia del 
area total es la suma algebraica de los momentos de inercia de cada parte por separado. An- 
tes de sumar, naturalmente, hay que referir todos los momentos al mismo eje por aplicacion 
reiterada del teorema de Steiner. 

En los ejemplos que siguen, el valor de los momentos de inercia de las distintas compo- 
nentes simples se toman de las soluciones de los problemas de la seccion A-5, que aparecen 
resumidos en la tabla A-l. Para las secciones rectas de los perfiles laminados, los valores de 
sus momentos de inercia y otras propiedades aparecen en las tablas del Apendice B. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

A13. Determinar el momento de inercia con respecto a los ejes X D y Y 0 de la seccion I de 
ala ancha representada en la figura A-ll. 


Yo 



Solucion: Como se ha dicho, el momento de inercia de un &rea es la suma algebraica de los 
momentos de inercia de sus partes componentes (aditivas o sustractivas), con respecto al mis- 
mo eje de inercia todos ellos. 

Con respecto a X Q la descomposicion mas sencilla del area dada es un rect&ngulo grande 
de 200 x 300 mm, del cual se restan dos rectangulos pequefios de 90 x 260 mm. El t)cX Q es 
centroidal para estos rectangulos, asi que no hace falta acudir al teorema de Steiner. Con los 
valores dados en la tabla A-l se tiene: 


bh 3 m 
12 


Rect&ngulo de 200 X 300 mm: 


200(300) 3 

12 


= 450.0 x 10 6 mm 4 


Dos rectangulos de 90 X 260 mm: 



‘ 90(260) 3 ' 
12 


= 263.6 x 10 6 mm 4 


Area total: I x = (450.0 - 263.6) x 10 5 = 186.4 x 10 6 mm 4 


Resp. 
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TABLA A-l. Momentos de inercia 


FIGURA MOMENTO DE INERCIA RADIO DE GIRO 


Rect&ngulo 


! Y 1 

Yo 

ii 

n i 

nQ, 1' 

II 

Inn 

t 

h 

i 

cj 

L 

12 V02 

X 0 

r 

. X 3 ** V5 


•*-1 




Tri&ngulo cualquiera 






K = *v = j 


k x — ky = 0.264 r 


Area eliptica 



nab 3 

— V 


T y 


irba 3 



4 
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Con respecto al eje Y (> imaginemos la seccion descompuesta en un rectangulo de 20 x 
260 mm, mas dos de 20 x 200 mm. El eje Y 0 tdmbi£n es centroidal para estos tres rectangu- 
los. Por tanto, de acuerdo con la tabla A-l, se tiene: 


/ = ** 31 

•»' 12 


Rectangulo de 20 x 260 mm: 


l y = 260 ^°) = 0.173 x 10 6 mm 4 


Dos rectangulos de 20 x 200 mm: I = 2 


20(200) 3 

12 


= 26.67 X 10 6 mm 4 


Area total: 


l = (0.173 + 26.67) x 10 6 = 26.84 X 10 6 mm 4 Resp. 


A14. Calcular el momento de inercia del area compuesta de la figura A-12 respecto del 
eje X representado en dicha figura. 

Solucion: El area esta formada por un semicirculo (S) de 50 mm de radio, un rectangulo de 
100 x 240 mm (R) y un triangulo ( T) de 75 x 240 mm. Respecto del eje X, el momento de 
inercia total es la suma de los momentos de cada parte, referidos tambien al mismo eje X: 

4 = Ir + Is + A ( a ) 
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Cada uno de los momentos de inercia parciales, a los que se ha de aplicar el teorema de 
Steiner, viene dado por: 

Ir ~ Ir + (Ad 2 ) R 

Is = is + (Ad 2 )s 
7 r = I T + ( Ad 2 ) T 

Sumando: 

I x = ^ 1 I + I l Ad 2 ( b ) 

Quiere esto decir que el momento de inercia total es la suma de los momentos de inercia 
de cada parte respecto de su eje X 0 centroidal, m&s la suma de los terminos de traslacion de 
ejes, lo que permite la tabulation de los resultados parciales, sobre todo cuando hay un gran 
numcro de partes componentes, en la tabla A-l, 7„ = bh 3 / 12; T s = 0. 1 1 r 4 , e 7, = bh 3 / 36. 
Las distancias d de los terminos de traslacion de ejes estan indicadas en la figura A-12. 


COMPONENTES 

i 

(10 6 mm 4 ) 

AREA 

(10 3 mm 2 ) 

d 

(mm) 

Ad 2 

(10 6 mm 4 ) 

Rectangulo 

115.20 

24.00 

70.00 

117.6 

Semidrculo 

0.69 

3.93 

71.22 

19.9 

Triangulo 

28.80 

9.00 

110.00 

108.9 

Totales 

144.69 



246.4 


Con las sumas obtenidas en la tabla, y sustituyendo en la ecuacion {b) resiilta: 

[ I x = 2 / + S Ad 2 ] I x = (144.69 + 246.4) X 10 6 = 391.1 X 10 6 mm 4 Resp. 

A15. Una viga compuesta esta formada por cuatro angulos de 150 x 150 x 13 mm que 
unen un alma de 600 x 20 mm a dos alas de 460 x 20 mm como se indica en la figura A-l 3. 


I*. 


h 

-460 mm->j 

f — 

1 20 mm 

A 

150 X 150 X 13 mm 

r ' 

i 610 

Y 

mm 

600 mm X 20 mm^ 


1—* 


20 mm 




Figura A-13. 
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En los angulares, I x = I y = 8.05 x 10 6 mm 4 ; el area es 3730 mm 2 , y x = y = 42.3 mm. Cal- 
cular el momento de inercia de la seccion respecto del eje X Q . 


Solucion: A1 descomponer la seccion en muchas partes distintas es conveniente disponer los 
cdlculos en forma de tabla, como se ha hecho en el ejemplo anterior. En este caso, por consi- 
deraciones de simetria, solamente hay tres partes distintas, asi que es preferible aplicar direr- 
tamente el teorema de Steiner para determinar el momento de inercia de cada parte respecto 
del eje X Q dado, sumando luego los resultados parciales obtenidos. Se tiene. 


Para el alma: 

Para las dos alas: 

Para los cuatro angulos: 

Para la seccibn total: 


/ = + (20 X 600)(0) 2 - 360X 


iu mm 


7 = 2 


460 ^ Q)3 + (460 X 20)(315) 2 


= 1830 X 10 6 mm 4 
/ = 4[(8.05 X 10 6 ) + (3730)(305 - 42.3) 2 ] 
= 1060 x 10 6 mm 4 
f x = (360 + 1830 + 1060) X 10 6 
= 3250 X 10 6 mm 4 


Resp. 


PROBLEMAS 


A16. Determinar el momento de inercia de 
la seccion en T de la figura P-A16 con respecto al 
eje centroidal X„ y con respecto al eje de simetria 
Y 0 . 


50 mm 



-200 mm- 
Figura F-A16. 


A17. Determinar ei momento de inercia del 
drea representada en la figura P-A17, con respec- 
to a los ejes centroidales X Q y Y 0 . 


Y c 



Resp. y = 87.5 mm; I x = 113.5 x 10° mm 4 


Resp. y = 202 mm; l x = 260 x 10 6 mm 4 ; I v = 
50.8 x 10 6 mm 4 . 
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A 18, La base b de un tri&ngulo equil&tero es 
horizontal. Demostrar que los momentos de iner- 
cia con respecto a los ejes centroidales horizontal 
y vertical son iguales. 


A19. Calcular el momento de inercia de un 
hexagono regular con respecto a un eje que pasa 
por dos vertices opuestos. 

Resp. I = (5 V3716) a 4 

A20. Calcular el momento de inercia del 
rect&ngulo de la figura P-A20 con respecto al eje 
X, inclinado un angulo 8 - sen -1 ( 4 /5). Indica - 
cidn: Descomponer la figura en las partes A> B y 



Figura P-A20, 

Resp. I x = 576 x 10 6 mm 4 
A21. La figura P-A21 representa la seccion 
recta de un perfil laminado en Z. Determinar los 
valores de I x e I y . 



’ 20 mm 


Figura P-A21. 

Resp. 7 X = 17.55 x 10 6 mm"; 

l y = 6.91 x 10 6 mm 4 ; area = 5800 mm 2 

A22. Dos perfiles C200 x 28 se unen me* 
diante un enrejado, formando la seccidn de la 
figura P-A22. Determinar a que distancia d de- 
ben colocarse dichos perfiles para que I x sea igua) 


a I v . Despreciar el efecto de los elementos de 
union indicados mediante lineas punteadas. 



Resp. d = 111 mm 

A23. El area de la seccidn sombreada de la 
figura P-A23 es 40 x 10 3 mm 2 . Si I Xl = 250 x 
10 6 mm 4 , calcular I Xr 


f Xl 

50 mm 
; 

mm 

^2 


Figura P-A23. 

Resp. I Xl = 550 x 10 6 mm 4 

A24. Los lad os cortos de cuatro angulos de 
150 x 100 x 13 mm se unen a una placa de 600 
x 8 mm formando la viga de seccion compuesta 
de la figura P-A24, Calcular el valor de I x . 




Figura P-A24. 

A25. Se ha construido una columna con 
cuatro angulos de 200 x 100 x 13 mm con sus 
lados cortos unidos a una placa de 350 x 20 mm 
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que constituye el alma, y los lados largos, a unas 
placas de 460 x 60 mm que constituyen las alas 
como se indica en la figura P-A25. Calcular los 
valores de I x z I y . 



Figura P-A25. 

Resp, I x = 2910 X 10 6 mm 4 ; 
l y - 1140 X 10 6 mm 4 
A26. Determinar los momentos de inercia 
con respecto a los ejes de simetria de la section 
compuesta de la figura P-A26 formada por dos 
placas de 400 x 20 mm unidas a dos perfiles 
C310 x 31. 

y q 

i 



A27. Cuatro perfiles Z, cuyas propiedades 
geometricas son las determinadas en el problema 
A21, estan remachadas a una placa de 300 x 20 
mm. Determinar los momentos de inercia con 
respecto a los ejes de simetria del conjunto. 

Resp. l x = 527 x 10 6 mm 4 ; 7 V = 238 X 10 6 mm 4 

A28. Un perfil C250 x 23 se suelda al ala su- 
perior de un perfil W360 x 57 como se indica en 
la figura P-A28. Determinar la altura y del 




centroide y el momento de inercia con respecto al 
eje centroidal X 0 . 


Jo 


ll r 

P 1 


X 0 

y 

lJ 

L 


Figura P-A28. 


A29. Dos perfiles C250 x 23 se sueldan 
entre si, como se indica en la figura P-A29. Cal- 
cular los valores de y y de 7 X . 



Resp. y = 185.6 mm; I x = 48.5 X 10 6 mm 4 
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Figura A-14* 

A-7. PRODUCTO DE INERCIA (O MOMENTO PRODUCTO) 

El producto de inercia es una expresion matematica de la forma J xy dA, que represen- 
taremos por P. No se utiliza tanto como el momento de inercia, pero es necesario en algunos 
problemas, como en la determination de los momentos de inercia m&ximo y minimo, en la 
flexion asimetrica de vigas, y en el estudio de estructuras estaticamente indeterminadas, 

Unidades y Signos: Las dimensiones son las mismas que las de un momento de inercia, es 
decir (L ) 4 . Sin embargo, el signo, al contrario que en los momentos de inercia, depende de la 
situation del area con respecto a los ejes coordenados, siendo positivo si el area o la mayor 
parte de ella esta en el primer cuadrante o en el tercero, y negativo si lo esta en cl segundo o 
en el cuarto. Por ejemplo, el area de la figura A- 14 esta en el primer cuadrante del sistema de 
ejes XY, y P xy = \ xy dA es positivo ya que son positivas las coordenadas x y y de todos los 
elementos diferenciales de area dA. Sin embargo en relation con el sistema X' Y' , obtenido 
girando 90° en sentido contrario al del reloj el sistema anterior, el area estaria en el cuarto 
cuadrante, y las nuevas coordenadas dedA son x' = perojF' - - x, por lo que el produc- 
to de inercia seria 

p x y = fx'y’ dA = Jy(-x) dA = - j xy dA = - 

Este resultado no solo confirma la regia dada de los signos, sino que indica que durante 
la rotation de los ejes existe una posicion critica en la que el producto de inercia cambia de 
signo y sera, por tanto, nulo. Los ejes que ocupan esta posicion se llaman ejes principales de 
la section, Su aplicacion se vera en la seccidn A-12. 

A-8. EL PRODUCTO DE INERCIA ES CERO CON RESPECTO A 
LOS EJES DE SIMETRIA 

Si un area tiene un eje de simetria, este eje, junto con otro cualquiera perpendicular a el 
forman un sistema de ejes con respecto a los cuales el producto de inercia es nulo. Si se exa- 
mina una seccion simetrica cualquiera, como la T de la figura A- 15, se observa que para cada 
elemento de area A , existe otro igual, simetricamente dispuesto, B. Respecto del eje de 
simetria L, las abscisas x de A y B son iguales y de signo contrario, mientras que sus ordena- 
das y son iguales y del mismo signo, independientemente de la posicion de eje X . Por tanto, 
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la suma de los productos xy dA en cada par de elementos A y B sera nula. Por consiguiente, 
el valor de j xy dA para el area total es cero, si uno, o los dos ejes de referencia son de 
simetria. 

A-9. TRASLAClON PARALELA DE EJES PARA EL PRODUCTO 
DE iNERCIA: TEOREMA DE STEINER 

Consideremos un area cualquiera, como la representada en la figura A- 1 6 . y cuyo pro- 
ducto de inercia respecto de los ejes X o Y 0 es P xy . Tracemos un nuevo sistema de ejes XY, pa- 
ralelos a los anteriores, de manera que las coordenadas del centroide del area con respecto a 
este nuevo sistema sean xyy. 

Por definition de producto de inercia con respecto a X 0 Y 0 se tiene: 

— J x'y' dA ( a ) 


y respecto de los ejes paralelos XY: 

P X y = JV + *)(/ + y) dA { b ) 



Figura A-16. Productos de iaerda con respecto a sistemas de ejes paralelos. 
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Por tanto: 


/C = j x'y' dA + xfy' dA + y J x f dA + xyJdA (c) 

Obsfcrvese que los terminos segundo y tercero del segundo miembro representan los momen- 
tos estaticos del area dada respecto de X 0 y Y 0 , multiplicados por las constantes x y y. Como 
estos momentos estaticos son nulos, la ecuacion (c) se puede escribir: 

P X y = P X y + Axy (A-8) 

Esta formula constituye el teorema de Steiner en el caso del producto de inercia, y facili- 
ta el calculo de este en areas compuestas de figuras geometricas sencillas. Los signos de l y y 
en esta expresion pueden tomarse como las coordenadas del centroide de la figura con res- 
pecto a los ejes XY, o como las coordenadas de O respecto del sistema X 0 Y 0 . En el primer ca- 
so, figura A- 16, las dos son positivas, y en el segundo caso, ambas son negativas; pero tanto 
en uno como en otro, su producto es positivo y del mismo valor. 

PROBLEMAS ILUSTRATIVOS 

A30. Calcular el producto de inercia del triangulo rectangulo de la figura A- 17 respecto 
de los ejes X y Y. 

Solucion: Para aplicar la formula del producto de inercia P = j xy dA, observese que xy y 
son las coordenadas del centro de gravedad del area dA. En el triangulo de la figura A- 17 se 
considera como area elemental una estrecha faja paralela a la base. El area es dA = xdy y 
las coordenadas de su centroide son | v v 
Por semejanza de triangulos. 


Por tanto, 


* = j(h-y) 

dA = x dy = ^-(h — y) dy 

n 


\Y 




h 

\ j 

\ i 

V/////////y?^ c 

'-\ 1 


6 J 


Figura A-17. 
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Sustituyendo: 
[P = fxy dA] 




■ y • 


-(h - y) dy 


~2 / ( h2 y ~ lh y 2 + y 3 ) <*y 

2 hr o 


P m = 


b 2 r /? 2 ^ 2 

2A 2 ' 
b 2 h 2 


lhy 3 


4 


/* 

Jo 


24 


Resp. 


A31. Determinar el producto de inercia de la seccion indicada en la figura A- 18 con res- 
pecto a los ejes XY . 



Solution: La seccion angular se puede descomponer en un rectangulo de 100 x 20 mm y 
otro de 160 x 20 mm. Para el primero, los ejes paralelos a los ejes X y Y, son ejes de 
simetria, y de acuerdo con la seccion A-8, P xy para este rectangulo es cero. Lo mismo le pasa 
al otro rectangulo y, por tanto, para el area compuesta se tiene: 

[P xy = P xy + A x y] 

rectangulo de 100 x 20 mm: P xy = (100 X 20) X 10 X 70 = 1.40 X 10 6 mm 4 

rectangulo de 160 x 20 mm: P xy = (160 X 20) X 80 X 10 =2.56 X 10 6 mm 4 

para el area compuesta: P xy — (1.40 + 2.56) X 10° =3.96 X 10 6 mm 4 Resp. 

Si se girara la seccion 90° en sentido contrario al del reloj hasta la posicion indicada en la 
figura A- 19, se obtendria el mismo valor de P xy , pero de signo contrario, es decir, P xy = 
3.96 x 10 6 mm 4 . Este resultado equivale al dado por la rotacion de los ejes en la figura 
A- 18, un angulo de 90° en sentido del reloj, lo que daria P vx — — P xv . El signo negativo re- 
sultante del intercambio de subindices, es debido a que, al girar los ejes o la figura un angulo 
de 90°, y considerar el eje Y como primer eje del sistema coordenado, el segundo coincide 
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Y 


X 


Figura A-19. 


con la parte negativa del eje X. En este sentido, los productos de inercia se comportan de for- 
ma analoga a como lo hacen los esfuerzos cortantes sobre dos pianos perpendiculares, en 
donde r xy = — r yx como se indico en la nota a pie de pagina de la seccion 9-7, circulo de 
Mohr. 

A32. Utilizando el resultado del problerra ilustrativo A30, apliquese el teorema de 
Steiner para obtener el valor del producto de inercia del triangulo rectangulo de la figura 
A-20 con respecto a los ejes centroi dales X 0 Y 0 . 

Solution: En el problema ilustrativo A30 se obtuvo P xy - bP-h 2 /!^. Aplicando el teorema de 
Steiner: 



p = 


Resp. 


** 24 18 72 


Observese el signo menos obtenido. Confirma la regia de los signos establecida en la sec- 
cion A-7, ya que, respecto de los ejes X 0 Y 09 la mayor parte del area esta en ios cuadrantes se- 
gundo y cuarto. Si el triangulo gira 90° a partir de la position actual, el sieno de P xy cam- 
biara, pero su valor seguira siendo tPh 2 /12. 


\ Y 


h 



X 


b 

Figura A-20. 
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PROBLEMAS 


A33. Determinar el producto de inercia del 
dngulo de la figura A-18 con respecto a ejes 
centroidales paralelos a los lados. Explicar el sig- 
nificado del signo de la solucion. 


area triangular de la figura P-A35 con respecto a 
los ejes XY. 

Resp. P xy = 242 x 10 6 mm 4 


Resp. P xy = -5.17 x 10 6 mm 4 

A34. Determinar el producto de inercia de 
la section en Z de la figura P-A34 con respecto a 
los ejes centroidales X 0 Y 0 . 


A36. Calcular el producto de inercia del 
area triangular de la figura P-A35 con respecto a 
ejes centroidales paralelos a los ejes X y Y. 

Resp. P xy - -11.4 x 10 6 mm 4 



D 20 mm 


A37. Determinar el producto de inercia del 
cuadrante del circulo de la figura P-A37 con res- 
pecto a los ejes XY. 



Resp. P xy - -8.19 x 10 6 mm 4 


Resp. P xy - r 4 /8 


A35. Calcular el producto de inercia del 

Y 



A38. Aplicando la solucion del problema 
A37 determinar el producto de inercia del area 
rayada de la figura P-A38 respecto de los ejes 
XY. 

Resp. P xy = r 4 /12 



Figura P-A38. 
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A-10. MOMENTOS DE INERCIA CON RESPECTO A EJES 
INCLINADOS 

A veces es necesario determinar eJ momento de inercia con respecto a unos ejes que for- 
man un angulo a con los empleados normalmente. Ciaro esta que puede determinarse el 
nuevo momento de inercia por integration, pero suele ser mas facil aplicar la expresion gene- 
ral de la rotation de ejes. 

El problema puede enunciarse en la forma siguiente: Conocidos los valores de 4, I y y P xy 
respecto de los ejes X y Y, determinar los valores de 4, 4 y P uv referidos a unos ejes (7, V 
inclinados un angulo a en relacion con los X , F, como se observa en la figura A-21. 

Las coordenadas de un elemento de area dA son x, y respecto de los ejes X , Y , y u , v 
respecto de los ejes U , V. Las relaciones entre estas coordenadas, que se obtienen proyectan- 
do sobre los ejes (/, V> son: 


v = y cos a — x sen a 
u = y sen a + x cos a 


(*) 


Por definicion de momento de inercia, I u y 4 son: 



(*) 



0 ) 


Sustituyendo u por su valor, ecuacion (a), resulta: 

4 = f(y 2 cos 2 a - 2xy sen« cos a + x 2 sen 2 a) dA 
Teniendo en cuenta que 




(d) 



Figura A-21. Momentos de inercia con respecto a ejes inclinados. 
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Sustituyendo las relaciones 


cos 2 a = 


1 + cos 2 a 


y sen 2 a = 


1 — cos 2a 


(e) 


en la ecuacion (d), resulta: 

I x + I I x - I 

I u = 2 + 2 — “ cos 2 “ “ P xy sen2 « 

Operando igual con la ecuaci6n (c) se obtiene, sustituyendo u por su valor ( a ), 
I v = j (y 2 sen 2 a + 2 xy sen a cos a + x 2 cos 2 a) dA 
que se escribe en la forma 


(A-9) 


I v — I x sen 2 a + I y cos 2 a + sen 2a 


(/) 


y con las mismas relaciones (e) resulta: 

i x + / v / - I 

I v = -y- ~ 2 cos 2a + sen2a (A- 10) 

Asi, pues, conocidos los valores de I x , I y y P xy , las ecuaciones (A-9) > (A-10) permiten de- 
terminar, sin necesidad de nueva integracibn, los valores de l u y I v respecto de otros ejes U, 
K, inclinados un Angulo a con relacion a los ejes X , Y. 

Sumando las ecuaciones (A-9) y (A- 10) se obtiene la relacion: 


Iu + h = Ix + I, 

Esto significa que la.suma de los mementos de inercia con respecto a dos ejes perpendicula- 
res cualesquiera, trazados por un determinado punto, es una cantidad constante. Esta misma 
conclusion pudo obtenerse en la seccibn A-2 en donde se demostrb que el momento polar de 
inercia es igual a la suma de los momentos de inercia con respecto a dos ejes perpendiculares 
que pasen por el eje polar. Siendo J z un valor unico se obtiene: 

J z = J x + J y = I u + 4 

Para determinar P UVf recordemos que esta definido por: 

p uv = JuvdA ( g ) 

en donde, sustituyendo los valores dewy v dados por la ecuacion (a), resulta: 

P uv ~ j (y 2 sen a cos a + x y cos2 a — xy sen 2 a — x 2 sen a cos a) dA 

= y sen 2a -I- cos 2 a - P^ sen 2 a - y sen 2a ( h ) 
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Ahora bien, teniendo en cuenta la relation cos 2 a — sen 2 a = cos 2a, se puede escribir: 


P,„ = 


L - L 


sen 2a + 


P xy cos 2a 


(A-ll) 


La posicibn de los ejes U , V para la que los momentos de inertia son m&ximo y minimo, 
se puede determinar derivando (A-9) respecto de a e igualando a cero esta derivada. Para es- 
tos valores de a se halla que el producto de inercia es cero y que los momentos de inercia ma- 
ximo y minimo son: 


Lj, = 1jL ^ l ± ^/( : S“^) 2 + W 2 (a-12) 

A-11. CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE INERCIA 

Salvo la distinta signification de los simbolos que intervienen en ellas, las ecuaciones 
(A-9) y (A-1 1) son identicas a las (9-5) y (9-6) que expresan la variation del esfuerzo normal y 
del cortante. Por consiguiente, el metodo del circuio de Mohr para esfuerzos desarrollados en 
la seccibn 9-7, se puede aplicar de forma analoga en la obtencibn del circuio de Mohr para 
momentos de inercia. Con ello se consigue una representacibn grafica de todos los valores 
posibles de ly P con respecto a cualquier par de ejes ortogonales que pasen por un determi- 
nado punto de un area dada. Como recordatorio, y por el cambio de significado, es conve- 
niente repetir las reglas dadas en la seccion 9-7, como sigue: 

1. En un sistema de ejes coordenados rectangular es, se considera uno de los ejes como 
eje ly el otro como eje P de los productos de inercia. Conocidos los valores de I x9 I y y P xy se 
senalan los puntos de coordenadas ( I x , P^) y (I y , -P xy ). Observemos que el valor de P xy , con 
su signo real se asocia al valor de I xi y el de P xy , con su signo real, se asocia a I y por ser equiva- 
lente al P yx , ya que P yx = - P xyi como se vio en el problema A31. 

2. Unir ambos puntos. El segmento comprendido entre ambos es el diametro del circuio 
de Mohr que tiene su centro en la interseccion de la recta con el eje /. Trazar el circuio. 

3. Los valores de Iy P correspondientes a los distintos ejes que pasan por el punto del 
area en estudio, son las coordenadas de un punto aue se desplaza a lo largo del circuio de 
Mohr. 

4. El radio del circuio de Mohr correspondiente a un punto representa al eje de inertia 
para el que el momento de inercia del area es igual a la abscisa / de este punto. 

5. El angulo entre dos radios cualesquiera del circuio de Mohr es el doble del angulo 
real entre los dos ejes de inercia que representan. El sentido de rotacibn del angulo es el mis- 
mo en el circuio de Mohr y en realidad, es decir, si el eje U forma un angulo a en sentido 
contrario al del reloj respecto del eje X y el radio representative de U forma un angulo de 2a 
en sentido contrario al del reloj respecto del radio representative de X . 
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PROBLEMA ILUSTRATIVO 

A39. En el rectangulo de la figura A-22, calcular los valores de I uf I v y P uv referidos a los 
ejes U , V , inclinados un angulo de 30° en sentido contrario al del reloj respecto de los ejes 
A', Y. 



PX 10 6 



Figura A-23. Aplicaci6n del circulo de Mohr. 


Solueion: Calculemos, en primer lugar, los momentos de inercia y el producto de inercia res- 
pecto de los ejes X , Y : 


L = 


7 v = 


bh? ' 

/ 

1 50(300) 

12 

A x 

12 

hb 3 ‘ 

I 

300(150) 

12 

x y 

12 



= 0 por 


= 84.4 X 10 6 mm 4 


Con las reglas dadas, tracemos el sistema de ejes coordenados rectangulares Iy P y como 
se indica en la figura A-23. Con los valores obtenidos para I x9 l y y P xy se situan los puntos A y 
B cuyas coordenadas son (337.5, 0) y (84.4, 0). 

De acuerdo con la regia 2, el diametro del circulo de Mohr es AB. Su centro C es el pun- 
to medio entre A y B, y su abscisa / es 211.0. El radio del circulo es CA = 337.5 — 211.0 = 
126.5. 

Pot la regia 4, el radio CA representa al eje X , y aplicando la regia 5, el eje U estara 
represen tado por el radio CD que forma un angulo de 60° en sentido contrario al del reloj 
respecto de CA. Asi, pues, como V es perpendicular a £/, el punto representative E esta a 
180° de D . Los puntos D, C y E estan alineados. 

Por la regia 3, las coordenadas de D ser&n I u y P uv , y las coordenadas de E son I v y P uv 
con sigrio contrario. De la figura se obtienen sus valores: 
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[/„ X 1CT 6 = OC + CD cos 60° ] 

4 = (211.0 + 126.5 cos 60°) X 10 6 = 274.3 X 10 6 mm 4 Resp. 

[7 e X 10" 6 = OC - CE cos 60° ] 

4 = (211.0 - 126.5 cos 60°) X 10 6 = 147.8 X 10 6 mm 4 Resp. 

[/> uc X 10" 6 = CD sen 60° ] 

P m = (126.5 sen 60°) X 10 6 = 109.6 X 10 6 mm 4 Resp. 

A- 12. MOMENTOS DE INERCIA MAXIMO Y MINIMO. 

EJES PRINC1PALES 

El circulo de Mohr indica que los puntos cuyas coordenadas representan los momentos 
de inercia maximo y minimo estan sobre el eje /y tienen, por tanto, producto de inercia nulo. 
Reciprocamente, los ejes para los que el producto de inercia es nulo son los ejes de maximo o 
minimo momento de inercia, y se llaman ejes principaies de inercia. 

Como se dijo en la seccion A-8, los productos de inercia con respecto a ejes de simetria 
son nulos, de donde se deduce que los ejes de simetria han de ser ejes principaies ya que da- 
ran siempre valores maximos o minimos para el momento de inercia. Ahora bien, hay 
muchas figuras que no tienen ejes de simetria, pero en cambio todas tienen ejes principaies, 
respecto de los cuales el producto de inercia es nulo. Los ejes de simetria son siempre ejes 
principaies , pero los ejes principaies no tienen por que ser de simetria. 

PROBLEMA ILUSTRATIVO 

A40. El area encerrada por una cierta figura liene los siguientes valores de inercia con 
respecto a A y Y: I x = 100 x 10 6 mm 4 ; I v = 60 x 10 6 mm 4 , y P xv = 15 x 10 6 mm 4 . Deter- 
minar los momentos de inercia maximo y minimo asi como la posicion de los ejes principaies 
respecto de X Y. 

Solucion: En un sistema de ejes coordenados IP, como el de la figura A-24, se representan 
los puntos que tienen las siguientes coordenadas: 



Figura A-24. Momentos de inercia m&ximo y minimo. 
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I x = 100 x 10 6 


/, = -60 x 10 6 

P xy = 15 x 10 6 


- P xv = - 15 x 10 6 


Observese que P x> . se ha asociado a I x y — P xy a /,,. (Si el valor original de P x , hubiera sido ne- 
gativo si habria asignado a I x y su correspondienie positive, a /,..) l-.sios dos pantos son los 
extremos de un diametro del circulo de Mohr. El radio del mismo es CA = v '20 2 + 15 2 = 
25. Los momentos de inercia maximo y minimo correspond^ afiyaDy son: 


I 7 max = OC + CB] 

! max = (80 + 25) X 10 6 = 105 X 10 6 mm 4 

Resp. 

[ U = OC - CD] 

/ min = (80 - 25) x 10 6 = 55 x 10 6 mm 4 

Resp. 


Para ir del punto representativo del eje X (radio CA) al representative del eje de maxima 
inercia (radio CB) se debe girar en sentido del reloj un angulo 2a. En el circulo se obtiene: 


tan 2 a = 


AE ' 
CE 


tan 2a = ^ = 0.75 


2a = 36.9° y 


a = 18.45° 


Resp. 


El angulo a que fija la posicion del eje de maxima inercia (eje U) ha de girar tambien en 
sentido del reloj desde el eje X , lo que da la posicion indicada en la figura A-25. El eje de 
minima inercia (eje K) es perpendicular al eje U. 



Figura A-25. Situacion de los ejes principaies de inercia U y V. 


PROBLEMAS 

A41. Se conocen, para cierta area, I x = 80 
x 10 6 mm 4 , I y = 40 x 10 6 mm 4 y P xy — 0. 
Hallar el momento de inercia de esta area con res- 
pecto a un eje U a 30° en sentido contrario al del 
reloj respecto al eje X. 

Resp. I» - 70 x 10 6 mm 4 

A42. En una cierta area se tiene: I x = 40 x 


10 6 mm 4 , I y = 100 x 10 6 mm 4 , P xy = 40 x 10 b 
mm 4 . Determinar los valores de los momentos de 
inercia maximo y minimo y el angulo que forma 
el eje de maxima inercia con el eje X. Dibujar un 
diagrama. 

Resp. f^ x = 120 x 10 6 mm 4 ; 

/ min = 20 x \0 b mm 4 ; 6 = 63.4 ° 
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A43. Un triangulo rectangulo tiene una ba- 
se de 300 mm y una altura de 600 mm, Determi- 
nar los momentos de inercia maximo y minimo 
con respecto a los ejes princi pales centroidales. 


Resp. 


Ati£lx 

^min 


= 1936 x 10 6 mm 4 ; 
= 314 x 10 6 mm 4 


A44. Las propiedades de un area dada son: 
A = 8000 mm 2 ; T x = 16.0 x 10 6 mm 4 ;/y = 340 
x 10 6 mm 4 yP A> , = -14.0 x 10 6 mm 4 . Calcule 
el radio de giro minimo para ejes centroidales. 


A45. Determinar los momentos de inercia 
maximo y minimo de la section Z de la figura 
P-A21, con respecto a los ejes principals 
centroidales. En el problema A34 se obtuvo P XY 
= -8.19 x 10 6 mm 4 . 

Resp. - 22.0 x 10 6 mm 4 ; 

/ min = 2.46 x 10 6 mm 4 

A46. Demostrar que el momento de inercia 
del area de cualquier poligono regular es constan- 
te en relation con todos los sistemas de ejes que, 
en el piano de la figura, pasan por su centroide. 


A47. Demostrar que el momento de inercia 
del area de un cuadrantc respecto de su eje de 
simetria es (7r — 2)r 4 /16, siendo r el radio. 

A48. La figura del problema A20 se ha vuel- 
to a representar en la figura P-A48. Comprobar 
el resultado obtenido en aquel problema (7 V ), cal- 
culando primero l u e 7 V mediante el circulo de 
Mohr para obtener /*, trasladando luego este va- 
lor al eje X. 



A49. Aplicar la idea expuesta en el problema 
anterior para calcular el valor de I x en el area 
representada en la figura P-A49. 

Resp. I x = 1040 x 10 6 mm 4 




— 


X 0W>! 
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Las tablas de propiedades se presentan en tres grupos: perfiles de conformation 
americana (de Estados Unidos de America) en unidades SI; perfiles de conformackm 
europea en unidades ST ; perfiles de conformation americana en unidades US. A1 principio 
de cada grupo se tiene la tabla de propiedades fisicas de metales de uso comun en las 
unidades respectivas. 


TABLAS EN UNIDADES SI 


BDisni $b oiRsmom Is sap TBiKomsCl Xkh 
■>b it?, ob oiosqaat sJostbsos -.m 

.Giber is •*. obnsi? AV '- X -) «s shlsrai? 


B-l 

B-2 

B-3 

B-4 

B-5 

B-6 


Propiedades fisicas medias de los metales mis comunes ( unidades ST) 
Perfiles H (vigas de ala ancha), americanos (W) {unidades SI) 
Perfiles I (vigas normales), americanos (S) {unidades ST) 

Perfiles C (canales), americanos {unidades ST) 

Perfiles L (angulares), de lados iguales, americanos {unidades ST) 
Perfiles L (angulares), de lados desiguales, americanos {unidades ST) 


TABLAS EN UNIDADES ST 

B-7 Propiedades fisicas medias de los metales mas comunes (unidades ST) 
B*8 Perfiles H (vigas de ala ancha), europeos (unidades ST) 

B-9 Perfiles I (vigas normales), europeos (unidades ST) 

B-10 Perfiles C (o U) (canales), europeos (unidades ST) 

B-ll Perfiles L (angulares), de lados iguales, europeos (unidades ST) 

B-12 Perfiles L (angulares), de lados desiguales, europeos (unidades ST) 
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TABLAS EN UNIDADES US 

B-13 Propiedades frsicas medias de los metales mas comunes (unidades US) 

B-14 Perfiles H (vigas de ala ancha), americanos (W) (unidades US) 

B-15 Perfiles I (vigas normales), americanos (S) (unidades US) 

B-16 Perfiles C (canales), americanos (unidades US) 

B-17 Perfiles L (angulares), lados iguales y lados desiguales, americanos (unidades US) 

Las tablas de la B-l a la B-12 se reproducen de la edicion anterior en espanol de este 
libro. 

Los datos de las tablas B-2 a B-6 se han tornado del manual Metric Structural Steel Data 
Design , con permiso del Canadian Institute of Steel Construction. Los perfiles de ala ancha 
(W) y los angulares (L) son los designados como Standard CAN3-G312.3-M78 por la 
Canadian Standards Association (CSA). 

La informacion de las tablas B-7 a B-12 es la de la edicion anterior en las unidades 
m^tricas tdcnicas. 

Las tablas de la B-13 a la B-17 provienen de la cuarta edicion en ingles de esta obra; 
los datos fueron tornados del AISC Manual of Steel Construction , 8a. ed. , 1980, con permiso 
del American Institute of Steel Construction, Inc., Chicago, Illinois, E.U.A.* 


* La disposicion y adaptacion general de este Apendice B, fue realizada por F. Paniagua, segun las consideraciones 
de "Las Unidades SI en Ingeniena Civil — Una apreciaeion practica eon las unidades tecnicas e inglesas". 


TABLA B~l. Propiedades fisicas medias de los metales inds cornu nes (unidades SI) 




Coeficiente 

Limite de 

Resistencia 

Modulo de 




de dilatacion 

proporcionalidad 

ultima 

elasticidad 

Elongation 


Densidad 

lineal 

(MPaf 

(MPa) 

(GPa) 

<%) 

METALES 

(kg/m 3 ) 

t M m /(m • "C)] 

Tensibn Cortante 

Tensibn Compr, Cortante 

E G 

(en 50 mm) 


Acero, 0.2% carbono, 


laminado en caliente 
0.2% carbono, 

7 850 

Varia de 

240 

150 

410 

b 

310 

200 

80 

35 

laminado en frio 

7 850 

11.0 a 13.2 

4?0 

250 

550 

b 

420 

200 

80 

18 

0.6% carbono, 











laminado en caliente 
0.8% carbono, 

7 850 

El valor medio 
es 11.7 

420 

250 

690 

b 

550 

200 

80 

15 

laminado en caliente 

7 850 

480 

290 

830 

b 

730 

200 

80 

10 

Fundicibn gris 

7 200 

10.8 

c 

d 

140 

520 

d 

100 

40 

Pequena 

Fundicibn maleable 

7 200 

11.9 

250 

160 

370 

b 

330 

170 

90 

18 

Hierro forjado 

7 700 

12.1 

210 

130 

350 

b 

240 

190 

70 

35 

Aluminio fundido 

2 650 

23.1 

60 


90 

b 

70 

70 

30 

20 

Aluminio, aleacibn 17ST 

2 700 

23.1 

220 

150 

390 

b 

220 

71 

30 

— 

Latbn, laminado 

(70% Cu, 30% Zn) 

8 500 

18.7 

170 

110 

380 

b 

330 

100 

40 

30 

Bronce, fundido 

8 200 

18.0 

140 


230 

390 

— 

80 

35 

10 

Cobre, estirado 

8 800 

16.8 

260 

160 

380 

b 

— 

120 

40 

4 


NOTAS 

a El limite de proporcionalidad y el mbdulo el&stico, a compresion, pueden tomarse los mismos que a tension, excepto en la fundicibn o hierro fundi- 
do cuyo limite de proporcionalidad es aproximadamente 180 MPa. 

b Como resistencia ultima a compresion en materiales ductiles puede tomarse el punto de cedencia o fluencia que es ligerameme superior al limite de 
proporcionalidad a tensibn. 

c No esi& bien definido, aproximadamente vale 40 MPa. 
d La fundicibn falla por tensibn diagonal. 
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TABLA B-2. Perfiles H (vigas de ala ancha), americanos (W) (unidades SI) 

Ala (o patin) Eje X-X Eje Y- Y 


Denominaci6n 

Masa 

(aprox.) 

(kg/m) 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

Altura 

(mm) 

Ancho 

(mm) 

Espesor 

(mm) 

Espesor 
de alma 
(mm) 

i 

(10^ mm 4 ) 

c 

(10 3 mm 3 ) 

VT/a 

(mm) 

/ 

(10 6 mm 4 ) 

S-i 

C 

(to 3 mm 3 ) 

r “ 

VT/a 

(mm) 

W920 X446 

447.2 

57 000 

933 

423 

42.7 

24.0 

8 470 

18 200 

386 

540 

2 550 

97.3 

X417 

418.1 

53 300 

928 

422 

39.9 

22.5 

7 880 

17000 

385 

501 

2 370 

97.0 

X387 

387.0 

49 300 

921 

420 

36.6 

21.3 

7 180 

15600 

382 

453 

2 160 

95.8 

X365 

364.6 

46 400 

916 

419 

34.3 

20.3 

6710 

14 600 

380 

421 

2010 

95.2 

X 342 

342.4 

43 600 

912 

418 

32.0 

19.3 

6 250 

13 700 

379 

390 

1 870 

94.6 

X313 

312.7 

39 800 

932 

309 

34.5 

21.1 

5 480 

It 800 

371 

170 

1 100 

65.4 

X289 

288.6 

36 800 

927 

308 

32.0 

19.4 

5040 

10 900 

370 

156 

l 020 

65.2 

X271 

271.7 

34 600 

923 

307 

30.0 

18.4 

4 720 

10 200 

369 

145 

946 

64.8 

X 253 

253.7 

32 300 

919 

306 

27.9 

17.3 

4 370 

9 520 

368 

134 

874 

64.3 

X238 

238.3 

30 400 

915 

305 

25.9 

16.5 

4 060 

8 880 

366 

123 

806 

63.6 

X223 

224.2 

28 600 

911 

304 

23.9 

15.9 

3 770 

8 270 

363 

112 

738 

62.7 

x20l 

201.3 

25 600 

903 

304 

20.1 

15.2 

3 250 

7 200 

356 

94.4 

621 

60.7 

W840 X 359 

359.4 

45 800 

868 

403 

35.6 

21.1 

5 910 

13 600 

359 

389 

1 930 

92.2 

X329 

329.4 

42 000 

862 

401 

32.4 

19.7 

5 350 

12 400 

357 

349 

1 740 

91.2 

X299 

299.3 

38 100 

855 

400 

29.2 

18.2 

4 790 

11 200 

355 

312 

1 560 

90.4 

x226 

226.6 

28 900 

851 

294 

26.8 

16.1 

3400 

7990 

343 

114 

774 

62.8 

X210 

210.8 

26 800 

846 

293 

24.4 

15.4 

3 no 

7340 

340 

103 

700 

61.8 

X 193 

193.5 

24 700 

840 

292 

21.7 

14.7 

2 780 

6 630 

336 

90.3 

618 

60.5 

X 176 

176.0 

22 400 

835 

292 

18.8 

14.0 

2 460 

5900 

331 

78.2 

536 

59.1 


(contim'ia) 
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TABLA B-2. (Conti nuacion) 

Ala (o patin) Eje XX Eje Y-Y 



Masa 

(aprox.) 

Area 

transversal 

Altura 

Ancho 

Espesor 

Espesor 
de alma 

i 

S « - 
c 

Vl/A 

i 

s = ^ 

c 

Vi / a 

Denomination 

(kg/m) 

(mm 2 ) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 s mm 3 ) 

(mm) 

W760 X314 

314.4 

40 100 

786 

384 

33.4 

19.7 

4 270 

10 900 

327 

316 

1 640 

88.8 

X284 

283.9 

36 200 

779 

382 

30.1 

18.0 

3 810 

9 790 

325 

280 

1 470 

88.0 

X 257 

257.6 

32 800 

773 

381 

27.1 

16.6 

3 420 

8 840 

323 

250 

1 310 

87.3 

x 196 

196.8 

25 100 

770 

268 

25.4 

15.6 

2400 

6 240 

309 

81.7 

610 

57.1 

x 185 

184.8 

23 500 

766 

267 

23.6 

14.9 

2 230 

5 820 

308 

75.1 

563 

56.5 

X 173 

173.6 

22 100 

762 

267 

21.6 

14.4 

2060 

5400 

305 

68.7 

515 

55.7 

X 161 

160.4 

20 400 

758 

266 

19.3 

13.8 

1 860 

4 900 

302 

60.7 

457 

54.5 

X 147 

147.1 

18 700 

753 

265 

17.0 

15.2 

1 660 

4410 

298 

52.9 

399 

53.1 

W690 X 265 

264.5 

33 700 

706 

358 

30.2 

18.4 

2900 

8 220 

294 

231 

1 290 

82.8 

X 240 

239.9 

30 600 

701 

356 

27.4 

16.8 

2 610 

7 450 

292 

206 

1 160 

82.2 

X 217 

217.8 

27 700 

695 

355 

24.8 

15.4 

2 340 

6 740 

291 

185 

1 040 

81.7 

X 170 

169.9 

21 600 

693 

256 

23.6 

14.5 

1 700 

4910 

280 

66.2 

517 

55.3 

X 152 

152.1 

19400 

688 

254 

21.1 

13.1 

1 510 

4 380 

279 

57.8 

455 

54.6 

X 140 

139.8 

17 800 

684 

254 

18.9 

12.4 

1 360 

3 980 

276 

51.7 

407 

53.9 

x 125 

125.6 

16 000 

678 

253 

16.3 

11.7 

1 190 

3 500 

272 

44.1 

349 

52.5 

W610 X 241 

241.7 

30 800 

635 

329 

31.0 

17.9 

2 150 

6 780 

264 

184 

1 120 

77.4 

X 217 

217.9 

27 800 

628 

328 

27.7 

16.5 

1 910 

6 070 

262 

163 

995 

76.7 

X 195 

195.6 

24 900 

622 

327 

24.4 

15.4 

1 680 

5400 

260 

142 

871 

75.6 

X 174 

174.3 

22 200 

616 

325 

21.6 

14.0 

1 470 

4 780 

257 

124 

761 

74.7 

X 155 

154.9 

19 700 

611 

324 

19.0 

12.7 

1 290 

4 220 

256 

108 

666 

73.9 

X 140 

140.1 

17 900 

617 

230 

22.2 

13.1 

1 120 

3 630 

250 

45.1 

392 

50.3 

x 125 

125.1 

15 900 

612 

229 

19.6 

11.9 

985 

3 220 

249 

39.3 

343 

49.7 

X 113 

113.4 

14 400 

608 

228 

17.3 

11.2 

875 

2 880 

246 

34.3 

300 

48.7 
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X 101 

101.7 

X92 

92.3 

x82 

81.9 

W530 x 219 

218.9 

x 196 

196.5 

x 182 

181.7 

x 165 

165.3 

x 150 

150.6 

X 138 

138.3 

x 123 

123.2 

x 109 

109.0 

x 101 

101.4 

x 92 

92.5 

x 82° 

82.4 

x 85 

84.7 

x 74 

74.7 

X 66 

65.7 

W460 X 177 

177.3 

x 158 

157.7 

x 144 

144.6 

x 128 

128.4 

x 1 13 

113.1 

X 106 

105.8 

x 97 

96.6 

x 89 

89.3 

x82 

81.9 

x74 

74.2 

X6T 

68.1 

x6\ a 

60.9 


603 

228 

14.9 

10.5 

603 

179 

15.0 

10.9 

599 

178 

12.8 

10.0 

560 

318 

29.2 

18.3 

554 

316 

26.3 

16.5 

551 

315 

24.4 

15.2 

546 

313 

22.2 

14.0 

543 

312 

20.3 

12.7 

549 

214 

23.6 

14.7 

544 

212 

21.2 

13.1 

539 

211 

18.8 

11.6 

537 

210 

17.4 

10.9 

533 

209 

15.6 

10.2 

528 

209 

13.3 

9.5 

535 

166 

16.5 

10.3 

529 

166 

13.6 

9.7 

525 

165 

11.4 

8.9 

482 

286 

26.9 

16.6 

476 

284 

23.9 

15.0 

472 

283 

22.1 

13.6 

467 

282 

19.6 

12.2 

463 

280 

17.3 

10.8 

469 

194 

20.6 

12.6 

466 

193 

19.0 

11.4 

463 

192 

17.7 

10.5 

460 

191 

16.0 

9.9 

457 

190 

14.5 

9.0 

454 

190 

12.7 

8.5 

450 

189 

10.8 

8.1 


13 000 

11 800 

10400 

27 900 

25 000 

23 100 

21 100 

19 200 

17 600 

15 700 

13 900 

12 900 

11 800 

10 500 

10 800 

9 520 

8 370 

22 600 

20 100 

18 400 

16400 

14 400 

13 500 

12 300 

11 400 

10 400 

9 450 

8 680 

7 760 


764 

2 530 

243 

646 

2 140 

234 

560 

1 870 

232 

1 510 

5 390 

233 

1 340 

4 840 

231 

1 240 

4 480 

231 

1 110 

4 060 

230 

1 010 

3710 

229 

861 

3 140 

221 

761 

2 800 

220 

667 

2 480 

219 

617 

2 300 

219 

552 

2 070 

217 

479 

1 810 

214 

485 

1 810 

212 

411 

1 550 

208 

351 

1 340 

205 

910 

3 780 

201 

796 

3 350 

199 

726 

3 080 

199 

637 

2 730 

197 

556 

2400 

196 

488 

2 080 

190 

445 

l 910 

190 

410 

1 770 

190 

370 

1 610 

188 

333 

1 460 

188 

300 

1 320 

186 

259 

1 150 

183 


29.5 

259 

47.7 

14.4 

161 

35.0 

12.1 

136 

34.0 

157 

986 

75.0 

139 

877 

74.4 

127 

808 

74.2 

114 

726 

73.4 

103 

659 

73.2 

38.7 

362 

46.9 

33.8 

319 

46.4 

29.5 

280 

46.1 

26.9 

256 

45.6 

23.8 

228 

44.9 

20.3 

194 

44.0 

12.6 

152 

34.2 

10.4 

125 

33.1 

8.57 

104 

32.0 

105 

735 

68.2 

91.4 

643 

67.4 

83.6 

591 

67.4 

73.3 

520 

66.9 

63.3 

452 

66.3 

25.1 

259 

43.2 

22.8 

237 

43.1 

20.9 

218 

42.9 

18.6 

195 

42.2 

16.6 

175 

41.9 

14.6 

153 

40.9 

12.2 

129 

39.6 
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TAB LA B-2. ( Continuation ) 


Ala (o patin) Eje X-X Eje Y-Y 



Masa 

(aprox.) 

Area 

transversal 

Altura 

Ancho 

Espesor 

Espesor 
de alma 

i 

5 = ^ 
c 

V'l/A 

i 

5 -/ 

c 

Vl/A 

Denomination 

(kg/m) 

(mm 2 ) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

X 68 

68.5 

8 730 

459 

154 

15.4 

9.1 

297 

1 290 

184 

9 41 

122 

32.8 

X 60 

59.6 

7 590 

455 

153 

13.3 

8.0 

255 

1 120 

183 

7.96 

104 

32.4 

x 52 

52.0 

6 630 

450 

152 

10.8 

7.6 

212 

943 

179 

6.34 

83.4 

30.9 

W 410 X 149 

149.3 

19 000 

431 

265 

25.0 

14.9 

619 

2 870 

180 

77.7 

586 

63.9 

X 132 

132.1 

16 800 

425 

263 

22.2 

13.3 

538 

2 530 

179 

67.4 

512 

63.3 

X 114 

114.5 

14 600 

420 

261 

19.3 

11.6 

462 

2 200 

178 

57.2 

439 

62.6 

X 100 

99.6 

12 700 

415 

260 

16.9 

10.0 

398 

1 920 

177 

49.5 

381 

62.5 

X 85 

85.0 

10 800 

417 

181 

18.2 

10.9 

315 

1 510 

171 

18.0 

199 

40.8 

X 74 

74.9 

9 550 

413 

180 

16.0 

9.7 

275 

1 330 

170 

15.6 

173 

40.4 

X 67 

67.5 

8 600 

410 

179 

14.4 

8.8 

246 

1 200 

169 

13.8 

154 

40.0 

*60 

59.5 

7 580 

407 

178 

12.8 

7.7 

216 

1 060 

169 

12.0 

135 

39.9 

X 54 

53.4 

6 810 

403 

177 

10.9 

7.5 

186 

924 

165 

10.1 

114 

38.5 

X 46 

46.2 

5 890 

403 

140 

11.2 

7.0 

156 

773 

163 

5.14 

73.4 

29.5 

X 39 

39.2 

4 990 

399 

140 

8.8 

6.4 

127 

634 

159 

4.04 

57.7 

28.4 

W 360 X 1086 

1087.9 

139 000 

569 

454 

125 

78.0 

5 960 

20 900 

207 

l 960 

8 650 

119 

X 990 

991.0 

126 000 

550 

448 

115 

71.9 

5 190 

18900 

203 

1 730 

7 740 

117 

X 900 

902.2 

115 000 

531 

442 

106 

65.9 

4 500 

17 000 

198 

1 530 

6 940 

116 

X 818 

819.0 

104 000 

514 

437 

97.0 

60.5 

3 920 

15 300 

194 

1 360 

6 200 

114 

X 744 

744.3 

94 800 

498 

432 

88.9 

55.6 

3 420 

13 700 

190 

1 200 

5 550 

112 

X 677 

677.8 

86 300 

483 

428 

81.5 

51.2 

2 990 

12 400 

186 

1 070 

4 990 

in 

X 634 

634.3 

80 800 

474 

424 

77.1 

47.6 

2 740 

11 600 

184 

983 

4 630 

110 

X 592 

592.6 

75 500 

465 

421 

72.3 

45.0 

2 500 

10 800 

182 

902 

4 280 

109 
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x 551 

550.6 

x 509 

509.5 

x 463 

462.8 

x 421 

421.7 

x 382 

382.4 

x 347 

347.0 

x 314 

313.4 

X 287 

287.6 

W360 X262 

262.7 

X 237 

236.3 

X2I6 

216.3 

X 196 

196.5 

X 179 

179.2 

X 162 

162.0 

x 147 

147.5 

X 134 

134.0 

X 122 

121.7 

x 1 10 

110.2 

x 101 

101.2 

x 91 

90.8 

X 79 

79.3 

X 72 

71.5 

X 64 

63.9 

X 57 

56.7 

X 51 

50.6 

x45 

45.0 

X39 

39.1 

x 33 

32.8 


455 

418 

67.6 

42.0 

446 

416 

62.7 

39.1 

435 

412 

57.4 

35.8 

425 

409 

52.6 

32.8 

416 

406 

48,0 

29.8 

407 

404 

43.7 

27.2 

399 

401 

39.6 

24.9 

393 

399 

36.6 

22.6 

387 

398 

33.3 

21.1 

380 

395 

30.2 

18.9 

375 

394 

27.7 

17.3 

372 

374 

26.2 

16.4 

368 

373 

23.9 

15.0 

364 

371 

21.8 

13.3 

360 

370 

19.8 

12.3 

356 

369 

18.0 

11.2 

363 

257 

21.7 

13.0 

360 

256 

19.9 

11.4 

357 

255 

18.3 

10.5 

353 

254 

16.4 

9.5 

354 

205 

16.8 

9.4 

350 

204 

15.1 

8.6 

347 

203 

13.5 

7.7 

358 

172 

13.1 

7.9 

355 

171 

11.6 

7.2 

352 

171 

9.8 

6.9 

353 

128 

10.7 

6.5 

349 

127 

8,5 

5.8 


70 100 

64 900 

59 000 

53 700 

48 700 

44 200 

39 900 

36 600 

33 500 

30 100 

27 600 

25 000 

22 800 

20 600 

18 800 

17 100 

15 500 

14 000 

12900 

11 600 

10 100 

9 110 

8 140 

7 220 

6 450 

5 730 

4 980 

4 170 


2 260 

9 940 

180 

2 050 

9 170 

178 

I 800 

8 280 

175 

1 600 

7510 

172 

1 410 

6 790 

170 

1 250 

6 140 

168 

1 100 

5 530 

166 

997 

5 070 

165 

894 

4 620 

163 

788 

4 150 

162 

712 

3 790 

161 

636 

3 420 

159 

575 

3 120 

159 

516 

2 830 

158 

463 

2 570 

157 

415 

2 330 

156 

365 

2 010 

154 

331 

1 840 

154 

302 

i 690 

153 

267 

1 510 

152 

227 

1 280 

150 

201 

1 150 

149 

178 

1 030 

148 

161 

897 

149 

141 

796 

148 

122 

691 

146 

102 

580 

143 

82.7 

474 

141 


825 

3 950 

108 

754 

3 630 

108 

670 

3 250 

107 

601 

2 940 

106 

536 

2 640 

105 

481 

2 380 

104 

426 

2 120 

103 

388 

1 940 

103 

350 

1 760 

102 

310 

I 570 

102 

283 

1 430 

101 

229 

1 220 

95.5 

207 

1 110 

95.2 

186 

I 000 

94.8 

167 

904 

94.3 

151 

817 

94.0 

61.5 

478 

63.0 

55.7 

435 

63.0 

50.6 

397 

62.7 

44.8 

353 

62.2 

24.2 

236 

48.9 

21.4 

210 

48.5 

18.8 

186 

48.1 

11.1 

129 

39.3 

9.68 

113 

38.8 

8.18 

95.7 

37.8 

3.75 

58.6 

27.4 

2.91 

45.8 

26.4 
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TABLA B-2. ( Continuation ) 

Ala (o patin) Eje X-X Eje Y-Y 



Masa 

(aprox.) 

Area 

transversal 

Altura 

Ancho 

Espesor 

Espesor 
de alma 

i 

s=' 

C 

Vi/a 

i 

5-i 

c 

f — ■ 

Vi/a 

Denominacion 

(kg/m) 

(mm 2 ) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

W310 X 500 

500.4 

63 700 

427 

340 

75.1 

45.1 

1 690 

7910 

163 

494 

2910 

88.0 

X454 

454.0 

57 800 

415 

336 

68.7 

41.3 

1 480 

7 130 

160 

436 

2600 

86.8 

X 415 

415.1 

52 900 

403 

334 

62.7 

38.9 

1 300 

6 450 

157 

391 

2 340 

86.0 

X375 

374.3 

47 700 

391 

330 

57.1 

35.4 

1 130 

5 760 

154 

343 

2 080 

84.8 

X342 

343.3 

43 700 

382 

328 

52.6 

32.6 

1 010 

5 260 

152 

310 

1 890 

84.2 

X313 

313.3 

39 900 

374 

325 

48.3 

30.0 

896 

4 790 

150 

277 

1 700 

83.3 

X 283 

283.0 

36 000 

365 

322 

44.1 

26.9 

787 

4 310 

148 

246 

1 530 

82.6 

X 253 

252.9 

32 200 

356 

319 

39.6 

24.4 

682 

3 830 

146 

215 

1 350 

81.6 

X 226 

226.8 

28 900 

348 

317 

35.6 

22.1 

596 

3 420 

144 

189 

1 190 

81.0 

X202 

202.6 

25 800 

341 

315 

31.8 

20.1 

520 

3 050 

142 

166 

1 050 

80.2 

X 179 

178.8 

22 800 

333 

313 

28.1 

18.0 

445 

2 680 

140 

144 

919 

79.5 

X 158 

157.4 

20 100 

327 

310 

25.1 

15.5 

386 

2 360 

139 

125 

805 

78.9 

X 143 

143.1 

18 200 

323 

309 

22.9 

14.0 

348 

2 150 

138 

113 

729 

78.6 

X 129 

129.6 

16 500 

318 

308 

20.6 

13.1 

308 

1 940 

137 

100 

652 

78.0 

x 1 18 

117.5 

15000 

314 

307 

18.7 

11.9 

275 

1 750 

136 

90.2 

588 

77.6 

X 107 

106.9 

13 600 

311 

306 

17.0 

10.9 

248 

i 590 

135 

81.2 

531 

77.2 

X 97 

96.8 

12 300 

308 

305 

15.4 

9.9 

222 

1 440 

134 

72.9 

478 

76.9 

X 86 

86.4 

11 000 

310 

254 

16.3 

9.1 

199 

1 280 

134 

44.5 

351 

63.6 

X 79 

78.9 

10 100 

306 

254 

14.6 

8.8 

177 

1 160 

133 

39.9 

314 

63.0 

X 74 

74.5 

9 490 

310 

205 

16.3 

9.4 

165 

1 060 

132 

23.4 

229 

49.7 

X 67 

66.8 

8 510 

306 

204 

14.6 

8.5 

145 

949 

131 

20.7 

203 

49.3 

X 60 

59.6 

7 590 

303 

203 

13.1 

7.5 

129 

849 

130 

18.3 

180 

49.1 
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x 52 

52.3 

X 45 

44.6 

x 39 

38.7 

x 33 

32.8 

x 28 

28.4 

X 24 

23.8 

x 21 

21.1 

W 250 X 167 

167.4 

X 149 

148.9 

X 131 

131.1 

x 1 15 

114.8 

XI01 

101.2 

X 89 

89.6 

X 80 

80.1 

X 73 

72.9 

X 67 

67.1 

X 58 

58.2 

x 49 

49.0 

x 45 

44.9 

x 39 

38.7 

x 33 

32.7 

x 28 

28.5 

x 25 

25.3 

x 22 

22.4 

x 18 

17.9 


317 

167 

13.2 

7.6 

313 

166 

11.2 

6.6 

310 

165 

9.7 

5.8 

313 

102 

10.8 

6.6 

309 

102 

8.9 

6.0 

305 

101 

6.7 

5.6 

303 

101 

5.7 

5.1 

289 

265 

31,8 

19.2 

282 

263 

28.4 

17.3 

275 

261 

25.1 

15.4 

269 

259 

22.1 

13.5 

264 

257 

19.6 

11.9 

260 

256 

17.3 

10.7 

256 

255 

15.6 

9.4 

253 

254 

14.2 

8.6 

.257 

204 

15.7 

8.9 

252 

203 

13.5 

8.0 

247 

202 

31.0 

7.4 

266 

148 

13.0 

7.6 

262 

147 

11.2 

6.6 

258 

146 

9.1 

6.1 

260 

102 

10.0 

6.4 

257 

102 

8.4 

6.1 

254 

102 

6.9 

5.8 

251 

101 

5.3 

4.8 


6 670 

5 690 

4 940 

4 180 

3 610 

3040 

2 690 

21 300 

19 000 

16 700 

14 600 

12 900 

11 400 

10 200 

9 280 

8 550 

7 420 

6 250 

5 720 

4 920 

4 170 

3 630 

3 230 

2 850 

2 270 


118 

747 

133 

99.2 

634 

132 

85.1 

549 

131 

65.0 

415 

125 

54.3 

351 

123 

42.7 

280 

119 

37.0 

244 

117 

300 

2 080 

119 

259 

1 840 

117 

221 

1 610 

115 

189 

1 410 

114 

164 

1 240 

113 

143 

1 100 

112 

126 

982 

111 

113 

891 

110 

104 

806 

110 

87.3 

693 

108 

70.6 

572 

106 

71.1 

534 

ill 

60.1 

459 

110 

48.9 

379 

108 

40.0 

307 

105 

34.2 

266 

103 

28.9 

227 

101 

22.4 

179 ' 

99.3 


10.3 

123 

39.2 

8.55 

103 

38.8 

7.27 

88.1 

38.4 

1.92 

37.6 

21.4 

1.58 

31.0 

20.9 

1.16 

22.9 

19.5 

0.983 

19.5 

19.1 

98.8 

746 

68,1 

86.2 

656 

67.4 

74.5 

571 

66.8 

64.1 

495 

66.2 

55.5 

432 

65.6 

48.4 

378 

65.1 

43.1 

338 

65.0 

38.8 

306 

64.6 

22.2 

218 

51.0 

18.8 

186 

50.4 

15.1 

150 

49.2 

7.03 

95.1 

35.1 

5.94 

80.8 

34.7 

4.73 

64.7 

33.7 

1.78 

34.8 

22.1 

1.49 

29.2 

21.5 

1.23 

24.0 

20.7 

0.913 

18.1 

20.0 
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TAB LA B-2. (Conti nuacion) 


Denominacion 

Masa 

(aprox.) 

(kg/m) 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

Altura 

(mm) 

Ala (o patin) 

Espesor 
de alma 

(mm) 


Eje X-X 



Eje Y-Y 


Ancho 

(mm) 

Espesor 

(mm) 

i 

(I0 6 mm 4 ) 

s = — 

c 

(10 3 ram 3 ) 

r = 

VJJa 

(mm) 

i 

(10 6 mm 4 ) 

s = - 

c 

(10 3 mm 3 ) 

Vl/A 

(mm) 

W200 X 100 

99.5 

12 700 

229 

210 

23.7 

14.5 

113 

989 

94.5 

36.6 

349 

53.8 

X 86 

86.7 

11 100 

222 

209 

20.6 

13.0 

94.7 

853 

92.6 

31.4 

300 

53.3 

x 71 

71.5 

9 110 

216 

206 

17.4 

10.2 

76.6 

709 

91.7 

25.4 

246 

52.8 

X 59 

59.4 

7 560 

210 

205 

14.2 

9.1 

61.1 

582 

89.9 

20.4 

199 

51.9 

X 52 

52.3 

6 660 

206 

204 

12.6 

7.9 

52.7 

512 

89.0 

17.8 

175 

51.8 

x 4 6 

46.0 

5 860 

203 

203 

11.0 

7.2 

45.5 

448 

88.1 

15.3 

151 

51.2 

X 42 

41.7 

5 310 

205 

166 

11.8 

7.2 

40.9 

399 

87.7 

9.00 

108 

41.2 

X 36 

35.9 

4 580 

201 

165 

10.2 

6.2 

34.4 

342 

86.7 

7.64 

92.6 

40.9 

X 31 

31.4 

4 000 

210 

134 

10.2 

6.4 

31.4 

299 

88.6 

4.10 

61.1 

32.0 

X 27 

26.6 

3 390 

207 

133 

8.4 

5.8 

25.8 

249 

87.3 

3.30 

49.6 

31.2 

X 22 

22.4 

2 860 

206 

!02 

8.0 

6.2 

20.0 

194 

83.6 

1.42 

27.8 

22.3 

X 19 

19.4 

2 480 

203 

102 

6.5 

5.8 

16.6 

163 

81.7 

1.15 

22.6 

21.6 

X 15 

15.0 

1 900 

200 

100 

5.2 

4.3 

12.7 

127 

81.8 

0.869 

17.4 

21.4 

W150 X 37 

37.1 

4 730 

162 

154 

11.6 

8.1 

22.2 

274 

68.5 

7.07 

91.8 

38.7 

X 30 

29.8 

3 790 

157 

153 

9.3 

6.6 

17.2 

219 

67.3 

5.56 

72.6 

38.3 

X 22 

22.3 

2 850 

152 

152 

6.6 

5.8 

12.1 

159 

65.1 

3.87 

50.9 

36.9 

X 24 

24.0 

3060 

160 

102 

10.3 

6.6 

13.4 

168 

66.3 

1.83 

35.8 

24.4 

X 18 

18.0 

2 290 

153 

102 

7.1 

5.8 

9.16 

120 

63.3 

1.26 

24.7 

23.5 

X 14 

13.6 

1 730 

150 

100 

5.5 

4.3 

6.87 

91.5 

63.0 

0.918 

18.4 

23.0 

W130 X 28 

28.2 

3 590 

131 

128 

10.9 

6.9 

11.0 

168 

55.3 

3.81 

59.6 

32.6 

X 24 

23.7 

3 020 

127 

127 

9.1 

6.1 

8.84 

139 

54.1 

3.11 

49.0 

32.1 

W100 X 19 

19.4 

2 470 

106 

103 

8.8 

7.1 

4.76 

89.9 

43.9 

1.61 

31.2 

25.5 


a Producido exclusivamente por Algoma Steel (Canada). 
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TABLA B-3. Perfiles I (vigas normales), am erica nos (S) (unidades SI) 




Ala (o patin) 


Eje X-X 


Eje Y-Y 


Masa 

Area 


Espesor 


r = 

9 I 

r = 

(aprox.) 

transversal Altura 

Ancho Espesor 

de alma 

/ c 

VT/a 

i s-~ 

Vi /a 

Denomination (kg/m) 

(mm 2 ) (mm) 

(mm) (mm) 

(mm) 

(10 6 mm 4 ) (10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(l^mm 4 ) (10 3 mm 3 ) 

(mm) 


S610 x 179 

178.9 

22 800 

610 

204 

28.0 

20.3 

1 260 

4 140 

235 

35.1 

345 

39.3 

x 157.6 

158.0 

20 100 

610 

200 

28.0 

15.9 

1 180 

3 870 

242 

32.8 

328 

40.4 

x 149 

149.2 

19000 

610 

184 

22.1 

19.0 

997 

3 270 

229 

20.1 

218 

32.5 

X 134 

133.9 

17 100 

610 

181 

22.1 

15.8 

938 

3 070 

234 

18.9 

209 

33.3 

x 1 18.9 

119.1 

15 200 

610 

178 

22.1 

12.7 

879 

2 880 

241 

17.9 

201 

34.3 

S510 X 141 

141.8 

18 100 

508 

183 

23.3 

20.3 

674 

2 660 

193 

21.0 

230 

34.1 

X 127 

126.9 

16 200 

508 

179 

23.3 

16.6 

633 

2 490 

198 

19.5 

218 

34.7 

x 112 

111.9 

14 300 

508 

162 

20.1 

16.3 

532 

2 100 

193 

12.5 

154 

29.6 

x 97.3 

97.8 

12 500 

508 

159 

20.1 

12.7 

494 

1 950 

199 

11.7 

147 

30.6 

S460 x 104 

104.7 

13 300 

457 

159 

17.6 

18.1 

387 

1 690 

170 

10.3 

129 

27.7 

X 81 .4 

81.6 

10 400 

457 

152 

17.6 

11.7 

335 

1 470 

180 

8.77 

115 

29.1 

S380 x 74 

74.6 

9 500 

381 

143 

15.8 

14.0 

203 

1 060 

146 

6.60 

92.3 

26.4 

X 64 

63.9 

8 150 

381 

140 

15.8 

10.4 

187 

980 

151 

6.11 

87.3 

27.4 

(continua) 
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TAB LA B-3. ( Continuation ) 


Ala (o patin) 


Eje X-X 


Eje Y-Y 


Masa Area Espesor 5 * - / 

(aprox.) transversal Altura Ancho Espesor de alma I c VI/ A 

Denominacion (kg/m) (mm 2 ) (mm) (mm) (mm) (mm) (l^mm 4 ) (10 3 mm 3 ) (mm) 


5 - 


Vi/A 

(10 6 mm 4 ) (tO 3 mm 3 ) (mm) 


S3 10 X74 

74.6 

9 500 

305 

139 

16.8 

17.4 

128 

836 

116 

6.64 

95.6 

26.4 

X60/7 

60.8 

7 750 

305 

133 

16.8 

11.7 

114 

747 

121 

5.71 

85.9 

27.1 

X 52 

52.2 

6 650 

305 

129 

13.8 

10.9 

95.8 

629 

120 

4.16 

64.5 

25.0 

x47 

47.4 

6040 

305 

127 

13.8 

8.9 

91.1 

597 

123 

3.94 

62.1 

25.5 

S250 x52 

52.3 

6 660 

254 

126 

12.5 

15.1 

61.6 

485 

96.1 

3.56 

56.5 

23.1 

x38 

37.8 

4 820 

254 

118 

12.5 

7.9 

51.4 

405 

103 

2.84 

48.2 

24.3 

S200 x34 

34.3 

4 370 

203 

106 

10.8 

11.2 

27.0 

266 

78.6 

1.81 

34.2 

20.4 

x27 

27.5 

3 500 

203 

102 

10.8 

6.9 

24.0 

237 

82.9 

1.59 

31.1 

21.3 

S180 x30 

29.7 

3 780 

178 

97 

10.0 

11.4 

17.6 

198 

68.3 

1.30 

26.8 

18.5 

X22.8 

22.7 

2 890 

178 

92 

10.0 

6.4 

15.3 

172 

72.7 

1.08 

23.6 

19.4 

SI 50 x 26 

25.5 

3 250 

152 

90 

9.1 

1 1.8 

10.8 

143 

57.7 

0.952 

21.2 

17.1 

x 19 

18.4 

2 340 

152 

84 

9.1 

5.8 

9.08 

119 

62.3 

0.750 

17.9 

17.9 

SI 30 X 22 

21.9 

2 790 

127 

83 

8.3 

12.5 

6.33 

99.6 

47.6 

0.690 

16.6 

15.7 

X 15 

14.8 

1 880 

127 

76 

8.3 

5.3 

5.11 

80.4 

52.1 

0.507 

13.4 

16.4 

S100 XI4.1 

14.0 

1 790 

102 

70 

7.4 

8.3 

2.81 

55.2 

39.7 

0.362 

10.3 

14.2 

Xll 

11.3 

1 440 

102 

67 

7.4 

4.8 

2.52 

49.4 

41.9 

0.311 

9.28 

14.7 

S75 xll 

11.1 

1 420 

76 

63 

6.6 

8.9 

1.20 

31.6 

29.1 

0.238 

7.56 

13.0 

X 8 

8.4 

1 070 

76 

59 

6.6 

4.3 

1.04 

27.4 

31.2 

0.190 

6.43 

13.3 
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TABLA B-4. Perfiles C (canales), americanos (unidades SI) Y 






Ala (o patin) 



Eje X-X 



Eje Y-Y 




Masa 

(aprox.) 

Area 

transversal 

Altura 

Ancho 

Espesor 

Espesor 
de alma 

i 

s = - 

C 

r * 

V7/a 

i 

s = l 

C 

r * 

Vi /a 

X 

Denomination 

(kg/m) 

(mm 2 ) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(I0 6 mm 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(10^ mm 4 ) 

(ll) 5 mm 5 ) 

(mm) 

(mm) 

C380 x74 

74.4 

9 480 

381 

94 

16.5 

18.2 

168 

881 

133 

4.60 

62.4 

22.0 

20.3 

x60 

59.4 

7 570 

381 

89 

16.5 

13.2 

145 

760 

138 

3.84 

55.5 

22.5 

19.7 

X 50 

50.5 

6 430 

381 

86 

16.5 

10.2 

131 

687 

143 

3.39 

51.4 

23.0 

20.0 

C310 x 45 

44.7 

5 690 

305 

80 

12.7 

13.0 

67.3 

442 

109 

2.12 

33.6 

19,3 

17.0 

x37 

37,1 

4 720 

305 

77 

12.7 

9.8 

59.9 

393 

113 

1.85 

30.9 

19.8 

17.1 

X 3 1 

30.8 

3 920 

305 

74 

12.7 

7.2 

53.5 

351 

117 

1.59 

28.2 

20.1 

17.5 

C250 X45 

44.5 

5 670 

254 

76 

11.1 

17.1 

42.8 

337 

86.9 

1.60 

26.8 

16.8 

16.3 

X37 

37.3 

4 750 

254 

73 

11.1 

13.4 

37.9 

299 

89.4 

1.40 

24.3 

17.1 

15.7 

X30 

29.6 

3 780 

254 

69 

11.1 

9.6 

32.7 

257 

93.0 

1.16 

21.5 

17.5 

15.3 

X23 

22.6 

2 880 

254 

65 

11.1 

6.1 

27.8 

219 

98.2 

0.922 

18.8 

17.9 

15.9 

C230 x 30 

29.8 

3 800 

229 

67 

10.5 

11.4 

25.5 

222 

81.9 

1.01 

19.3 

16.3 

14.8 

X 22 

22.3 

2 840 

229 

63 

10.5 

7.2 

21.3 

186 

86.6 

0.806 

16.8 

16.8 

14.9 

x20 

19.8 

2 530 

229 

61 

10.5 

5.9 

19.8 

173 

88.6 

0.716 

15.6 

16.8 

15.1 


(contirtw) 
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TABLA B-4. ( Continuation ) 






Ala (o pattn) 



Eje X-X 



Eje Y-Y 




Masa 

(aprox.) 

Area 

transversal 

Altura 

- Ancho 

Espesor 

Espesor 
de alma 

/ 

<*> 

II 

1 

Vl/A 

i 

s = - 

C 

vy / a 

X 

Denominaci6n 

(kg/m) 

(mm 2 ) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(mm) 

(10^ mm 4 ) 

(ID 3 mm 3 ) 

(mm) 

(I0 6 nun 4 ) 

(10 3 mm 3 ) 

(mm) 

(mm) 

C200 X28 

27.9 

3 560 

203 

64 

9.9 

12.4 

18.2 

180 

71.6 

0.825 

16.6 

15.2 

14.4 

X21 

20.4 

2600 

203 

59 

9.9 

7.7 

14.9 

147 

75.8 

0.627 

13.9 

15.5 

14.0 

X 17 

17.0 

2 170 

203 

57 

9.9 

5.6 

13.5 

133 

78.8 

0.544 

12.8 

15.8 

14.5 

C180 X 22 

21.9 

2 780 

178 

58 

9.3 

10.6 

11.3 

127 

63.7 

0.568 

12.8 

14.3 

13.5 

x 18 

18.2 

2 310 

178 

55 

9.3 

8.0 

10.0 

113 

65.9 

0.476 

11.4 

14.3 

13.2 

x 15 

14.5 

1 850 

178 

53 

9.3 

5.3 

8.86 

99.6 

69.3 

0.405 

10.3 

14.8 

13.8 

050 x 19 

19.2 

2 450 

152 

54 

8.7 

11.1 

7.12 

93.7 

53.9 

0.425 

10.3 

13.2 

12.9 

x 16 

15.5 

1 980 

152 

51 

8.7 

8.0 

6.22 

81.9 

56.1 

0.351 

9.13 

13.3 

12.6 

x 12 

12.1 

1 540 

152 

48 

8.7 

5.1 

5.36 

70.6 

59.1 

0.279 

7.93 

13.5 

12.8 

030 x 13 

13.3 

1 700 

127 

47 

8.1 

8.3 

3.66 

57.6 

46.5 

0.252 

7.20 

12.2 

11.9 

x 10 

9.9 

1 260 

127 

44 

8.1 

4.8 

3.09 

48.6 

49.5 

0.195 

6.14 

12.5 

12.2 

C100 x 11 

10.8 

1 370 

102 

43 

7.5 

8.2 

1.91 

37.4 

37.3 

0.174 

5.52 

11.3 

11.5 

x 8 

8.0 

1 020 

102 

40 

7.5 

4.7 

1.61 

31.6 

39.7 

0.132 

4,65 

11.4 

11.6 

C75 X 9 

8.8 

1 120 

76 

40 

6.9 

9.0 

0.85 

22.3 

27.4 

0.123 

4.31 

10.5 

11.4 

X 7 

7.3 

933 

76 

37 

6.9 

6.6 

0.75 

19.7 

28.3 

0.096 

3.67 

10.1 

10.8 

X 6 

6.0 

763 

76 

35 

6.9 

4.3 

0.67 

17.6 

29.6 

0.077 

3.21 

10.1 

10.9 
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TABLA B-5. Per files L (angulares), de lados iguales, americanos (unidades SI) 


Dimensiones 

(nun) 

Masa 
(aprox.) 
(kg/ m) 


Eje X-X y 

Eje y-y 


Eje Z~Z 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

i 

(10 6 mm 4 ) 

s = ' 

C 

(10 3 mm 3 ) 

r ** 

VT/a 

(mm) 

X 

o bien 

y 

(mm) 

r «* 

VTJa 

(ram) 

200x200 X 30 

87.1 

11 100 

40.3 

290 

60.3 

60,9 

39.0 

x25 

73.6 

9 380 

34.8 

247 

60,9 

59.2 

39.1 

x 20 

59.7 

7 600 

28.8 

202 

61.6 

57.4 

39.3 

x 16 

48.2 

6 140 

23.7 

165 

62.1 

55.9 

39.5 

x 13 

39.5 

5 030 

19.7 

136 

62.6 

54.8 

39.7 

x 10 

30.6 

3 900 

15.5 

106 

63.0 

53.7 

39.9 

150 x 150 x 20 

44.0 

5 600 

11.6 

110 

45.5 

44.8 

29,3 

x 16 

35.7 

4 540 

9.63 

90.3 

46.0 

43.4 

29.4 

x 13 

29.3 

3 730 

8.05 

74.7 

46.4 

42.3 

29.6 

x 10 

22.8 

2 900 

6.37 

58.6 

46.9 

41.2 

29.8 

125x 125 X 16 

29.4 

3 740 

5.41 

61.5 

38.0 

37.1 

24.4 

x 13 

24.2 

3 080 

4.54 

51.1 

38.4 

36.0 

24.5 

x 10 

18.8 

2 400 

3.62 

40.2 

38.8 

34.9 

24.7 

x8 

15.2 

1 940 

2.96 

32.6 

39.1 

34.2 

24.8 

100X 100 X 16 

23.1 

2 940 

2.65 

38.3 

30,0 

30.8 

19.5 

x 13 

19.1 

2 430 

2.24 

31.9 

30.4 

29.8 

19.5 

X10 

14.9 

1 900 

1.80 

25.2 

30.8 

28.7 

19.7 

x8 

12.1 

1 540 

1.48 

20.6 

31.1 

28.0 

19.8 

x6 

9.14 

1 160 

1.14 

15.7 

31.3 

27.2 

19.9 

90x90 x 13 

17.0 

2 170 

1.60 

25.6 

27.2 

27.2 

17.6 

x 10 

13.3 

1 700 

1.29 

20.2 

27.6 

26.2 

17.6 

x 8 

10.8 

1 380 

1.07 

16.5 

27.8 

25.5 

17.7 

x 6 

8.20 

1 040 

0.826 

12.7 

28.1 

24.7 

17.9 

75x75 x 13 

14.0 

l 780 

0.892 

17.3 

22.4 

23.5 

14,6 

x 10 

11.0 

1 400 

0.725 

13.8 

22.8 

22,4 

14.6 



(conti nua) 
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TABLA B-5. (Continuation) 


Dimensiones 

(mm) 

Masa 

(aprox.) 

(kg/m) 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

Eje X-X y 

Eje y-Y 


Eje Z-Z 

i 

(10 6 mm 4 ) 

s - ~ 

c 

(10 3 mm 3 ) 

r ** 

VTJa 

(mm) 

X 

o bien 

y 

(mm) 

r =* 

VT/a 

(mm) 

x8 

8.92 

1 140 

0.602 

11.3 

23.0 

21.7 

14.7 

x6 

6.78 

864 

0.469 

8.68 

23.3 

21.0 

14.8 

x5 

5.69 

725 

0.398 

7.32 

23,4 

20.6 

14.9 

65x65 x 10 

9.42 

1 200 

0.459 

10.2 

19.6 

19.9 

12.7 

x8 

7.66 

976 

0.383 

8.36 

19,8 

19.2 

12.7 

x6 

5.84 

744 

0.300 

6.44 

20.1 

18.5 

12.8 

x5 

4.91 

625 

0.255 

5.45 

20.2 

18.1 

12.9 

55x55 xlO 

7.85 

1 000 

0.268 

7.11 

16.4 

17.4 

10.7 

X8 

6.41 

816 

0.225 

5.87 

16.6 

16.7 

10.7 

x6 

4.90 

624 

0.177 

4.54 

16.9 

16.0 

10.8 

x5 

4.12 

525 

0.152 

3.85 

17.0 

15.6 

10.8 

x4 

3,33 

424 

0.125 

3.13 

17.1 

15.2 

10.9 

x3 

2.52 

321 

0.096 

2.39 

17,3 

14.9 

11.0 

45x45 x8 

5.15 

656 

0.118 

3.82 

13.4 

14.2 

8.76 

x6 

3.96 

504 

0.094 

2.98 

13.7 

13.4 

8.79 

x5 

3.34 

425 

0.081 

2.53 

13.8 

13.1 

8,82 

x4 

2.70 

344 

0.067 

2.07 

13.9 

12.7 

8.87 

x3 

2.05 

261 

0.052 

1.58 

14.1 

12.4 

8.93 

35x35 x 6 

3.01 

384 

0.042 

1.74 

10.5 

10.9 

6.81 

X 5 

2.55 

325 

0.036 

1.49 

10.6 

10.6 

6.83 

x4 

2.07 

264 

0.030 

1.22 

10.7 

10.2 

6.86 

X 3 

1.58 

201 

0.024 

0.940 

10.8 

9.86 

6.91 

25x25 x5 

1.77 

225 

0.012 

0.724 

7.39 

8.06 

4.87 

X4 

1.44 

184 

0.010 

0.599 

7.50 

7.71 

4.87 

x3 

1.11 

141 

0.008 

0.465 

7.63 

7.35 

4.89 
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TABLA B-6. Perfiles L (angulares), de lados design ales, americanos (unidades SI) 


Dimensiones 

(mm) 

Masa 

(aprox.) 

(kg/m) 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 


Eje AT- 

X 



Eje Y- 

Y 


Eje Z-Z 

i 

(to 6 mm 4 ) 

s=' 

c 

(I0 3 mm 3 ) 

r = 

VI/A 

(mm) 

y 

(mm) 

/ 

(10 6 mm 4 ) 

s = i 

(10 3 mm 3 ) 

r “ 

VTJa 

(nun) 

(mm) 

r * 

VY/a 

(mm) 

tan a 

200x150 x25 

63.8 

8 120 

31.6 

236 

62.3 

66.3 

15.1 

139 

43.2 

41.3 

32.0 

0.543 

x20 

51.8 

6 600 

26.2 

193 

63.0 

64.5 

12.7 

115 

43.8 

39.5 

32.1 

0.549 

x 16 

42.0 

5 340 

21.6 

158 

63.5 

63.1 

10.5 

93.8 

44.3 

38.1 

32.3 

0.554 

x 13 

34.4 

4 380 

17.9 

130 

64.0 

62.0 

8.77 

77.6 

44.7 

37.0 

32.5 

0.557 

200 x 100 X20 

44.0 

5600 

22.6 

180 

63.6 

74.3 

3.84 

50.8 

26.2 

24.3 

21.3 

0.256 

x 16 

35.7 

4 540 

18.7 

147 

64.2 

72.8 

3.22 

41.8 

26.6 

22.8 

21.4 

0.262 

x 13 

29.3 

3 730 

15.6 

121 

64.6 

71.7 

2.72 

34.7 

27.0 

21.7 

21.6 

0.266 

x 10 

22.8 

2900 

12.3 

94.8 

65.1 

70.5 

2.18 

27.4 

27.4 

20.5 

21.8 

0.271 

150X100 x 16 

29.4 

3 740 

8.40 

84.8 

47.4 

50.9 

3.00 

40.4 

28.3 

25.9 

21.6 

0.434 

x 13 

24.2 

3 080 

7.03 

70.2 

47.8 

49.9 

2.53 

33.7 

28.7 

24.9 

21.7 

0.440 

x 10 

18.8 

2 400 

5.58 

55.1 

48.2 

48.8 

2.03 

26.6 

29.1 

23.8 

21.9 

0.445 

x 8 

15.2 

1 940 

4.55 

44.6 

48.5 

48.0 

1.67 

21.6 

29.3 

23.0 

22.0 

0.448 


( contiruia ) 
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TAB LA B-6. (Conti nuacion) 


Dimensiones 

(mm) 

Masa 

(aprox.) 

(kg/m) 



Eje X-X 



Eje Y 

-Y 


Eje Z-Z 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

/ 

(10 6 mm 4 ) 

s — — 

C 

(10 3 mm 3 ) 

VTJa 

(mm) 

y 

(mm) 

/ S- - 

c 

(lO^mm 4 ) (lC^mm 3 ) 

r — 

VIJa 

(mm) 

X 

(mm) 

r « 

VTJa 

(mm) 

tan a 

125X90 X 16 

25,0 

3 180 

4.84 

58.5 

39.0 

42.2 

2.09 

32.0 

25.6 

24.7 

19.2 

0.499 

x 13 

20.6 

2 630 

4.07 

48.6 

39.4 

41.2 

1.77 

26.7 

26.0 

23.7 

19.3 

0.505 

x 10 

16.1 

2 050 

3.25 

38.2 

39.8 

40.1 

1.42 

21.1 

26.4 

22.6 

19.5 

0.511 

x8 

13.0 

1 660 

2.66 

31.1 

40.1 

39.3 

1,18 

17.2 

26.6 

21.8 

19.6 

0.515 

125x75 x 13 

19.1 

2 430 

3.82 

47.1 

39.6 

43.9 

1.04 

18.5 

20.7 

18.9 

16.2 

0.356 

X10 

14.9 

1 900 

3.05 

37.1 

40.0 

42.8 

0.841 

14.7 

21.0 

17.8 

16.3 

0.363 

X8 

12.1 

1 540 

2.50 

30.1 

40.3 

42.1 

0.697 

12.0 

21.3 

17.1 

16.4 

0.367 

x6 

9.14 

1 160 

1.92 

23.0 

40.6 

41.3 

0.542 

9.23 

21.6 

16.3 

16.6 

0.372 

100X90 X 13 

18.1 

2 300 

2.17 

31.4 

30.7 

31.1 

1.66 

25.9 

26.8 

26.1 

18.4 

0.796 

x 10 

14.1 

1 800 

1.74 

24.9 

31.1 

30.0 

1.33 

20.5 

27.2 

25.0 

18.5 

0.800 

x 8 

11.4 

1 460 

1.43 

20.3 

31.4 

29.3 

1.10 

16,8 

27,5 

24.3 

18.6 

0.802 

X6 

8.67 

1 100 

1.11 

15.5 

31.7 

28.5 

0.853 

12,8 

27,8 

23.5 

18.7 

0.805 

100x75 X 13 

16.5 

2 110 

2.04 

30.6 

31.1 

33.4 

0.976 

18 0 

21.5 

20.9 

16.0 

0.541 

x 10 

13.0 

1 650 

1.64 

24.2 

31.5 

32.3 

0.791 

14.3 

21.9 

19.8 

16.1 

0.549 

x 8 

10,5 

1 340 

1.35 

19.7 

31.8 

31.5 

0.656 

11.7 

22,2 

19.0 

16.2 

0.554 

x6 

7.96 

1 010 

1.04 

15.1 

32.1 

30.8 

0.511 

9.01 

22.4 

18.3 

16.3 

0.559 

90x75 x 13 

15.5 

1 980 

1.51 

24,8 

27.6 

29.3 

0.946 

17.8 

21.9 

21.8 

15.6 

0.672 

x 10 

12.2 

1 550 

1.22 

19.7 

28.0 

28.2 

0.767 

14.1 

22.2 

20.7 

15.7 

0.679 

x8 

9.86 

1 260 

1.01 

16.1 

28.3 

27.5 

0.636 

11.6 

22.5 

20.0 

15.8 

0,683 
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TABLA B-7, Propiedades fisicas medias de los metales mds comunes (unidades ST) 


METALES 

Densidad 

(kg/dm 3 )' 

Coeficiente de 

dilatation 

lineal 

(°C)~ 1 

Limite de pro- 
porcionalidad 

(kgf/cm 2 )* 

Resistencia ultima 
(esfuerzo de ruptura) 

(kgf/cm 2 ) 

Modulo de elastiddad 

(kgf/cm 2 ) 

Elongation 

(*) 

(en 50 mm) 

Tens. 

Cort. 

Tens. 

Compr. 

Cort. 

Tensidn, E 

Cortante, G 

Acero, 0.2% carbono. 












iaminado en caliente 

7.85 



2450 

1500 

1200 

b 

3200 

2.1 x 10 6 

8.4 x 10 5 

35 

0.2% carbono. 



Varia de 









Iaminado en frio 

7.85 


1.1 x 10“ 5 

4200 

2500 

5600 

b 

4200 

2.1 x 10 6 

8.4 x 10 3 

18 

0.6% carbono, 



a 1.3 x 1<T 5 









Iaminado en caliente 

7.85 


Valor medio 

4200 

2500 

7000 

b 

5000 

to 

X 

© 

o- 

8.4 x 10 3 

15 

0.8% carbono, 



1.18 x 1(T 5 









Iaminado en caliente 

7.85 



4900 

2950 

8450 

b 

7400 

2.1 x 10 b 

8.4 x 10 3 

10 

Fundicion gris 

7.20 


1.08 x 10" 5 

c 

d 

1400 

5300 

d 

1.05 x 10 6 

4.2 x 10 3 

Pequena 

Fundicion maleable 

7.20 


1.19 x 10" 3 

2500 

1600 

3800 


3400 

1.76 x 10 6 

8.8 x 10 s 

18 

Hierro forjado 

7.70 


1.20 x 10~ 3 

2100 

1260 

3500 

b 

2500 

1.90 x 10 6 

7 x 10 3 

35 

Aluminio fundido 

2.64 


2.31 x 10~ 3 

630 


910 

b 

740 

7 x 10 5 

2.8 x 10 3 

20 

Aluminio, aleacidn 17ST 

2.69 


2.31 x 10~ 5 

2250 

1500 

3950 

b 

2250 

7.2 x 10 5 

2.8 x 10 s 


Laton, Iaminado 

8.50 


1.87 x 10‘ 5 

1750 

1050 

3860 

b 

3400 

9.8 x 10 3 

4.2 x 10 3 

30 

(70% Cu) (30% Zn) 












Bronce, fundido 

8.20 


1.80 x 10- 5 

1400 


2300 

3950 


8.4 x 10 3 

3.5 x 10 3 

10 

Cob re, estirado 

8.80 


1.68 x 10“ 5 

2670 

1600 

3860 

b 


1.2 x 10 s 

4.2 x 10 s 

4 


NOTAS: * El limite de proporcionalidad y el modulo el&stico, a compresidn, pueden tomarse los mismos que a tension, excepto en la fundicidn o hierro 
fundido, cuyo limite de proporcionalidad es 1850 kgf/cm 2 , 

b Como resistencia ultima a compresidn en materiales ductiles puede tomarse el punto decedencia o fluencia, que es ligeramente superior al limite 
de proporcionalidad a tension* 

c No esta bi£n definido, aproximadamente vale 420 kgf/cm 2 . 
d La fundicidn se rompe o falla por tensidn diagonal. 
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TABLA B-8. Per Hies II (vigas de ala ancha), europeos (unidades ST) 



Denomi- 

nacion 

Masa 

(peso) 

Area 

transversal 

Altura 

Ala (o patin) 

Espesor 
de alma 

Eje XX 

Eje Y-Y 

Ancho 

Espesor 

I 

5=' 

c 

r 

/ 

c 

r 


kg/m 

cm 2 

cm 

cm 

cm 

cm 

cm' 

cm 3 

cm 

cm* 

cm 3 

cm 

1 4-14 

35.7 

45.5 

14 

14 

1.25 

0.85 

1534 

219 

5.80 

572 

81.7 

3.55 

16-16 

44.0 

56.0 

16 

16 

1.35 

0.90 

2500 

312 

6.67 

922 

115 

4.06 

18-18 

53.0 

67.5 

18 

18 

1.45 

0.95 

3856 

428 

7.56 

1410 

156 

4.56 

20-20 

62.8 

80.0 

20 

20 

1.55 

1.00 

5690 

569 

8.45 

2068 

207 

5.08 

22-22 

73.2 

93.0 

22 

22 

1.65 

1.05 

8105 

736 

9.30 

2929 

266 

5.60 


NOTA: El modulo de seccion S suele representarse en Europa con 2, y el radio de inercia r, con k. 
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TABLA B-9. Perfiles I (vigas norinales), europeos (unidades ST) 


V 


Perfil 

I 

Dimensiones en mm 

Area 

transversal 

(mm 2 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

Eje X-X 

Eje y~y 

h 

b 

e 


K 

(cm*) 

Sx 

(cm 3 ) 

r x 

(cm) 

(cm 4 ) 

Sy 

(cm 3 ) 

'V 

(cm) 

8 

80 

42 

3.9 

5.9 

7.58 

5.95 

77,8 

19.5 

3.20 

6.29 

3.00 

0.91 

10 

100 

50 

4.5 

6.8 

10.6 

8.32 

171 

34.2 

4.01 

12.2 

4.88 

1.07 

12 

120 

58 

5.1 

7.7 

14.2 

11.2 

328 

54.7 

4.81 

21.5 

7.41 

1.23 

14 

140 

66 

5.7 

8.6 

18.3 

14.4 

573 

81,9 

5,61 

35.2 

10.7 

1.40 

16 

160 

74 

6.3 

9.5 

22.8 

17.9 

935 

117 

6.40 

54.7 

14.8 

1.55 

18 

180 

82 

6.9 

10.4 

27.9 

21.9 

1450 

161 

7.20 

81.3 

19.8 

1.71 

20 

200 

90 

7.5 

11.3 

33.5 

26.3 

2140 

214 

8.00 

117 

26.0 

1.87 

22 

220 

98 

8.1 

12.2 

39.6 

31.1 

3060 

278 

8.80 

162 

33.1 

2.02 

24 

240 

106 

8.7 

13.1 

46.1 

36.2 

4250 

354 

9.59 

221 

41.7 

2.20 

26 

260 

113 

9.4 

14.1 

53.4 

41.9 

5740 

442 

10.4 

288 

51.0 

2.32 

28 

280 

119 

10.1 

15.2 

61.1 

48.0 

7590 

542 

11.1 

364 

61.2 

2.45 

30 

300 

125 

10.8 

16.2 

69.1 

54.2 

9800 

653 

11.9 

451 

72.2 

2.56 

32 

320 

131 

11.5 

17.3 

77.8 

61.1 

12510 

782 

12.7 

555 

84.7 

2.67 

34 

340 

137 

12.2 

18.3 

86.8 

68.1 

15700 

923 

13.5 

674 

98.4 

2.80 

36 

360 

143 

13.0 

19.5 

97.1 

76.2 

19610 

1090 

14.2 

818 

114 

2.90 

38 

380 

149 

13.7 

20.5 

107 

84.0 

24010 

1260 

15.0 

975 

131 

3.02 

40 

400 

155 

14.4 

21.6 

118 

92.6 

29210 

1460 

15.7 

1160 

149 

3.13 

45 

450 

170 

16.2 

24.3 

147 

115 

45850 

2040 

17.7 

1730 

203 

3.43 

50 

500 

185 

18.0 

27.0 

180 

141 

68740 

2750 

19.6 

2480 

268 

3.72 

55 

550 

200 

29.0 

30.0 

213 

167 

99180 

3610 

21.6 

3490 

349 

4.02 

60 

600 

215 

21.6 

32.4 

254 

199 

139000 

4630 

23.4 

4670 

434 

4.30 
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TABLA B-10. Perfiles C (o U) (canales), europeos (unidades ST) 


X 



Perfil 

[ 

Dimensiones en mm 

X 

(cm) 

Area 

transversal 

(cm 1 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

Eje X-X 

Eje Y-Y 

h 

b 

e 


K 

(cm 4 ) 

S x 

(cm 3 ) 

r x 

(cm) 

V 

(cml 

Sy 

(cm 3 ) 

r y 

(cm) 

50-25 

50 

25 

6 

6 

0.80 

5.1 

4.00 

20.0 

8.0 

1.97 

3.00 

1,76 

0.76 

60-30 

60 

30 

6 

6 

0.89 

6.4 

5.02 

32.6 

10.8 

2.25 

5.62 

1.10 

0.93 

8 

80 

45 

6 

8 

1.45 

11.0 

8.64 

106 

26.5 

3.10 

19.4 

6.36 

1.33 

10 

100 

50 

6 

8.5 

1.55 

13.5 

10.60 

206 

41.2 

3.91 

29.3 

8.49 

1.47 

12 

120 

55 

7 

9 

1.60 

17.0 

13.40 

364 

60.7 

4.62 

43.2 

n.i 

1.59 

14 

140 

60 

7 

10 

1.75 

20.4 

16.01 

605 

86.4 

5.45 

62.1 

14.8 

1.75 

16 

160 

65 

7.5 

10.5 

1.84 

24.0 

18.84 

925 

116 

6.21 

85.3 

18.3 

1.89 

18 

180 

70 

8 

11 

1.92 

28.0 

22.00 

1350 

150 

6.95 

114 

22.4 

2.02 

20 

200 

75 

8.5 

11.5 

2.01 

32.2 

25.30 

1910 

191 

7.70 

148 

27.0 

2.14 

22 

220 

80 

9 

12.5 

2.14 

37.4 

29.40 

2690 

245 

8.48 

197 

33.6 

2.30 

25-8 

250 

80 

10 

12.5 

2.14 

42.5 

34.00 

3770 

302 

9.40 

238 

40.6 

2.36 

25-10 

250 

too 

to 

16 

2.88 

53.7 

42.20 

5180 

414 

9.80 

440 

61.7 

2.86 

30 

300 

90 

13 

14 

2.14 

60.7 

47.65 

7310 

487 

10.95 

349 

51.0 

2.39 
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TABLA B-ll 


Perfdes L (angulara), de lados iguales, europeos (unidades ST) 



Perfil 

L 

Dimensiones en mm 

Area 

transversal 

(cm 2 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

T 

(cm) 

Referenda al eje 

X 

- X = Y - 

Y 

m — 

m 

n — n 

b 

e 

K = A 

(cm 4 ) 

s x = s y 

(cm 3 ) 

■r x = r y 
(cm) 

L 

(cm 4 ) 

r m 

(cm) 

K 

(cm 4 ) 

(cm 3 ) 

r n 

(cm) 

15-15-3 

15 

3 

0.82 

0.64 

0.48 

0.15 

0.15 

0.43 

0.24 

0.54 

0.06 

0.08 

0.27 

15-15-4 


4 

1.05 

0,82 

0.51 

0.19 

0.19 

0.42 

0.29 

0.53 

0.08 

0.10 

0.28 

20-20-3 

70 

3 

1.12 

0.88 

0.60 

0.39 

0.28 

0.59 

0.62 

0.74 

0.15 

0.17 

0.37 

20-20-4 

Z.U 

4 

1.45 

1.14 

0.64 

0.48 

0.35 

0.58 

0.77 

0,73 

0.19 

0.21 

0.36 

25-25-3 


3 

1.42 

1.12 

0.73 

0.79 

0.45 

0.75 

1.27 

0.95 

0.31 

0.30 

0.47 

25-25-4 

Ij 

4 

1.85 

1.45 

0.76 

1.01 

0.58 

0.74 

1.61 

0.93 

0.40 

0.37 

0.47 

30-30-3 

30 

3 

1.73 

1.36 

0.85 

1.41 

0.65 

0.90 

2.24 

1.14 

0.57 

0.48 

0.57 

30-30-5 

5 

2.78 

2.19 

0.92 

2.16 

1.04 

0.88 

3.41 

1.11 

0.91 

0.70 

0.57 

35-35-4 


4 

2.67 

2.10 

1.00 

2.96 

1.18 

1.05 

4.68 

1.33 

1.24 

0.88 

0.68 

35-35-6 


6 

3.87 

3.04 

1.08 

4.14 

1.71 

1.04 

6.50 

1.30 

1.77 

1.55 

0.68 

40-40-4 


4 

3,08 

2.42 

1.12 

4.48 

1.56 

1.21 

7.09 

1.52 

1.86 

1.17 

0.77 

40-40-6 

40 

6 

4.48 

3.52 

1.20 

6.33 

2.26 

1.19 

9.98 

1.49 

2.67 

1.57 

0.77 

40-40-8 


8 

5.80 

4.55 

1.28 

7.89 

2.90 

1.16 

12.40 

1.46 

3.38 

1.81 

0.76 

45-45-5 


• 5 

4.30 

3.38 

1.28 

7.83 

2.43 

1.35 

12.4 

1.70 

3.25 

1.80 

0.87 

45-45-7 

45 

7 

5.86 

4.60 

1.36 

10.4 

3.31 

1.33 

16.4 

1.67 

4.39 

2.28 

0.87 

45-45-9 


9 

7.34 

5.76 

1.44 

12.6 

4.12 

1.31 

19.8 

1.64 

5.40 

2.65 

0.86 
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50 - 50-5 


5 

4.80 

3.77 

1.40 

11.0 

50 - 50-7 

50 

7 

6.56 

5.15 

1.49 

14.6 

50 - 50-9 


9 

8.24 

6.47 

1.56 

17.9 

55 - 55-6 


6 

6.31 

4.95 

1.56 

17.3 

55 - 55-8 

55 

8 

8.23 

6.46 

1.64 

22.1 

55 - 55-10 


10 

10.07 

7.90 

1.72 

26.3 

60 - 60-6 


6 

6.91 

5.42 

1.69 

22.8 

60 - 60-8 

60 

8 

9.03 

7.09 

1.77 

29.1 

60 - 60-10 


10 

11.07 

8.69 

1.85 

34.9 

65 - 65-7 


7 

8.70 

6.83 

1.85 

33.4 

65 - 65-9 

65 

9 

10.98 

8.82 

1.93 

41.3 

65 - 65-11 


11 

13.17 

10.34 

2.00 

48.8 

70 - 70-7 


7 

9.40 

7.38 

L 97 

42.4 

70 - 70-9 

70 

9 

11.90 

9.34 

2.05 

52.6 

70 - 70-1 1 


11 

14.30 

11.23 

2.13 

61.8 

75 - 75-8 


8 

11.5 

9.03 

2.13 

58.9 

75 - 75-10 

75 

10 

14.1 

11.07 

2.21 

71.4 

75 - 75-12 


12 

16.7 

13.11 

2.29 

82.4 

80 - 80-8 


8 

12.3 

9.66 

2.26 

72.3 

80 - 80-10 

80 

10 

15.1 

11.85 

2.34 

87.5 

80 - 80-12 


12 

17.9 

14 v 05 

2.41 

102 

90 - 90-9 


9 

15.5 

12.17 

2.54 

116 

90 - 90-11 

90 

11 

18.7 

14.68 

2.62 

138 

90 - 90-13 


13 

21.8 

17.11 

2.70 

158 

100 - 100-10 


10 

19.2 

15.07 

2.82 

177 

100 - 100-12 

100 

12 

22.7 

17.82 

2.90 

207 

100 - 100-14 


14 

26.2 

20.57 

2.98 

235 


3.05 

1.51 

17.4 

1.90 

4.59 

2.32 

0.98 

4.15 

1.49 

23.1 

1.88 

6.02 

2.85 

0.96 

5.20 

1.47 

28.1 

1.85 

7.67 

3.47 

0.97 

4.40 

1.66 

27.4 

2.08 

7.24 

3.27 

1.07 

5.72 

1.64 

34.8 

2.06 

9.35 

4.03 

1.07 

6.97 

1.62 

41.4 

2.02 

11.27 

4.64 

1.06 

5.29 

1.82 

36.1 

2.29 

9.4 

3.95 

1.17 

6.88 

1.80 

46.1 

2.26 

12.1 

4.85 

1.16 

8.41 

1.78 

55.1 

2.23 

14.6 

5.58 

1.15 

7.18 

1.96 

53.0 

2.47 

13.8 

5.25 

1.26 

9.04 

1.94 

65.4 

2.44 

17.2 

6.31 

1.25 

10.80 

1.91 

76.8 

2.42 

20.7 

7.30 

1.25 

8.4 

2.12 

67.1 

2.67 

17.6 

6.29 

1.37 

10.6 

2 , JO 

83.1 

2.64 

22.0 

7.57 

1.36 

12.7 

2.08 

97.6 

2.61 

26.0 

8.65 

1.35 

11.0 

2.26 

93.3 

2.85 

24.4 

8.11 

1.46 

13.5 

2.25 

113 

2.83 

29.8 

9.54 

1.45 

15.8 

2.22 

130 

2.79 

34.7 

10.70 

1.44 

12.6 

2.42 

115 

3.06 

29.6 

9.2 

1.55 

15.5 

2.41 

139 

3,03 

35.9 

10.8 

1.54 

18.2 

2.39 

161 

3.00 

43.0 

12.6 

1.53 

18.0 

2.74 

184 

3.45 

47.8 

13.3 

1.76 

21.6 

2.72 

218 

3.41 

57.1 

15.4 

1.75 

25.1 

2.69 

250 

3.39 

65.9 

17.3 

1.74 

24.7 

3.04 

280 

3.82 

73.3 

18.4 

1.95 

29.2 

3.02 

328 

3.80 

86.2 

21.0 

1.95 

31.5 

3.00 

372 

3.77 

98.3 

23.4 

1.94 
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T ABLA B-ll. (Continuacion) 


Perfi! 

L 

Dimensiones en mm 

Area 

transversal 

(cm 2 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

t 

(cm) 

Referenda al eje 

X 

- X - Y - 

- Y 

m - 

- m 


n — n 


b 

e 

'o'*'" 

3 ii 

11 1 

r x = r y 
(cm) 

L 

(cm 4 ) 

r m 

(cm) 

K 

(cm 4 ) 

S' 

(cm 3 ) 

(cm) 

120-120-11 


11 

25.4 

19.94 

3.36 

341 

39.5 

3.66 

541 

4.62 

140 

29.4 

2.35 

120-120-13 

120 

13 

29.7 

23.31 

3.44 

394 

46.0 

3 64 

625 

4.59 

162 

33.4 

2.34 

120-120-15 


15 

33.9 

26.61 

3.51 

446 

52.5 

3.63 

705 

4.56 

186 

37.5 

2.34 

127-127-9.5 


9.5 

23.2 

18.25 

3.48 

351 

38.0 

3.88 

557 

4.90 

144 

29.2 

2.49 

127-127-12-7 


12.7 

30.9 

24.27 

3.63 

457 

50.4 

3.86 

725 

4.85 

189 

36.8 

2.48 

127-127-13.2 

127 

13.2 

32.2 

25.31 

3.65 

479 

52.9 

3.85 

763 

4.84 

196 

37.9 

2.48 

127-127-14.2 


14.2 

34.4 

27.00 

3.66 

506 

55.8 

3,84 

802 

4.83 

210 

40.5 

2.48 

127-127-16.76 


16.76 

40.0 

31.44 

3.73 

578 

64.4 

3.80 

914 

4.78 

241 

45.7 

2.46 

140-140-13 


13 

35.0 

27.48 

3.92 

638 

63.3 

4.27 

1010 

5.38 

262 

47.3 

2.74 

140-140-15 

140 

15 

40.0 

31.40 

4.00 

723 

72.3 

4.25 

1150 

5.36 

298 

52.7 

2.73 

140-140-17 


17 

45.0 

35.33 

4.08 

805 

81.2 

4.23 

1280 

5.33 

334 

57.9 

2.72 

150-150-14 


14 

40.3 

31.64 

4.21 

845 

78.2 

4.58 

1340 

5.77 

347 

58.3 

2.94 

150 150-16 

150 

16 

45.7 

35.87 

4.29 

945 

88.7 

4.56 

1510 

5.74 

391 

64.4 

2.93 

150-150-18 


18 

51.0 

40.04 

4.36 

1052 

99.3 

4.54 

1670 

5.70 

438 

71.0 

2.93 
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TABLA B-12. Perfiles L (angtilares), de lados desiguales, europeos (unidades ST) 


■u 

w 

■ — ^ 


<vr 


sf-- 


V- v 


Xm 


Perfil 

L 

Dimensiones 

en mm 

Area 

Irans- - 

versa! 

(cm 2 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

y 

(cm) 

X 

(cm) 

a 

Referenda al eje 

X — X 

y - y 

m — 

m 

n — 

n 

a 

b 

e 

h 

(cm 4 ) 

(cm 3 ) 

r* 

(cm) 

(cml 

Sy 3 

(cm) 

r y 

(cm) 

L 

(cm 4 ) 

r m 

(cm) 

L 

(cm 4 ) 

r n 

(cm) 

25-15-4 

25 

15 

4 

1.44 

1.15 

0.91 

0,43 

19°50' 

0.79 

0.49 

0.74 

0.26 

0.24 

0.89 

0.87 

0.77 

0.18 

0.35 

30-20-4 

30 

20 

4 

1.88 

1.48 

0.97 

0.56 

23°4' 

1.62 

0.79 

0.92 

0.64 

0.44 

0.58 

1.83 

0.98 

0.43 

0.47 

40-25-4.5 

40 

25 

4.5 

2.74 

2.16 

1.39 

0.62 

20° 57' 

4.22 

1.62 

1.24 

1.43 

0.76 

0.72 

4.67 

1,30 

0.98 

0.59 

50-40-5.8 

50 

40 

5.8 

5.00 

3.95 

1.59 

1 09 

31° 

11.8 

3.46 

1,58 

6.53 

2.24 

1.14 

14.7 

1.70 

3.55 

0.84 

60-30-4 



4 

3.45 

2.75 

2.15 

0.66 

1 3°17' 

12.0 

3.12 

1.86 

2.40 

1.02 

0.83 

12.5 

1.90 

1.69 

0.70 

60-30-6 

60 

30 

6 

5.20 

4.13 

2.17 

0.71 

18° 14' 

17.5 

4.56 

1.84 

3.35 

1.40 

0.81 

18.0 

1.88 

1.77 

0.59 

60-45-5 



5 

5,00 

3.90 

1.87 

1,13 

28°47' 

17.1 

4.15 

1.84 

8.46 

2.51 

1.30 

20.7 

2.03 

4.92 

0.99 

60-45-7 

60 

45 

7 

6.87 

5.30 

1.96 

1.23 

28° 

23.4 

5.79 

1.85 

11.2 

3.43 

1.27 

28.2 

2,03 

6.39 

0.96 

60-50-7 



7 

7.40 

5.80 

1.85 

1.32 

31°13' 

26.3 

6.32 

1.88 

16.9 

4.60 

1.51 

31.6 

2.07 

11.6 

1.25 

60-50-9 

60 

50 

9 

9.20 

7.22 

1.91 

1.43 

31° 

34.2 

8.37 

1.86 

21.0 

5.88 

1.49 

42.5 

2.06 

12.7 

1.17 

65-40-5 



5 

5.03 

3.94 

2.13 

0.94 

23°32' 

20.5 

4.70 

2.02 

6.53 

2.13 

1.13 

23.8 

2.17 

3.24 

0.80 

65-40-7 

65 

40 

7 

6.95 

5.45 

2.24 

0.97 

21°36' 

27.6 

7.09 

2.00 

8.57 

2.82 

1.11 

32.0 

2.14 

4.45 

0.80 

70-50-7 



7 

8.00 

6.28 

2.27 

1.29 

26°5' 

37.7 

7.95 

2.17 

16.0 

4.31 

1.41 . 

44.5 

2.35 

9.23 

1.07 

70-50-9 



9 

10.12 

7.95 

2.36 

1.37 

26° 

46.7 

10,0 

2.14 

19.9 

5.50 

1.39 

55.1 

2.33 

11.5 

1.06 

70-50-11 

70 

50 

11 

12.15 

9.55 

2.42 

1.45 

25°41 

54.2 

11.8 

2.11 

22.9 

6.45 

1.37 

63.6 

2.28 

13.5 

1.05 

76-64-7.1 



7.1 

9.40 

7.40 

2.28 

1.69 

33°14' 

56.0 

10.5 

2.44 

35.3 

7.49 

1.93 

71,4 

2.76 

19.8 

1.45 

76-64-7.25 



7.25 

9.55 

7.50 

2.29 

1.75 

33° 

56.7 

10.6 

2.43 

35.5 

7,55 

1.90 

72.0 

2.74 

20.2 

1.45 

76-64-8.75 

76 

64 

8.75 

11.50 

9.00 

2.34 

1.80 

30°46' 

64.4 

12.0 

2.36 

38.8 

8.43 

1.83 

78.5 

2.61 

23.5 

1.44 
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TABLA B-12. ( Continuation ) 


Perfil 

L 

Dimensiones 

en mm 

Area 

trans- 

versal 

(cm 2 ) 

Masa 

(peso) 

(kg/m) 

y 

(cm) 

X 

(cm) 

a 

Referenda al eje 

X - X 

Y - Y 

m - 

m 

n — 

n 

a 

b 

e 

(cm 4 ) 

& 

(cm 3 ) 

r, 

(cm) 

h 

(cm 4 ) 

(cm 3 ) 

ry 

(cm) 

L 

(cm 4 ) 

fm 

(cm) 

h 

(cm 4 ) 

r. 

(cm) 

80-50-6 



6 

7.45 

5.84 

2.70 

1.17 

22° 

48.6 

9.14 

2.65 

18.6 

4.86 

1.58 

54.0 

2.7? 

11.4 

L23 

80-50-8 



8 

9.97 

7.80 

2.74 

1.22 

21°20' 

67.5 

12.8 

2.59 

23.4 

6.20 

1.53 

73.0 

2.71 

15.0 

1.22 

80-50-10 

80 

50 

10 

12.20 

9.57 

2.78 

1.30 

20°19' 

80.6 

15.7 

2.57 

26.5 

7.16 

1.48 

89.2 

2.70 

17.9 

1 21 

90-60-5 



5 

7.39 

5.80 

2.90 

1.41 

23°23' 

62.1 

10.2 

2.90 

22.3 

4.87 

1.73 

71.2 

3.10 

13.55 

1.35 

90-60-7 

90 

60 

7 

10.16 

7.98 

2.96 

1.48 

22°5T 

82.4 

13.6 

2.84 

29.4 

6.51 

1.71 

94.0 

3.04 

18.40 

1.34 

90-60-9 



9 

12.89 

10,12 

3.02 

1.55 

22°4T 

102 

17.1 

2.81 

37.3 

8.38 

1.69 

116.0 

3.00 

23.00 

1.33 

90-70-9 

on 

7 A 

9 

13.75 

10.80 

2.88 

1.87 

29 c 26' 

107 

17.5 

2.79 

56.5 

11.0 

2.03 

131 

3.08 

33.5 

1.56 

90-70-1 1 

VU 

l\} 

11 

16.60 

13.03 

2.94 

1.95 

29°17' 

126 

20.9 

2.75 

68.0 

13.4 

2.02 

153 

3.03 

40.0 

1.55 

90-75-9 

nn 

7C 

9 

14.20 

11.14 

2.79 

2.05 

33"24' 

110 

17.7 

2.78 

70.6 

12.9 

2.23 

140 

3.13 

34.1 

1.54 

90-75-11 

y\} 

/ J 

11 

17.15 

13.46 

2.84 

2.14 

32°27' 

127 

20.6 

2.72 

83.4 

15.5 

2.20 

157 

3.02 

40.9 

1.53 

100-70-10 



10 

16.17 

12.69 

3.28 

1.85 

25°19' 

156 

23.3 

3.10 

66.3 

12.8 

2.00 

183 

3.62 

40.3 

1.57 

100-70-12 

100 

70 

12 

19.17 

15.00 

3.35 

1.91 

24°26' 

181 

27.3 

3.07 

73.3 

14.4 

1.93 

209 

3.25 

45.3 

1.51 

100-70-14 



14 

22.02 

17.28 

3.40 

1.98 

23°ir 

201 

30.6 

3.02 

80.8 

16.0 

1.91 

229 

3.22 

49.0 

1.45 

100-85-10 

1 AA 


10 

17.65 

13.85 

3.03 

2.35 

35°15 f 

168 

24.1 

3.08 

115 

18.6 

2.55 

222 

3.54 

61.0 

1.85 

100-85-12 

UAi 


12 

20.90 

16.40 

3.12 

2.42 

35°7' 

192 

28.0 

3.03 

131 

21.6 

2.54 

252 

3.47 

72.2 

1.84 

1 10-70-8 

110 

70 

8 

13.75 

10.80 

3.60 

2.62 

24°44' 

166 

22.4 

3.47 

59.7 

13.6 

2.08 

131 

3.08 

44.6 

1.80 

110-90-10 

1 1 ft 

Oft 

io 

19.15 

15.00 

3.40 

2.43 

33°40' 

223 

29.4 

3.41 

138 

21.0 

2.68 

290 

3.89 

71.2 

1.92 

110-90-12 

I 1U 

yu 

12 

22.80 

18.00 

3.46 

2.50 

33° 

259 

34.4 

3.36 

160 

24.7 

2.64 

331 

3.84 

84.0 

1.91 

120-80-10 


O A 

10 

19.10 

14.99 

3.92 

1.95 

23°30 / 

276 

34.2 

3.80 

98 

16.1 

2.26 

317 

4.07 

56.8 

1.71 

120-80-12 

IZU 

oU 

12 

22.70 

17,82 

4.00 

2.02 

23°I7' 

323 

40.3 

3.76 

114 

19.2 

2.24 

370 

4.03 

67,5 

1.71 

125-100-11 

1 

i aa 

11 

23.67 

18.58 

3.86 

2.60 

31°50 / 

359 

41.5 

3.90 

202 

27.4 

2.92 

457 

4.38 

105 

2.10 

125-100-13 

1 

IUU 

13 

27.62 

21.68 

3.90 

2.67 

31°30' 

409 

47.6 

3.84 

230 

31.4 

2.88 

517 

4.32 

122 

2.09 

150-75-10 

i <n 


10 

21.65 

16.87 

5.38 

1.71 

14°47' 

486 

50.5 

4.74 

96 

16.6 

2.10 

500 

4.81 

70.6 

1.80 

150-75-12 

1 DU 

13 

12 

25.75 

20.21 

5.42 

1.79 

14°30 / 

570 

59.5 

4.70 

111 

19.4 

2.07 

590 

4.78 

75.8 

1.71 
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TABLA B-13. Propiedades fisicas medias de los met ales nuts coinunes (unidades US) 



Densidad 

(Ib/ft 3 ) 

Coeficiente 

de dilMaci6n 

lineal 

in./ 

Limite de 
proporcionalidad 

(ksi) 11 

Resistencia ultima 

(ksi) 



Modulo de elasticidad 

(psi)* 

Elongacida (%) 
(en 2 in.) 

METALES 

On. ’ °F)J 

Tension Cortante 

Tension 

Compr. 

Cortante 

Tension, E 

Cortante, G 

Acero, 0.2% carbono, 
laminado en caliente 

490 


35 

21 

60 

b 

45 

29 

X 10 6 

12 

X 10* 

35 

0.2% carbono, 
laminado en frio 

490 

Varia de 

6.1 a 7.3 

60 

36 

80 

b 

60 

29 

X 10 6 

12 

X 10* 

18 

0.6% carbono, 
laminado en caliente 

< 

490 

El valor medio es 

60 

36 

100 

b 

80 

29 

X 10 6 

12 

X 10* 

15 

0.8% carbono, 
laminado en caliente 

490 

l 6.5 

70 

42 

120 

b 

105 

29 

x io 6 

12 

X 10* 

10 

Fundici6n gris 

450 

6 

c 

d 

20 

75 

d 

15 

X 10* 

6 

X 10* 

Pequena 

Fundicidn maleable 

450 

6.6 

36 

23 

54 


48 

25 

x io* 

12.5 

X 10* 

18 

Hierro torjado 

480 

6.7 

30 

18 

50 

b 

35 

27 

X 10* 

10 

X 10* 

35 

Aluminio fundido 

165 

12.8 

9 


13 

b 

10.5 

10 

X 10* 

4 

X 10* 

20 

Aluminio, aleacidn 17ST 

168 

12.8 

32 

21 

56 

b 

32 

10. 

3 X 10* 

4 

X 10* 



Lat6n, laminado 
(70% Cu , 30% Zn) 

530 

10.4 

25 

15 

55 

b 

48 

14 

X 10* 

6 

X 10* 

30 

Bronce, fundido 

510 

10 

20 


33 

56 

— 

12 

X 10* 

5 

X 10* 

10 

Cobre, estirado 

550 

9.3 

38 

23 

55 

b 

— 

17 

X 10* 

6 

X 10* 

4 


NOTAS 

a El limite de proporcionalidad y el modulo elastico, a compresidn, pueden tomarse los mismos que a tension, excepto en la fundicion o hierro fundi- 
do cuyo limite de proporcionalidad es aproximadamente 26 ksi. 

b Como resistencia ultima a compresidn en materiales ductiles puede tomarse el punto de cedencia o fluencia que es ligeramente superior al limite de 
proporcionalidad a tensidn. 

c No esta bien definido, aproximadamente vale 6 ksi. 
d La fundicidn falla por tensidn diagonal- 
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TABLA B-14. Perfiles H (vigas de ala ancha), americanos (W) (unidades US) 


Designation 

Area 

transversal 

(in. 2 ) 

Altura 

(in.) 

Espesor 
de alma 
(in.) 

Ala (o patfn) 

i 

(in.*) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

(in.) 

W36 X300 

88.3 

36.74 

0.945 

16.655 

1.680 

20 300 

X280 

82.4 

36.52 

0.885 

16.595 

1.570 

18 900 

X260 

76.5 

36.26 

0.840 

16.550 

1.440 

17 300 

X245 

72.1 

36.08 

0.800 

16.510 

1.350 

16 100 

X230 

67.6 

35.90 

0.760 

16.470 

1.260 

15 000 

W36 X210 

61.8 

36.69 

0.830 

12.180 

1.360 

13 200 

XI 94 

57.0 

36.49 

0.765 

12.115 

1.260 

12 100 

XI 82 

53.6 

36.33 

0.725 

12.075 

1.180 

11 300 

X170 

50.0 

36.17 

0.680 

12.030 

1.100 

10 500 

XI 60 

47.0 

36.01 

0.650 

12.000 

1.020 

9 750 

XI 50 

44.2 

35.85 

0.625 

11.975 

0.940 

9 040 

XI35 

39.7 

35.55 

0.600 

11.950 

0.790 

7 800 

W33 X241 

70.9 

34.18 

0.830 

15.860 

1.400 

14 200 

X221 

65.0 

33.93 

0.775 

15.805 

1.275 

12 800 

X201 

59.1 

33.68 

0.715 

15.745 

1.150 

11 500 


Y 



Eje X-X 


Eje Y-Y 


s = ' 

C 

(in. 3 ) 

/—V II 

£ 'il 

/ 

(in. 4 ) 

S - - 
c 

(in. 3 ) 

II ° 

V. 

i no 

15.2 

1 300 

156 

3.83 

l 030 

15.1 

1 200 

144 

3.81 

953 

15.0 

1 090 

132 

3.78 

895 

15.0 

1 010 

123 

3.75 

837 

14.9 

940 

114 

3.73 

719 

14.6 

411 

67.5 

2.58 

664 

14.6 

375 

61.9 

2.56 

623 

14.5 

347 

57.6 

2.55 

580 

14.5 

320 

53.2 

2.53 

542 

14.4 

295 

49.1 

2.50 

504 

14.3 

270 

45.1 

2.47 

439 

14.0 

225 

37.7 

2.38 

829 

14.1 

932 

118 

3.63 

757 

i4.1 

840 

106 

3.59 

684 

14.0 

749 

95.2 

3.56 


W33 XI 52 

44.7 

33.49 

0.635 

11.565 

1.055 

X141 

41.6 

33.30 

0.605 

11.535 

0.960 

X130 

38.3 

33.09 

0.580 

11.510 

0.855 

XI 18 

34.7 

32.86 

0.550 

11.480 

0.740 

W30 X211 

62.0 

30.94 

0.775 

15.105 

1.315 

X191 

56.1 

30.68 

0.710 

15.040 

1.185 

X173 

50.8 

30.44 

0.655 

14.985 

1.065 

W30 XI 32 

38.9 

30.31 

0.615 

10.545 

1.000 

XI 24 

36.5 

30.17 

0.585 

10.515 

0.930 

XI 16 

34.2 

30.01 

0.565 

10.495 

0.850 

X108 

31.7 

29.83 

0.545 

10.475 

0.760 

X99 

29.1 

29.65 

0.520 

10.450 

0.670 

W27 X 178 

52.3 

27.81 

0.725 

14.085 

1.190 

X161 

47.4 

27.59 

0.660 

14.020 

1.080 

X 146 

42.9 

27.38 

0.605 

13.965 

0.975 

W27X114 

33.5 

27.29 

0.570 

10.070 

0.930 

X102 

30.0 

27.09 

0.515 

10.015 

0.830 

X94 

27.7 

26.92 

0.490 

9.990 

0.745 

X84 

24.8 

26.71 

0.460 

9.960 

0.640 

W24 XI 62 

47.7 

25.00 

0.705 

12.955 

1.220 

X146 

43.0 

24.74 

0.650 

12.900 

1.090 

X 1 3 1 

38.5 

24.48 

0.605 

12.855 

0.960 

XI 17 

34.4 

24.26 

0.550 

12.800 

0.850 

X 104 

30.6 

24.06 

0.500 

12.750 

0.750 

W24 X94 

27.7 

24.31 

0.515 

9.065 

0.875 

X84 

24.7 

24.10 

0.470 

9.020 

0.770 

XI 6 

22.4 

23.92 

0.440 

8.990 

0.680 

X68 

20.1 

23.73 

0.415 

8.965 

0.585 


8 

7 
6 
5 

10 

9 

8 

5 

5 
4 

4 

3 

6 
6 

5 

4 
3 

3 
2 

5 

4 
4 
3 
3 

2 

2 

2 

1 


160 

487 

13.5 

273 

47.2 

2.47 

450 

448 

13.4 

246 

42.7 

2.43 

710 

406 

13.2 

218 

37.9 

2.39 

900 

359 

13.0 

187 

32.6 

2.32 

300 

663 

12.9 

757 

100 

3.49 

170 

598 

12.8 

673 

89.5 

3.46 

200 

539 

12.7 

598 

79.8 

3.43 

770 

380 

12.2 

196 

37.2 

2.25 

360 

355 

12.1 

181 

34.4 

2.23 

930 

329 

12.0 

164 

31.3 

2.19 

470 

299 

11.9 

146 

27.9 

2.15 

990 

269 

11.7 

128 

24.5 

2.10 

990 

502 

11.6 

555 

78.8 

3.26 

280 

455 

11.5 

497 

70.9 

3.24 

630 

411 

11.4 

443 

63.5 

3.21 

090 

299 

11.0 

159 

31.5 

2.18 

620 

267 

11.0 

139 

27.8 

2.15 

270 

243 

10.9 

124 

24.8 

2.12 

850 

213 

10.7 

106 

21.2 

2.07 

170 

414 

10.4 

443 

68.4 

3.05 

580 

371 

10.3 

391 

60.5 

3.01 

020 

329 

10.2 

340 

53.0 

2.97 

540 

291 

10.1 

297 

46.5 

2.94 

100 

258 

10.1 

259 

40.7 

2.91 

700 

222 

9.87 

109 

24.0 

1.98 

370 

196 

9.79 

94.4 

20.9 

1.95 

100 

176 

9.69 

82.5 

18.4 

1.92 

830 

154 

9.55 

70.4 

15.7 

1.87 


(eonriruta) 


TAB LA B-14. (Cominuacion) 


Ala (o patin) 

Area Espesor 


Designacion 

transversal 

(in. 2 ) 

Altura 

(in.) 

de alma 
(in.) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

(in.) 

W24 X62 

18.2 

23.74 

0.430 

7.040 

0.590 

X55 

16.2 

23.57 

0.395 

7.005 

0.505 

W21 X147 

43.2 

22.06 

0.720 

12.510 

1.150 

xl 32 

38.8 

21.83 

0.650 

12.440 

1.035 

X122 

35.9 

21.68 

0.600 

12.390 

0.960 

XI 1 1 

32.7 

21.51 

0.550 

12.340 

0.875 

xlOl 

29.8 

21.36 

0.500 

12.290 

0.800 

W21 X93 

27.3 

21.62 

0.580 

8.420 

0.930 

x83 

24.3 

21.43 

0.515 

8.355 

0.835 

X73 

21.5 

21.24 

0.455 

8.295 

0.740 

X68 

20.0 

21.13 

0.430 

8.270 

0.685 

X62 

18.3 

20.99 

0.400 

8.240 

0.615 

W21 X57 

16.7 

21.06 

0.405 

6.555 

0.650 

X50 

14.7 

20.83 

0.380 

6.530 

0.535 

X44 

13.0 

20.66 

0.350 

6.500 

0.450 

W18 XI 19 

35.1 

18.97 

0.655 

11.265 

1.060 

X 106 

31.1 

18.73 

0.590 

11.200 

0.940 

X97 

28.5 

18.59 

0.535 

11.145 

0.870 

X86 

25.3 

18.39 

0.480 

11.090 

0.770 

X76 

22.3 

18.21 

0.425 

11.035 

0.680 

W18 X71 

20.8 

18.47 

0.495 

7.635 

0.810 

X65 

19.1 

18.35 

0.450 

7.590 

0.750 

x60 

17.6 

18.24 

0.415 

7.555 

0.695 

X55 

16.2 

18.11 

0.390 

7.530 

0.630 

X50 

14.7 

17.99 

0.355 

7.495 

0.570 


Eje XX 


Eje /-Y 


i 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

✓— V II 

£ fl 

/ 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

r = V//A 
(in.) 

1 550 

131 

9.23 

34.5 

9.80 

1.38 

1 350 

114 

9.11 

29,1 

8.30 

1,34 

3 630 

329 

9.17 

376 

60.1 

2.95 

3 220 

295 

9.12 

333 

53.5 

2.93 

2 960 

273 

9.09 

305 

49.2 

2.92 

2 670 

249 

9.05 

274 

44.5 

2.90 

2 420 

227 

9.02 

248 

40.3 

2.89 

2 070 

192 

8.70 

92.9 

22.1 

1.84 

1 830 

171 

8.67 

81.4 

19.5 

1.83 

1 600 

151 

8.64 

70.6 

17.0 

1.81 

1 480 

140 

8.60 

64.7 

15,7 

1.80 

1 330 

127 

8.54 

57.5 

13.9 

Ml 

1 170 

111 

8.36 

30.6 

9.35 

1.35 

984 

94.5 

8.18 

24.9 

7.64 

1.30 

843 

81.6 

8.06 

20.7 

6.36 

1.26 

2 190 

231 

7.90 

253 

44.9 

2.69 

1 910 

204 

7.84 

220 

39.4 

2.66 

1 750 

188 

7.82 

201 

36.1 

2.65 

1 530 

166 

7.77 

175 

31.6 

2.63 

1 330 

146 

7.73 

152 

27.6 

2.61 

1 170 

127 

7.50 

60.3 

15.8 

1.70 

1 070 

117 

7.49 

54.8 

14,4 

1.69 

984 

108 

7.47 

50.1 

13.3 

1.69 

890 

98.3 

7.41 

44.9 

11.9 

1.67 

800 

88.9 

7.38 

40,1 

10.7 

1.65 


W18 X46 

13,5 

18.06 

0,360 

6,060 

0.605 

X40 

11.8 

17.90 

0.315 

6.015 

0.?25 

X35 

10.3 

17.70 

0.300 

6.000 

0.425 

W16 X100 

29.4 

16.97 

0.585 

10.425 

0.985 

X89 

26.2 

16.75 

0.525 

10.365 

0.875 

X77 

22.6 

16.52 

0.455 

10.295 

0.760 

X67 

19.7 

16.33 

0.395 

10.235 

0.665 

W16X57 

16.8 

16.43 

0.430 

7.120 

0.715 

X50 

14.7 

16.26 

0,380 

7.070 

0.630 

X45 

13.3 

16.13 

0.345 

7.035 

0.565 

X40 

11.8 

16.01 

0.305 

6.995 

0.505 

X36 

10.6 

15.86 

0.295 

6.985 

0.430 

W16X31 

9.12 

15.88 

0.275 

5.525 

0.440 

X26 

7.68 

15.69 

0.250 

5.500 

0.345 

W14 X730 

215.0 

22.42 

3.070 

17.890 

4.910 

X665 

196.0 

21.64 

2.830 

17.650 

4.520 

X605 

178.0 

20,92 

2.595 

17.415 

4.160 

X550 

162.0 

20.24 

2.380 

17.200 

3.820 

X500 

147.0 

19.60 

2.190 

17.010 

3.500 

X455 

134.0 

19.02 

2.015 

16.835 

3.210 

W14X426 

125.0 

18.67 

1.875 

16.695 

3.035 

X398 

117.0 

18.29 

1.770 

16.590 

2.845 

X370 

109.0 

17.92 

1.655 

16.475 

2.660 

X342 

101.0 

17.54 

1.540 

16.360 

2.470 

W14X311 

91.4 

17.12 

1.410 

16.230 

2.260 

X283 

83.3 

16.74 

1.290 

16.110 

2.070 

X257 

75.6 

16.38 

1,175 

15.995 

1.890 

X233 

68.5 

16.04 

1.070 

15.890 

1.720 

X211 

62.0 

15.72 

0.980 

15.800 

1.560 


712 

78.8 

7.25 

22.5 

7.43 

1.29 

612 

68.4 

7.21 

19.1 

6.35 

1.27 

510 

57.6 

7.04 

15.3 

5.12 

1.22 

1 490 

175 

7.10 

186 

35.7 

2.51 

1 300 

155 

7,05 

163 

31.4 

2.49 

l 110 

134 

7.00 

138 

26.9 

2.47 

954 

117 

6.96 

119 

23.2 

2.46 

758 

92.2 

6.72 

43.1 

12.1 

1.60 

659 

81.0 

6.68 

37.2 

10.5 

1.59 

586 

72.7 

6.65 

32.8 

9.34 

1.57 

518 

64.7 

6.63 

28.9 

8.25 

1.57 

448 

56.5 

6.51 

24.5 

7.00 

1.52 

375 

47.2 

6.41 

12.4 

4.49 

1.17 

301 

38.4 

6.26 

9.59 

3.49 

1.12 

14 300 

1 280 

8.17 

4 720 

527 

4.69 

12 400 

1 150 

7.98 

4 170 

472 

4.62 

10 800 

1 040 

7.80 

3 680 

423 

4.55 

9 430 

931 

7.63 

3 250 

378 

4.49 

8 210 

838 

7.48 

2 880 

339 

4.43 

7 190 

756 

7.33 

2 560 

304 

4.38 

6 600 

707 

7.26 

2 360 

283 

4.34 

6 000 

656 

7.16 

2 170 

262 

4.31 

5 440 

607 

7.07 

1 990 

241 

4.27 

4 900 

559 

. 6.98 

1 810 

221 

4.24 

4 330 

506 

6.88 

I 610 

199 

4.20 

3 840 

459 

6.79 

1 440 

179 

4.17 

3 400 

415 

6.71 

1 290 

161 

4.13 

3 010 

375 

6.63 

1 150 

145 

4.10 

2 660 

338 

6.55 

1 030 

130 

4.07 


(conti ru'ui) 


TAB LA B-14. ( Contin uacion) 


Ala (o patin) 

Area Espesor 


Designaeidn 

transversal 

(in. 2 ) 

Altura 

(in.) 

de alma 
(in.) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

(in.) 

X193 

56.8 

15.48 

0.890 

15.710 

1.440 

X176 

51.8 

15.22 

0.830 

15.650 

1.310 

X159 

46.7 

14.98 

0.745 

15.565 

1.190 

X145 

42.7 

14.78 

0.680 

15.500 

1.090 

W14X132 

38.8 

14.66 

0.645 

14.725 

1.030 

XI 20 

35.3 

14.48 

0,590 

14,670 

0.940 

X109 

32.0 

14.32 

0.525 

14.605 

0.860 

X99 

29.1 

14.16 

0.485 

14.565 

0.780 

x90 

26.5 

14.02 

0.440 

14.520 

0.710 

W14 X82 

24.1 

14.31 

0.510 

10,130 

0,855 

X74 

21.8 

14.17 

0.450 

10.070 

0,785 

X68 

20.0 

14.04 

0.415 

10.035 

0.720 

X61 

17.9 

13.89 

0.375 

9.995 

0.645 

W14 X53 

15.6 

13.92 

0.370 

8.060 

0.660 

X48 

14.1 

13.79 

0.340 

8.030 

0.595 

X43 

12.6 

13.66 

0.305 

7.995 

0.530 

W14X38 

11.2 

14.10 

0.310 

6,770 

0.515 

X34 

10.0 

13.98 

0.285 

6.745 

0.455 

X30 

8.85 

13.84 

0.270 

6.730 

0.385 

W14 X26 

7.69 

13.91 

0.255 

5.025 

0.420 

X22 

6.49 

13.74 

0.230 

5.000 

0.335 


Eje X~X 


Eje y-r 


1 

(in. 4 ) 

S = - 
c 

(in. 3 ) 

(in.) 

i 

(in. 4 ) 

S = - 

c 

(in. 3 ) 

r = ifijA 
(in.) 

400 

310 

6.50 

931 

119 

4.05 

140 

281 

6.43 

838 

107 

4.02 

900 

254 

6.38 

748 

96,2 

4.00 

710 

232 

6.33 

677 

87.3 

3.98 

530 

209 

6.28 

548 

74.5 

3.76 

380 

190 

6.24 

495 

67.5 

3.74 

240 

173 

6.22 

447 

61.2 

3.73 

110 

157 

6.17 

402 

55.2 

3.71 

999 

143 

6.14 

362 

49.9 

3.70 

882 

123 

6.05 

148 

29.3 

2.48 

796 

112 

6.04 

134 

26.6 

2.48 

723 

103 

6.01 

121 

24.2 

2.46 

640 

92.2 

5 98 

107 

21.5 

2.45 

541 

77.8 

5.89 

57.7 

14.3 

1.92 

485 

70.3 

5.85 

51,4 

12.8 

1,91 

428 

62.7 

5.82 

45.2 

11.3 

1.89 

385 

54.6 

5.87 

26.7 

7.88 

1.55 

340 

48.6 

5,83 

23.3 

6.91 

1.53 

291 

42.0 

5.73 

19.6 

5.82 

1,49 

245 

35.3 

5.65 

8.91 

3.54 

1.08 

199 

29.0 

5.54 

7,00 

2.80 

1.04 


W12 X336 

98.8 

16.82 

1.775 

13.385 

2.955 

X305 

89.6 

16.32 

1.625 

13.235 

2.705 

X279 

81.9 

15.85 

1.530 

13.140 

2.470 

X252 

74.1 

15.41 

1.395 

13.005 

2.250 

X230 

67.7 

15.05 

1.285 

12.895 

2.070 

X210 

61.8 

14.71 

1.180 

12.790 

1.900 

X190 

55.8 

14.38 

1.060 

12.670 

1.735 

XI 70 

50.0 

14.03 

0.960 

12.570 

1.560 

XI 52 

44.7 

13.71 

0.870 

12.480 

1.400 

XI 36 

39.9 

13.41 

0.790 

12.400 

1.250 

X120 

35,3 

13.12 

0.710 

12.320 

1.105 

X106 

31.2 

12.89 

0.610 

12.220 

0.990 

X96 

28.2 

12.71 

0.550 

12.160 

0.900 

X87 

25.6 

12.53 

0.515 

12.125 

0.810 

X79 

23.2 

12.38 

0.470 

12.080 

0.735 

X.72 

21.1 

12.25 

0.430 

12.040 

0.670 

X65 

19.1 

12.12 

0.390 

12.000 

0.605 

W12 X58 

17.0 

12.19 

0.360 

10.010 

0.640 

X53 

15.6 

12.06 

0.345 

9.995 

0.575 

W12 X50 

14.7 

12.19 

0.370 

8.080 

0.640 

X45 

13.2 

12.06 

0.335 

8.045 

0.575 

X40 

11.8 

11.94 

0.295 

8.005 

0.515 

W12 X35 

10.3 

12.50 

0.300 

6.560 

0.520 

X30 

8.79 

12.34 

0.260 

6.520 

0.440 

X26 

7.65 

12.22 

0.230 

6.490 

0.380 

W12X22 

6.48 

12.31 

0.260 

4.030 

0.425 

X19 

5.57 

12.16 

0.235 

4.005 

0.350 

X16 

4.71 

11.99 

0.220 

3.990 

0.265 

X14 

4.16 

11.91 

0.200 

3.970 

0.225 


4 060 

483 

6.41 

3 550 

435 

6.29 

3 110 

393 

6.16 

2 720 

353 

6.06 

2 420 

321 

5.97 

2 140 

292 

5.89 

1 890 

263 

5.82 

1 650 

235 

5.74 

1 430 

209 

5.66 

1 240 

186 

5.58 

1 070 

163 

5.51 

933 

145 

5.47 

833 

131 

5.44 

740 

118 

5.38 

662 

107 

5.34 

597 

97.4 

5.31 

533 

87.9 

5.28 

475 

78.0 

5.28 

425 

70.6 

5.23 

394 

64.7 

5.18 

350 

58.1 

5.15 

310 

51.9 

5.13 

285 

45.6 

5.25 

238 

38.6 

5.21 

204 

33.4 

5.17 

156 

25.4 

4.91 

130 

21.3 

4.82 

103 

17.1 

4.67 

88.6 

14.9 

4.62 


1 190 

177 

3.47 

1 050 

159 

3.42 

937 

143 

3.38 

828 

127 

3.34 

742 

115 

3.31 

664 

104 

3.28 

589 

93.0 

3.25 

517 

82.3 

3.22 

454 

72.8 

3.19 

398 

64.2 

3.16 

345 

56.0 

3.13 

301 

49.3 

3.11 

270 

44.4 

3.09 

241 

39.7 

3.07 

216 

35.8 

3.05 

195 

32.4 

3.04 

174 

29.1 

3.02 

107 

21.4 

2.51 

95.8 

19.2 

2.48 

56.3 

13.9 

1.96 

50.0 

12.4 

1.94 

44.1 

11.0 

1.93 

24.5 

7.47 

1.54 

20.3 

6.24 

1.52 

17.3 

5.34 

1.51 

4.66 

2.31 

0.847 

3.76 

1.88 

0.822 

2.82 

1.41 

0.773 

2.36 

1.19 

0.753 

(continue) 


TABLA B-14. ( Coniihuacion ) 


Area 

transversal AKura 
Designacion (in.~) (in.) 


W10X112 

32.9 

11.36 

XIOO 

29.4 

11.10 

X88 

25.9 

10.84 

X77 

22.6 

10.60 

X68 

20.0 

10.40 

X60 

17.6 

10.22 

X54 

15.8 

10.09 

X49 

14.4 

9.98 

WI0X45 

13.3 

10.10 

x39 

11.5 

9.92 

X33 

9.71 

9.73 

W10 X30 

8.84 

10.47 

X26 

7.61 

10.33 

X22 

6.49 

10.17 

W10X19 

5.62 

10.24 

X17 

4.99 

10.11 

X15 

4.41 

9.99 

X12 

3.54 

9.87 


Ala (o patm) 


Espesor 
de alma 

(in.) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

(in.) 

0.755 

10.415 

1.250 

0.680 

10.340 

1.120 

0.605 

10.265 

0.990 

0.530 

10.190 

0.870 

0.470 

10.130 

0.770 

0.420 

10.080 

0.680 

0.370 

10.030 

0.615 

0.340 

10.000 

0.560 

0.350 

8.020 

0.620 

0.315 

7.985 

0.530 

0.290 

7.960 

0.435 

0.300 

5.810 

0.510 

0.260 

5.770 

0.440 

0.240 

5.750 

0.360 

0.250 

4.020 

0.395 

0.240 

4.010 

0.330 

0.230 

4.000 

0.270 

0.190 

3.960 

0.210 


Eje X-X 


Eje YY 


I ^ c r = HJa 

(in. 4 ) (in. 3 ) (in.) 


716 

126 

4.66 

623 

112 

4.60 

534 

98.5 

4.54 

455 

85.9 

4.49 

394 

75.7 

4.44 

341 

66.7 

4.39 

303 

60.0 

4.37 

272 

54.6 

4.35 

248 

49.1 

4.32 

209 

42.1 

4.27 

170 

35.0 

4.19 

170 

32.4 

4.38 

144 

27.9 

4.35 

118 

23.2 

4.27 

96.3 

18.8 

4.14 

81.9 

16.2 

4.05 

68.9 

13.8 

3.95 

53.8 

10.9 

3.90 


/ 

(in. 4 ) 

c 

(in. 3 ) 

r = H/A 
(in.) 

236 

45.3 

2.68 

207 

40.0 

2.65 

179 

34.8 

2.63 

154 

30.1 

2.60 

134 

26.4 

2.59 

116 

23.0 

2.57 

103 

20.6 

2.56 

93.4 

18.7 

2.54 

53.4 

13.3 

2.01 

45.0 

11.3 

1.98 

36.6 

9.20 

1.94 

167 

5.75 

1.37 

14.1 

4.89 

1.36 

11.4 

3.97 

1.33 

4.29 

2.14 

0.874 

3.56 

1.78 

0.844 

2.89 

1.45 

0.810 

2.18 

1.10 

0.785 


W 8 X 67 

19.7 

9.00 

0.570 

8.280 

0.935 

X 58 

17.1 

8.75 

0.510 

8.220 

0.810 

X 48 

14.1 

8.50 

0.400 

8.110 

0.685 

X 40 

11.7 

8.25 

0.360 

8.070 

0.560 

X 35 

10.3 

8.12 

0.310 

8.020 

0.495 

X 31 

9.13 

8.00 

0.285 

7.995 

0.435 

W 8 X 28 

8.25 

8.06 

0.285 

6.535 

0.465 

X 24 

7.08 

7.93 

0.245 

6.495 

0.400 

W 8 X 2 i 

6.16 

8.28 

0.250 

5.270 

0.400 

X 18 

5.26 

8.14 

0.230 

5.250 

0.330 

W 8 X 15 

4.44 

8.11 

0.245 

4.015 

0.315 

X 13 

3.84 

7.99 

0.230 

4.000 

0.255 

X 10 

2.96 

7.89 

0.170 

3.940 

0.205 

W 6 X 25 

7.34 

6.38 

0.320 

6.080 

0.455 

X 20 

5.87 

6.20 

0.260 

6.020 

0.365 

xl 5 

4.43 

5.99 

0.230 

5.990 

0.260 

W 6 X 16 

4.74 

6.28 

0.260 

4.030 

0.405 

X 12 

3.55 

6.03 

0.230 

4.000 

0.280 

X 9 

2.68 

5.90 

0.170 

3.940 

0.215 

W 5 X 19 

5.54 

5.15 

0.270 

5.030 

0.430 

X 16 

4.68 

5.01 

0.240 

5.000 

0.360 

W 4 X 13 

3.83 

4.16 

0.280 

4.060 

0.345 


272 

60.4 

3.72 

88.6 

21.4 

2.12 

228 

52.0 

3.65 

75.1 

18.3 

2.10 

184 

43.3 

3.61 

60.9 

15.0 

2.08 

146 

35.5 

3.53 

49.1 

12.2 

2.04 

127 

31.2 

3.51 

42.6 

10.6 

2.03 

110 

27.5 

3.47 

37.1 

9.27 

2.02 

98.0 

24.3 

3.45 

21.7 

6.63 

1.62 

82.8 

20.9 

3.42 

18.3 

5.63 

1.61 

75.3 

18.2 

3.49 

9.77 

3.71 

1.26 

61.9 

15.2 

3.43 

7.97 

3.04 

1.23 

48.0 

11.8 

3.29 

3.41 

1.70 

0.876 

39.6 

9.91 

3.21 

2.73 

1.37 

0.843 

30.8 

7.81 

3.22 

2.09 

1.06 

0.841 

53.4 

16.7 

2.70 

17.1 

5.61 

1.52 

41.4 

13.4 

2.66 

13.3 

4.41 

1.50 

29.1 

9.72 

2.56 

9.32 

3.11 

1.46 

32.1 

10.2 

2.60 

4.43 

2.20 

0.966 

22 .i 

7.31 

2.49 

2.99 

1.50 

0.918 

16.4 

5.56 

2.47 

2.19 

1.11 

0.905 

26.2 

10.2 

2.17 

9.13 

3.63 

1.28 

21.3 

8.51 

2.13 

7.51 

3.00 

1.27 

11.3 

5.46 

1.72 

3.86 

1.90 

1.00 


TAB LA B-15. Perfiles I (vigas nor males), americanos (S) (unidades L 

Designaci6n 

Area 

transversal 

(in. 2 ) 

AUura 

(in.) 

Espesor 
de alma 
(»n.) 

Ala (o patm) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

(in.) 

S24X121 

35.6 

24,50 

0.800 

8.050 

1.090 

X106 

31.2 

24.50 

0.620 

7.870 

1.090 

S24 X100 

29.3 

24.00 

0.745 

7.245 

0.870 

X90 

26.5 

24.00 

0.625 

7.125 

0.870 

X80 

23.5 

24.00 

0.500 

7.000 

0.870 

S20 X96 

28.2 

20.30 

0.800 

7.200 

0.920 

X86 

25.3 

20.30 

0.660 

7.060 

0.920 

S20 X75 

22.0 

20.00 

0.635 

6.385 

0.795 

X66 

19.4 

20.00 

0.505 

6.255 

0.795 

S18 X70 

20.6 

18.00 

0.711 

6.251 

0.691 

X54.7 

16.1 

18.00 

0.461 

6.001 

0.691 




Eje X-X 



Eje y-y 


/ 

8-1 

C 

r= V//A 

i 

8-1 

c 

r= 'fl/A 

(in. 4 ) 

(in. 3 ) 

(in.) 

(in. 4 ) 

(in. 3 ) 

(in.) 

i 160 

258 

9.43 

83.3 

20.7 

1,53 

940 

240 

9.71 

77.1 

19.6 

1.57 

390 

199 

9.02 

47.7 

13.2 

1.27 

250 

187 

9.21 

44.9 

12,6 

1.30 

100 

175 

9.47 

42.2 

12.1 

1.34 

670 

165 

7.71 

50.2 

13.9 

1.33 

580 

155 

7.89 

46.8 

13.3 

1.36 

280 

128 

7.62 

29.8 

9.32 

1.16 

190 

119 

7.83 

27.7 

8.85 

1.19 

926 

103 

6.71 

24.1 

7.72 

1.08 

804 

89.4 

7.07 

20.8 

6.94 

1.14 
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S15 X50 

14.7 

15.00 

0.550 

5.640 

0.622 

X42.9 

12.6 

15.00 

0.411 

5.501 

0.622 

S12 X50 

14.7 

12.00 

0.687 

5.477 

0.659 

X40.8 

12.0 

12.00 

0.462 

5.252 

0.659 

S12X35 

10.3 

12.00 

0.428 

5.078 

0.544 

X31.8 

9.35 

12.00 

0.350 

5.000 

0.544 

S1DX35 

10.3 

10.00 

0.594 

4.944 

0.491 

X25.4 

7.46 

10.00 

0.311 

4.661 

0.491 

S8 X23 

6.77 

8.00 

0.441 

4.171 

0.426 

XI 8.4 

5.41 

8.00 

0.271 

4.001 

0.426 

S7 X20 

5.88 

7.00 

0.450 

3.860 

0.392 

X15.3 

4.50 

7.00 

0.252 

3.662 

0.392 

S6 XI 7.25 

5.07 

6.00 

0.465 

3.565 

0.359 

X12.5 

3.67 

6.00 

0.232 

3.332 

0.359 

S5 X 14.75 

4.34 

5.00 

0.494 

3.284 

0.326 

X10 

2.94 

5.00 

0.214 

3.004 

0.326 

S4 X9.5 

2.79 

4.00 

0.326 

2.796 

0.293 

X7.7 

2.26 

4.00 

0.193 

2.663 

0.293 

S3 X7.5 

2.21 

3.00 

0.349 

2.509 

0.260 

X5.7 

1.67 

3.00 

0.170 

2.330 

0.260 


486 

64.8 

5.75 

15.7 

5.57 

1.03 

447 

59.6 

5.95 

14.4 

5.23 

1.07 

305 

50.8 

4.55 

15.7 

5.74 

1.03 

272 

45.4 

4.77 

13.6 

5.16 

1.06 

229 

38.2 

4.72 

9.87 

3.89 

0.980 

218 

36.4 

4.83 

9.36 

3.74 

1.00 

147 

29.4 

3.78 

8.36 

3.38 

0.901 

124 

24.7 

4.07 

6.79 

2.91 

0.954 

64.9 

16.2 

3.10 

4.31 

2.07 

0.798 

57.6 

14.4 

3.26 

3.73 

1.86 

0.831 

42.4 

12.1 

2.69 

3.17 

1.64 

0.734 

36.7 

10.5 

2.86 

2.64 

1.44 

0.766 

26.3 

8.77 

2.28 

2.31 

1.30 

0.675 

22.1 

7.37 

2.45 

1.82 

1.09 

0.705 

15.2 

6.09 

1.87 

1.67 

1.01 

0.620 

12.3 

4.92 

2.05 

1.22 

0.809 

0.643 

6.79 

3.39 

1.56 

0.903 

0.646 

0.569 

6.08 

3.04 

1.64 

0.764 

0.574 

0.581 

2.93 

1.95 

1.15 

0.586 

0.468 

0.516 

2.52 

1.68 

1.23 

0.455 

0.390 

0.522 


Perfiles I (vigas normales), americanos (S) (unidades US) 569 


TABLA B-16. Perfiles C (canales), americanos (unidades US) 


Ala (o patin) 


Designacion 

Area 

transversal 

(in. 2 ) 

Altura 

(in.) 

Espesor 
de alma 
(in.) 

Ancho 

(in.) 

Espesor 

medio 

(in.) 

C15 X50 

14.7 

15.00 

0.716 

3.716 

0.650 

X40 

11.8 

15.00 

0.520 

3.520 

0.650 

X33.9 

9.96 

15.00 

0.400 

3.400 

0.650 

CI2 X30 

8.82 

12.00 

0.510 

3.170 

0.501 

X25 

7.35 

12.00 

0.387 

3.047 

0.501 

X20.7 

6.09 

12.00 

0.282 

2.942 

0.501 

CIO X30 

8.82 

10.00 

0.673 

3.033 

0.436 

X25 

7.35 

10.00 

0.526 

2.886 

0.436 




Eje X-X 



Eje Y-Y 


X 

On.) 

/ 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

r = VJjA 
(in.) 

/ 

(in. 4 ) 

s-L 

C 

(in. 3 ) 

r = fljA 

(in. 3 ) 

404 

53.8 

5.24 

11.0 

3.78 

0.867 

0.798 

349 

46.5 

5.44 

9.23 

3.37 

0.886 

0.777 

315 

42.0 

5.62 

8.13 

3.11 

0.904 

0.787 

162 

27.0 

4.29 

5.14 

2.06 

0.763 

0.674 

144 

24.1 

4.43 

4.47 

1.88 

0.780 

0.674 

129 

21.5 

4.61 

3.88 

1.73 

0.799 

0.698 

103 

20.7 

3.42 

3.94 

1.65 

0.669 

0.649 

91.2 

18.2 

3.52 

3.36 

1.48 

0.676 

0.617 


X20 

5.88 

10.00 

0.379 

2.739 

0.436 

XI5.3 

4,49 

10.00 

0.240 

2.600 

0.436 

C9 X20 

5.88 

9,00 

0.448 

2.648 

0.413 

X15 

4.41 

9.00 

0.285 

2.485 

0.413 

XI 3.4 

3.94 

9.00 

0.233 

2.433 

0.413 

C8 XI 8.75 

5.51 

8.00 

0.487 

2.527 

0.390 

XI3.75 

4,04 

8.00 

0.303 

2.343 

0.390 

Xl 1,5 

3.38 

8.00 

0.220 

2.260 

0.390 

C7 X 14.75 

4,33 

7,00 

0.419 

2.299 

0.366 

X 12,25 

3.60 

7.00 

0.314 

2.194 

0.366 

X9.8 

2.87 

7.00 

0.210 

2.090 

0.366 

C6 X13 

3.83 

6.00 

0.437 

2.157 

0.343 

X10.5 

3.09 

6.00 

0.314 

2.034 

0.343 

X8.2 

2.40 

6,00 

0.200 

1.920 

0.343 

C5 X9 

2.64 

5.00 

0.325 

1.885 

0.320 

X6.7 

1.97 

5.00 

0.190 

1.750 

0.320 

C4 X7.25 

2.13 

4.00 

0.321 

1.721 

0.296 

X5.4 

1.59 

4.00 

0.184 

1.584 

0.296 

C3 X6 

1.76 

3.00 

0.356 

1.596 

0.273 

X5 

1.47 

3.00 

0.258 

1.498 

0.273 

X4.1 

1.21 

3.00 

0.170 

1.410 

0.273 


78.9 
67,4 

60.9 

51.0 

47.9 

44.0 

36.1 
32.6 

27.2 

24.2 

21.3 

17.4 
15.2 
13.1 

8.90 

7.49 

4.59 

3.85 

2.07 

1.85 
1.66 


15.8 
13.5 

13.5 

11.3 

10.6 

11.0 

9.03 

8.14 

7.78 

6.93 

6.08 

5.80 

5,06 

4.38 

3.56 

3.00 

2.29 

1.93 

1.38 
1.24 

1.10 


3.66 

3.87 

3.22 
3.40 
3.48 

2.82 

2.99 

3.11 

2.51 

2.60 

2.72 

2.13 

2.22 

2.34 

1.83 

1.95 

1.47 

1.56 

1.08 

1.12 
1.17 


2.81 

2.28 

2.42 

1.93 

1.76 

1.98 

1.53 

1.32 

1.38 

1.17 

0.968 

1.05 

0.866 

0.693 

0.632 

0.479 

0.433 

0.319 

0.305 

0.247 

0.197 


1.32 

1.16 

1.17 

1.01 

0.962 

1.01 

0,854 

0.781 

0.779 

0.703 

0.625 

0.642 

0.564 

0.492 

0.450 

0.378 

0.343 

0.283 

0.268 

0.233 

0.202 


0.692 

0.713 

0.642 

0.661 

0,669 

0.599 

0.615 

0.625 

0.564 

0.571 

0.581 

0.525 

0.529 

0.537 


0.450 

0,449 

0.416 

0.410 

0.404 


0.606 

0.634 

0.583 

0.586 

0.601 

0.565 

0.553 

0.571 

0.532 

0.525 

0.540 

0.514 

0.499 

0.511 


0.459 

0.457 

0.455 

0.438 

0.436 


0.489 0.478 

0.493 0.484 



TABLA B-17. Perfiles L (angulares), lados iguales y lados desiguales, americanos (unidades US) 

Eje X-X Eje Y-Y Eje Z-Z 


Dimensiones 
(lados y espesor) 

(in.) 

Masa 

(peso) 

(lb/ft) 

Area 

transversal 

(in. 2 ) 

i 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

r - il/A 
Cm.) 

y 

(in.) 

/ 

(in. 4 ) 

s = ^ 

C 

(in. 3 ) 

r = V//A 

(in.) 

X 

(in.) 

r = V//A 

(in.) 

tan « 

L9 X 4 XVs 

26.3 

7.73 

64.9 

11.5 

2.90 

3.36 

8.32 

2.65 

1.04 

0.858 

0.847 

0.216 

9 /i6 

23.8 

7.00 

59.1 

10.4 

2.91 

3.33 

7.63 

2.41 

1.04 

0.834 

0.850 

0.218 

»/2 

21.3 

6.25 

53.2 

9.34 

2.92 

3.31 

6.92 

2.17 

1.05 

0.810 

0.854 

0.220 

L8 X 8 X l«/8 

56.9 

16.7 

98.0 

17.5 

2.42 

2.41 

98.0 

17.5 

2.42 

2.41 

1.56 

1.000 

1 

51.0 

15.0 

89.0 

15.8 

2.44 

2.37 

89.0 

15.8 

2.44 

2.37 

1.56 

1.000 

% 

45.0 

13.2 

79.6 

14.0 

2.45 

2.32 

79.6 

14.0 

2.45 

2.32 

1.57 

1.000 

Va 

38.9 

11.4 

69.7 

12.2 

2.47 

2.28 

69.7 

12.2 

2.47 

2.28 

1.58 

1.000 

% 

32.7 

9.61 

59.4 

10.3 

2.49 

2.23 

59.4 

10.3 

2.49 

2.23 

1.58 

1.000 
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7,6 

29,6 

8.68 

54.1 

9.34 

2.50 

2.21 

Vi 

26.4 

7.75 

48.6 

8.36 

2.50 

2.19 

L8 X 6 XI 

44,2 

13.0 

80.8 

15.1 

2.49 

2.65 

% 

39.1 

11.5 

72.3 

13.4 

2.51 

2.61 

Va 

33.8 

9.94 

63.4 

11.7 

2.53 

2.56 

% 

28.5 

8.36 

54.1 

9.87 

2.54 

2.52 

7.6 

25.7 

7.56 

49.3 

8.95 

2.55 

2.50 

*/2 

23.0 

6.75 

44.3 

8.02 

2.56 

2.47 

7.6 

20.2 

5.93 

39.2 

7.07 

2.57 

2.45 

L8 X 4 X 1 

37.4 

11.0 

69.6 

14.1 

2.52 

3.05 

y 4 

28.7 

8.44 

54.9 

10.9 

2.55 

2.95 

7,6 

21.9 

6.43 

42.8 

8,35 

2.58 

2.88 

l /2 

19.6 

5.75 

38.5 

7.49 

2.59 

2.86 

L7 x 4 xy 4 

26.2 

7.69 

37.8 

8.42 

2.22 

2.51 

% 

22.1 

6.48 

32.4 

7.14 

2.24 

2.46 

*/2 

17.9 

5.25 

26.7 

5.81 

2.25 

2.42 

% 

13.6 

3.98 

20.6 

4.44 

2.27 

2.37 

L6 X 6 Xl 

37.4 

11.0 

35.5 

8.57 

1.80 

1.86 

% 

33.1 

9.73 

31.9 

7.63 

1.81 

1.82 

% 

28.7 

8.44 

28.2 

6.66 

1.83 

1.78 

5 /s 

24.2 

7.11 

24.2 

5.66 

1.84 

1.73 

7.6 

21.9 

6.43 

22.1 

5.14 

1.85 

1.71 

*/2 

19.6 

5.75 

19.9 

4.61 

1.86 

1.68 

7,6 

17,2 

5.06 

17.7 

4.08 

1.87 

1.66 


14.9 

4.36 

15.4 

3.53 

1.88 

1.64 

7,6 

12.4 

3.65 

13.0 

2,97 

1.89 

1.62 


54.1 

9.34 

2.50 

48.6 

8.36 

2.50 

38.8 

8.92 

1.73 

34.9 

7.94 

1.74 

30.7 

6.92 

1.76 

26.3 

5.88 

1.77 

24.0 

5.34 

1.78 

21.7 

4.79 

1,79 

19.3 

4.23 

1.80 

11.6 

3.94 

1.03 

9.36 

3.07 

1.05 

7.43 

2.38 

1.07 

6.74 

2.15 

1.08 

9.05 

3.03 

1.09 

7.84 

2.58 

1.10 

6.53 

2.12 

1.11 

5.10 

1.63 

1.13 

35.5 

8.57 

1.80 

31.9 

7.63 

1.81 

28.2 

6.66 

1.83 

24.2 

5.66 

1.84 

22.1 

5.14 

1.85 

19.9 

4.61 

1.86 

17.7 

4,08 

1.87 

15.4 

3.53 

1,88 

13.0 

2,97 

1.89 


2.21 

1.59 

1.000 

2.19 

1.59 

1.000 

1.65 

1.28 

0.543 

1.61 

1.28 

0.547 

1.56 

1.29 

0.551 

1.52 

1.29 

0,554 

i.50 

1.30 

0.556 

1.47 

1.30 

0.558 

1.45 

1.31 

0.560 

1.05 

0.846 

0.247 

0.953 

0.852 

0.258 

0.882 

0.861 

0.265 

0.859 

0.865 

0.267 

1.01 

0.860 

0.324 

0.963 

0.865 

0.329 

0,917 

0.872 

0.335 

0.870 

0.880 

0.340 

1,86 

1.17 

1.000 

1.82 

1.17 

1.000 

1.78 

1.17 

1.000 

1.73 

1.18 

1.000 

1.71 

1.18 

1,000 

1.68 

1.18 

1.000 

1.66 

1.19 

1.000 

1.64 

1.19 

1.000 

1.62 

1,20 

1.000 

(contiruia) 
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TAB LA B-17. (Continuation) 

Eje X-X Eje Y-Y Eje Z Z 


Dimensiones 
(lados y espesor) 

(in.) 

Masa 

(peso) 

(lb/ft) 

Area 

transversal 

Cm. 2 ) 

1 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 2 ) 

r = V7/A 
(in.) 

y 

(in.) 

/ 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

ll 

6 Sl 

X 

(in.) 

(in.) 

tan a 

L6 X 4 X 7 /» 

27.2 

7.98 

27.7 

7.15 

1.86 

2.12 

9.75 

3.39 

1.11 

1.12 

0.857 

0.421 

3/4 

23.6 

6.94 

24.5 

6.25 

1.88 

2.08 

8.68 

2.97 

1.12 

1.08 

0,860 

0.428 

5 /« 

20.0 

5.86 

21.1 

5.31 

1.90 

2.03 

7.52 

2.54 

1.13 

1.03 

0.864 

0.435 

7,6 

18.1 

5.31 

19.3 

4.83 

1.90 

2.01 

6.91 

2.31 

1.14 

1.01 

0,866 

0.438 

l /2 

16.2 

4.75 

17.4 

4.33 

1.91 

1.99 

6.27 

2.08 

1.15 

0.987 

0,870 

0.440 

7,6 

14.3 

4.18 

15.5 

3.83 

1.92 

1.96 

5.60 

1.85 

1.16 

0.964 

0.873 

0.443 

3/8 

12.3 

3.61 

13.5 

3.32 

1.93 

1.94 

4.90 

1.60 

1.17 

0.941 

0.877 

0.446 

7,6 

10.3 

3.03 

11.4 

2.79 

1.94 

1.92 

4.18 

1.35 

1.17 

0.918 

0.882 

0.448 

L6 X 3 V 2 XV 2 

15.3 

4.50 

16.6 

4.24 

1.92 

2.08 

4.25 

1.59 

0,972 

0.833 

0.759 

0.344 

3/8 

11.7 

3.42 

12.9 

3.24 

1.94 

2.04 

3.34 

1.23 

0,988 

0.787 

0.767 

0.350 

7,6 

9.8 

2.87 

10.9 

2.73 

1.95 

2.01 

2.85 

1.04 

0.996 

0.763 

0.772 

0.352 

L5 X 5 X 7 /g 

27.2 

7.98 

17.8 

5.17 

1.49 

1.57 

17.8 

5.17 

1.49 

1.57 

0.973 

1.000 

3/4 

23.6 

6.94 

15.7 

4.53 

1.51 

1.52 

15.7 

4.53 

1.51 

1,52 

0.975 

1.000 

5 /8 

20.0 

5.86 

13.6 

3.86 

1.52 

1.48 

13.6 

3.86 

1.52 

1.48 

0.978 

1.000 

J /2 

16.2 

4.75 

11.3 

3.16 

1.54 

1.43 

11.3 

3.16 

1.54 

1.43 

0.983 

1.000 

7,6 

14.3 

4.18 

10.0 

2.79 

1.55 

1.41 

10.0 

2.79 

1.55 

1.41 

0.986 

1.000 

3/8 

12.3 

3.61 

8.74 

2.42 

1.56 

1.39 

8.74 

2.42 

1.56 

1.39 

0.990 

1.000 

7,6 

10.3 

3.03 

7.42 

2.04 

1.57 

1.37 

7.42 

2.04 

1,57 

1.37 

0.994 

1.000 

L5 X 3*/2 X3/ 4 

19.8 

5.81 

13.9 

4.28 

1.55 

1.75 

5.55 

2.22 

0.977 

0.996 

0.748 

0.464 

5 /8 

16.8 

4.92 

12.0 

3.65 

1.56 

1.70 

4.83 

1.90 

0.991 

0.951 

0.751 

0.472 

V 2 

13.6 

4.00 

9.99 

2.99 

1.58 

1.66 

4.05 

1.56 

1.01 

0.906 

0.755 

0.479 

7,6 

12.0 

3.53 

8.90 

2.64 

1.59 

1.63 

3.63 

1.39 

1.01 

0.883 

0.758 

0.482 

3/8 

10.4 

3.05 

7.78 

2.29 

1.60 

1.61 

3.18 

1.21 

1.02 

0.861 

0.762 

0.486 

7,6 

8.7 

2.56 

6.60 

1.94 

1.61 

1.59 

2.72 

1.02 

1.03 

0.838 

0.766 

0.489 

»/4 

7.0 

2.06 

5.39 

1.57 

1.62 

1.56 

2.23 

0.830 

1.04 

0.814 

0.770 

0.492 
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L 5 X 3 X 5 /« 

15.7 

4.61 

11.4 

3.55 

1.57 

1.80 

Vi 

12.8 

3.75 

9.45 

2.91 

1.59 

1.75 

7l6 

11.3 

3.31 

8.43 

2,58 

1.60 

1.73 

3 /g 

9.8 

2.86 

7.37 

2,24 

1.61 

1.70 


8.2 

2.40 

6.26 

1.89 

1.61 

1.68 

'U 

6.6 

1.94 

5.11 

1.53 

1.62 

1.66 

L 4 X 4 X 3 4 

18.5 

5.44 

7.67 

2.81 

1.19 

1.27 

% 

15.7 

4.61 

6.66 

2.40 

1.20 

1.23 

»/2 

12.8 

3.75 

5.56 

1.97 

1.22 

1.18 

7,6 

11.3 

3.31 

4.97 

1.75 

1.23 

1,16 

3 /s 

9.8 

2.86 

4.36 

1.52 

1.23 

1.14 

7.6 

8.2 

2.40 

3,71 

1.29 

1.24 

1.12 

J/4 

6.6 

1.94 

3,04 

1.05 

1.25 

1.09 

L 4 X 3 V 2 X% 

14.7 

4.30 

6.37 

2.35 

1.22 

1.29 

>/2 

11.9 

3.50 

5,32 

1.94 

1.23 

1,25 

7.6 

10.6 

3.09 

4.76 

1.72 

1.24 

1.23 

Vs 

9.1 

2.67 

4,18 

1.49 

1.25 

1.21 

7,6 

7.7 

2.25 

3,56 

1.25 

1.26 

1.18 

% 

6.2 

1.81 

2.91 

1.03 

1.27 

1.16 

L 4 X 3 XVs 

13.6 

3.98 

6.03 

2.30 

1.23 

1.37 

'/2 

11.1 

3.25 

5.05 

1.89 

1.25 

1.33 

7,6 

9.8 

2.87 

4.52 

1.68 

1.25 

1.30 

3 /« 

8.5 

2,48 

3.96 

1.46 

1.26 

1.28 

7,6 

7.2 

2.09 

3,38 

1.23 

1.27 

1.26 

»/4 

5.8 

1.69 

2,77 

1. 00 

1.28 

1,24 

L 3% X 3*/2 X'/2 

11.1 

3.25 

3.64 

1.49 

1.06 

1.06 

7,6 

9,8 

2.87 

3.26 

1.32 

1.07 

1.04 

% 

8.5 

2.48 

2.87 

1.15 

1.07 

1.01 

7,6 

7.2 

2.09 

2.45 

0.976 

1.08 

0.990 

% 

5.8 

1.69 

2.01 

0.794 

1.09 

0,968 


3.06 

1.39 

0.815 

0.796 

0.644 

0.349 

2.58 

1.15 

0.829 

0.750 

0.648 

0.357 

2.32 

1.02 

0.837 

0.727 

0.651 

0.361 

2.04 

0.888 

0.845 

0.704 

0.654 

0,364 

1.75 

0.753 

0.853 

0.681 

0.658 

0.368 

1.44 

0,614 

0.861 

0.657 

0,663 

0.371 

7.67 

2.81 

1.19 

1.27 

0.778 

1.000 

6.66 

2.40 

1.20 

1.23 

0.779 

1.000 

5.56 

1.97 

1.22 

1.18 

0.782 

l.opo 

4.97 

1.75 

1.23 

1.16 

0.785 

1.000 

4.36 

1.52 

1.23 

1.14 

0.788 

1.000 

3.71 

1.29 

1.24 

1.12 

0.791 

1.000 

3.04 

1.05 

1.25 

1.09 

0.795 

1.000 

4.52 

1.84 

1.03 

1.04 

0.719 

0.745 

3.79 

1.52 

1.04 

1.00 

0.722 

0.750 

3.40 

1.35 

1.05 

0.978 

0.724 

0.753 

2.95 

1.17 

1.06 

0.955 

0.727 

0.755 

2.55 

0.994 

1.07 

0.932 

0.730 

0.757 

2.09 

0.808 

1.07 

0.909 

0.734 

0,759 

2.87 

1.35 

0.849 

0.871 

0.637 

0.534 

2.42 

1.12 

0.864 

0.827 

0.639 

0.543 

2.18 

0.992 

0.871 

0.804 

0.641 

0.547 

1,92 

0.866 

0.879 

0.782 

0.644 

0.551 

1.65 

0.734 

0.887 

0.759 

0.647 

0.554 

1.36 

0,599 

0.896 

0.736 

0,651 

0.558 

3.64 

1.49 

1.06 

1.06 

0.683 

1.000 

3.26 

1.32 

1.07 

1.04 

0.684 

1.000 

2.87 

1.15 

1.07 

1.01 

0.687 

1.000 

2.45 

0,976 

1.08 

0.990 

0.690 

1.000 

2.01 

0.794 

1.09 

0.968 

0.694 

1.000 


(continua) 
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TABLA B-17. (Continuation) 

Eje X-X Eje Y-Y Eje Z-Z 


Dimensiones 
(lados y espesor) 

(in.) 

Masa 

(peso) 

Ob/ft) 

Area 

transversal 

(in. 2 ) 

/ 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in. 3 ) 

r= iljA 
(in.) 

y 

(in.) 

/ 

(in. 4 ) 

s = ' 

C 

(in, 3 ) 

r = VI/A 
(in.) 

X 

(in.) 

r = \1Ja 
(in.) 

tan a 

L3'/2 X 3 X'/2 

10.2 

3.00 

3.45 

1.45 

1.07 

1.13 

2.33 

1.10 

0.881 

0.875 

0.621 

0.714 

7.6 

9.1 

2.65 

3.10 

1.29 

1.08 

1.10 

2.09 

0.975 

0.889 

0.853 

0.622 

0.718 

Vs 

7.9 

2.30 

2.72 

1.13 

1.09 

1.08 

1.85 

0.851 

0.897 

0.830 

0.625 

0.721 

7.6 

6.6 

1.93 

2.33 

0.954 

1.10 

1.06 

1.58 

0.722 

0.905 

0.808 

0.627 

0.724 

'/a 

5.4 

1.56 

1.91 

0.776 

1.11 

1.04 

1,30 

0.589 

0.914 

0.785 

0.631 

0.727 

L3'/2 X 2'h XVi 

9.4 

2.75 

3.24 

1.41 

1.09 

1.20 

1.36 

0.760 

0.704 

0.705 

0.534 

0.486 

7.6 

8.3 

2.43 

2.91 

1.26 

1.09 

1.18 

1.23 

0.677 

0.711 

0.682 

0.535 

0.491 

Vs 

7.2 

2.11 

2.56 

1.09 

1.10 

1.16 

1.09 

0.592 

0.719 

0.660 

0.537 

0.496 

7,6 

6.1 

1.78 

2.19 

0.927 

1.11 

1.14 

0.939 

0.504 

0.727 

0.637 

0.540 

0.501 

1/4 

4.9 

1.44 

1.80 

0.755 

1.12 

1.11 

0.777 

0.412 

0.735 

0.614 

0.544 

0.506 

L3 X 3 X>/2 

9.4 

2.75 

2.22 

1.07 

0.898 

0.932 

2.22 

1.07 

0.898 

0.932 

0.584 

1.000 

7,6 

8.3 

2.43 

1.99 

0.954 

0.905 

0.910 

1.99 

0.954 

0.905 

0.910 

0.585 

1.000 

Vs 

7.2 

2.11 

1.76 

0.833 

0.913 

0.888 

1.76 

0.833 

0.913 

0.888 

0.587 

1.000 

7,6 

6.1 

1.78 

1.51 

0.707 

0.922 

0.865 

1.51 

0.707 

0.922 

0.865 

0.589 

1,000 

'/4 

4.9 

1.44 

1.24 

0.577 

0.930 

0.842 

1.24 

0.577 

0.930 

0.842 

0.592 

1.000 

7,6 

3.71 

1.09 

0.962 

0.441 

0.939 

0.820 

0.962 

0.441 

0.939 

0.820 

0.596 

1.000 

L3 x 2>/2 X'A 

8.5 

2.50 

2.08 

1.04 

0.913 

1.00 

1.30 

0.744 

0.722 

0.750 

0.520 

0.667 

7,6 

7.6 

2.21 

1.88 

0.928 

0.920 

0.978 

1.18 

0,664 

0.729 

0.728 

0.521 

0.672 
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Vs 

6.6 

1.92 

1.66 

0.810 

0.928 

5 /«6 

5.6 

1.62 

1.42 

0.688 

0.937 

Vi 

4.5 

1.31 

1.17 

0.561 

0.945 

3 / l 6 

3.39 

0.996 

0.907 

0.430 

0.954 

L 3 X 2 X Vi 

7.7 

2.25 

1.92 

1.00 

0.924 

7.6 

6.8 

2.00 

1.73 

0.894 

0.932 

Vs 

5.9 

1.73 

1.53 

0.781 

0.940 

7.6 

5.0 

1.46 

1.32 

0.664 

0.948 

Vi 

4.1 

1.19 

1.09 

0.542 

0.957 

7.6 

3.07 

0.902 

0.842 

0.415 

0.966 

L 2*/2 X 2 Vi XYi 

7.7 

2.25 

1.23 

0.724 

0.739 

Vs 

5.9 

1.73 

0.984 

0.566 

0.753 

7.6 

5.0 

1.46 

0.849 

0.482 

0.761 

Vi 

4.1 

1.19 

0.703 

0.394 

0.769 

7.6 

3.07 

0.902 

0.547 

0.303 

0.778 

L 2'/2 X 2 XVs 

5.3 

1.55 

0.912 

0.547 

0.768 

7.6 

4.5 

1.31 

0.788 

0.466 

0.776 

Vi 

3.62 

1.06 

0.654 

0.381 

0.784 

7.6 

2.75 

0.809 

0.509 

0.293 

0.793 

L 2 X 2 XVs 

4.7 

1.36 

0.479 

0.351 

0.594 

7.6 

3.92 

1.15 

0.416 

0.300 

0.601 

Vi 

3.19 

0.938 

0.348 

0.247 

0.609 

7.6 

2.44 

0.715 

0.272 

0.190 

0.617 

Vs 

1.65 

0.484 

0.190 

0.131 

0.626 


0.956 
0.933 
0.9 11 
0.888 

1.08 

1.06 

1.04 

1.02 

0.993 

0.970 

0.806 

0.762 

0.740 

0.717 

0.694 

0.831 

0.809 

0.787 

0.764 

0.636 

0.614 

0.592 

0.569 

0.546 


1.04 

0.898 

0.743 

0.577 

0.672 

0.609 

0.543 

0.470 

0.392 

0.307 

1.23 

0.984 

0.849 

0.703 

0.547 

0.514 

0.446 

0.372 

0.291 

0.479 

0.416 

0.348 

0.272 

0.190 


0.581 

0.494 

0.404 

0.310 

0.474 

0.424 

0.371 

0.317 

0.260 

0.200 

0.724 

0.566 

0.482 

0.394 

0.303 

0.363 

0.310 

0.254 

0.196 

0.351 

0.300 

0.247 

0.190 

0.131 


0.736 

0.744 

0.753 

0.761 

0.546 

0.553 

0.559 

0.567 

0.574 

0.583 

0.739 

0.753 

0.761 

0.769 

0.778 

0.577 

0.584 

0.592 

0.600 

0.594 

0.601 

0.609 

0.617 

0.626 


0.706 

0.683 

0.661 

0.638 

0.583 

0.561 

0.539 

0.516 

0.493 

0.470 

0.806 

0.762 

0.740 

0.717 

0.694 

0.581 

0.559 

0.537 

0.514 

0.636 

0.614 

0.592 

0.569 

0.546 


0.522 

0.525 

0.528 

0.533 

0.428 

0.429 

0.430 

0.432 

0.435 

0.439 

0.487 

0.487 

0.489 

0.491 

0.495 

0.420 

0.422 

0.424 

0.427 

0.389 

0.390 

0.391 

0.394 

0.398 


0.676 

0.680 

0.684 

0.688 

0.414 

0.421 

0.428 

0.435 

0.440 

0.446 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

0.614 

0.620 

0.626 

0.631 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 
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Acoplamientos por medio de bridas, 71 
Analisis al limite, 485 
articulaciones pl&sticas, 487 
en barras axialmente cargadas, 485 
en flexiOn, 485, 486 
mecanismo de colapso, 488 
en torsiOn, 486 

Analisis, del efecto de flexiOn, 147 
de fuerzas intemas, 2 
Angulo de recuperaciOn, 480 
Anillos giratorios, esfuerzos en, 22, 23 
Arbol (o eje) estaticamente indeterminado, 66 
Articulaciones pl&sticas, 487 


Carga, dinamica o de impacto, 434 
coeficiente de impacto, 435, 438 
critica en columnas, 357 
esfuerzo, 364 
deformaciOn, 435, 437 
deformation maxima, 436 
limitaciones, 438 

Carga excOntrica, en columnas, 378-382 
de pequefta longitud, 297 
caso general, 299 

localization de la linea neutra, 299 


Carga excentrica (cont.) 
en uniones soldadas, 411 
en uniones remachadas, 401 
Carga(s) limite, definition, 471 
en carga axial, 482 
para flexion, 474 
para torsidn, 472 
Carga(s), mOviles, 117 
repetida, 418 
util, 135 

Centro de cortante. Vease Centro de torsidn 
Centro de torsidn, 442 
para angulos, 445 
para canal (o perfil U), 443, 445 
para secciOn H de alas desiguales, 

444 

para seccion T, 445 
para secciOn Z, 445 
Cilindros de pared gruesa, 465 

casos particulares, esfuerzos maxim os, 

468 

de pared delgada, 19 
esfuerzo en, 20 
presiOn en, 470 
s61o presiOn exterior, 469 
s61o presiOn interior, 468 
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Circulo de Mohr, 326 
deformaciOn normal, 28 
deformation por cortante, 32 
para esfuerzos, 306 
aplicacion del, 314 

combination de esfuerzo cortante por tor- 
si6n con esfuerzo por flexion, 317 
en disenos, 317 
reglas para, 307 
para momentos de inercia, 519 
variaci6n del circulo por esfuerzos, 326 
Columnas, 356 
carga critica, 357 

cargadas excentricamente, 378, 383 
esbeltez, 464 
esfuerzo critico, 364 
factor de seguridad, 365, 370 
formula de Euler, 358 
formulas de interaction, 380 
formulas empiricas para 
acero, 369-371 
aluminio, 372 
madera, 372 
limitaciones de la, 364 
metodos de mOdulo tangencial, 368 
Combinacion de esfuerzos, axiales y por fle- 
xiOn, 289 

por flexion y torsiOn, 317 
Componente de la deformacion, 324 
de esfuerzo, 302 
Comportamiento inelastico, 471 
analisis al limite, 485 
angulo de recuperation, 480 
en flexiOn, 474 
en torsion, 472 
esfuerzos residuales, 477 
Concentration de esfuerzos, 1, 420, 422 
Constante de integration, determination de la, 
174, 176 

Cortante, simple, 13 
doble, 13 
Corte vertical, 90 
definition de, 90, 91 
diagramas de, 94, 104, 266 
ecuaciones de, 92 
incremento de, 103 

relation de momento flexionante con, 102 
signo de, 91 

Curva elastica, ecuaciOn diferencial de la, 172 
forma de, 95 


DeflexiOn por superposition, 217 
en vigas est&ticamente indeterminadas, 227, 
229, 233, 247 


Deflexion por superposition (cont.) 
tabla para, 218, 246 

Deflexiones en el centro del claro por transfor- 
mation de la simetria, 209 
DeformaciOn(es), 28 

angular o distorsion, 32, 63, 324. Vease tam- 
bien Deformacion de vigas 
axial, 31 
biaxial, 38 

condiciOn constante para, 28 

de vigas de concreto armado, 342 

normal, 28 

permanentes, 29, 478 

por cortante, 32 

de resorte helicoidal, 81 

por torsiOn en un &rbol, angulo de, 62 

triaxial, 38 

de vigas, 170 

ecuaciOn de los tres momentos, 273 
metodo del area de momentos, 181 
metodo de la doble integration, 171 
metodos de la energia elastica, 426 
metodo de superposiciOn, 217 
metodo de la viga conjugada, 212 
Deslizamiento de capas macizas sobrepuestas, 
147 

Desplazamiento por impacto, 428, 438 
DesviaciOn angular en vigas, para area de mo- 
mentos, 183, 194, 200 
metodo de la doble integration, 172 
DesviaciOn tangential, 183 
Diagrama de esfuerzo-deformacion para mate- 
rial elasto-plastico, 28, 472 
Diagrama de momentos. Vease tambien Mo- 
ment o flexionante 

cargas en vigas en voladizo o mensulas, 187 
flexionantes, 94 
trazo de, 104, 105 
por partes, 184 

Diagramas de fuerza cortante, 94, 104 
construction de, 105, 108 
para vigas continuas, 263 
Disen o por flexion y por cortante, 160 
longitud critica, 161 

Distribution de fuerzas internas, analisis de, 2 

EcuaciOn(es), de interacciOn para columnas, 
378 

general de momentos, 173 
EcuaciOn de los tres momentos, 251 
aplicaciOn a vigas con apoyos simples, 259 
aplicacion a vigas estaticamente indetermi- 
nadas, 268 
deflexiones por, 273 
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Ecuaci6n de los tres momentos (cont.) 
regia de signos, 254 
terminos para, 254 
Eficacia de uniones remachadas, 389 
Eje neutro 

en cargas excentricas de pequefta, longitud, 
300 

en estado plastico, 475 
en flexiOn asimetrica, 452 
en vigas curvas, 458 
localization de, 124 
Ejes principales de inercia, 521 
Eiementos est&ticamente indeterminados (o hi- 
perest&ticos), cargados axialmente, 41 
en torsiOn, 66 

Energia elastica de deformation, 426 
carga axial, 426 
carga de flexiOn, 427 
carga de torsiOn, 427 
Esbeltez (mecanica), 364 
Esfuerzo, 5 
biaxial, 38 

circunferencial, 20, 21 
condition uni forme de, 6 
cortante horizontal, 150 
cortante longitudinal, 74 
cortante por torsion, 64 
por flexion, 126 
tangencial, 13 
termico, 51 
trabajo de, 30 
triaxial, 38 

Esfuerzo, admisible, 30 
de adherencia, 352 
coeficiente de impacto, 436 
de contacto o aplastamiento, 16 
en cilindros, 20 
en el punto de ruptura, 30 
en uniones longitudinales, 396 
factores de concentration de, tabla de, 422 
de origen termico, 51 
simple, 4 
de trabajo, 30 
Esfuerzos axiales 
combinados con flexiOn, 289 
an&lisis al limite, 485 
deformation debida a, 31 
tension debida a, 5, 42, 51 
torsiOn, 321 

Esfuerzos combinados, 289 
circulo de Mohr, 306 
ecuaciOn, 305 
Esfuerzo cortante, 13 
en vigas reforzadas, 341, 352 
horizontal, 150 


Esfuerzo cortante horizontal (cont,) 

aplicaciOn a la secciOn rectangular, 153 
fOrmula aproximada, 158 
hipOtesis y limitaciones de la formula, 154 
secciOn I, 157, 158 
sobre piano perpendicular, 75, 153 
Esfuerzo(s), en un punto, 302 
circulo de Mohr para, 306 
normal, 303 
notaciOn, 303 
principales, 305, 327 
en circulo de Mohr, 309 
variaciOn del, 301 
calculo analitico, 303 
Esfuerzo normal, 13, 125, 303, 326 
combinaciOn de esfuerzo cortante con, 303, 
304, 307 

combinaciOn de esfuerzo por flexiOn con, 
124, 290 

cortante, 324, 326 

en vigas. Vease Esfuerzo cortante hori- 
zontal 

maximo y minimo, 305 
residuales, 477 
en flexiOn, 479 
en torsiOn, 478 
recuperation, 480 
Esfuerzo(s), ultimo, 30 
tangencial (o circunferencial), 13, 20 
en cilindros de pared delgada, 21 
en cilindros de pared gruesa, 465 
triaxiales, 39 
uniforme, 6, 7 
excepciones, 7 

Espaciamiento de remaches en vigas compues- 
tas, 165 

Estructuras de pisos, 137 
Excentricidad, en m&ximo esfuerzo por fle- 
xiOn, 297 
relaciOn de, 372 
ExtensOmetro, 330 


Factor(es), de correcciOn para vigas curvas, 
460 

tabla de, 460 
de distribuciOn, 280 
de seguridad, 31 
en columnas, 365, 370 
Fatiga, 418 
ensayo de, 419 
FlexiOn, asimetrica, 449 
definition, 449 
esfuerzos por, 450 
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Flexion, asimetrica ( cont .) 

inclinaci6n del eje neutro, 451 
lateral en vigas, 134 

Flujo de cortante, en vigas, 152, 165, 534 
en tubos de pared delgada, 75 
FOrmula de Euler para columnas, 358 
efecto de la condition de sujeciOn de los ex- 
tremos, 363 
limitaciones de la, 364 
longitud equivalente, 363 
F6rmulas de la el&stica, resumen de, 218, 246 
F6rmula de la escuadria, 126 
hipOtesis y limitaciones de, 122 
F6rmula de la secante para columnas, 371, 382 
curvas de disefio para, 384 
Formula lineal para columna, 369 
circulo de Mohr, 326 
componentes de, 324 

F6rmula para columnas tipo parabOlico, 370 
Frontera de el&stico a pl&stico, en torsiOn, 473 
en flexion, 475 
Fuerza cortante en vigas, 92 
diagramas, 94, 104, 263 
directa, 13 
indirecta, 13 

relacion a momento flexionante, 102 
Fuerza de presiOn en cilindros, 19 


Hooke, ley de, 32 

en esfuerzos biaxiales, 39 
en esfuerzos triaxiales, 39 


Incremento de esfuerzo, 472 
Interpretation de la fuerza cortante y del mo- 
mento flexionante, 100 


Junta, longitudinal, 21 
a presion, 388 
resistencia, 391 
circunferencial, 21 


Limite, aparente de proporcionalidad, 29 
de elasticidad, 29 
de proporcionalidad, 29 
de resistencia a la fatiga, 419 
Linea neutra en vigas reforzadas, 338, 343, 
347, 351 

Longitud critica en vigas, 160 


Material elasto-pl&stico, 472 
diagramas esfuerzo-deformaciOn, 472 
Mecanismo de colapso, 488 
Metodo del &rea de momentos, 181 
convenios de signos, 184 
desviaciOn angular, 183 
desviaciOn tangencial, 183 
diagrama de momentos por partes, 185 
vigas empotradas y apoyadas, 237, 238 
vigas en voladizo, 192 
vigas simplemente apoyadas, 199, 209 
Metodo de distribution de momentos, 278 
description cualitativa, 279 
factor de distribution, 280 
momentos transmitidos, 278 
procedimiento abreviado, 284, 285 
reglas de signos, 280 
resumen, 281 
rigidez de la viga, 280 
Metodo de la doble integration, 171 
aplicaciOn en vigas est&ticamente determina- 
das, 228, 231, 232 

ecuacion general de momentos para, 217 
Metodo(s), de la energia para la deformation, 
426 

de las cargas elasticas, 213 
del trabajo virtual, 429 
aplicaciOn, 431 
de la viga conjugada, 212 
conditio nes de apoyo, 216 
MOdulo, de elasticidad, 31 
al cortante, 33 
de resiliencia, 437 
de rigidez, 33 
de ruptura, 64, 128 
a torsiOn, 64 
en flexiOn, 128 
de section, 126 

para secciones geometricas, 127 
de Young, 31. Vease tambien Modulo de 
elasticidad 

M0dulo(s), el&stico transversal, relaciOn entre 
mOdulo elastico longitudinal y, 333 
de resiliencia, 437 
de tenacidad, 437 
Momentos de inertia de areas, 496 
circulo de Mohr para, 519 
computaciOn en forma de tabla de, 508 
con respecto a ejes inclinados, 517 
de figuras compuestas, 504 
de figuras geometricas, tabla de, 505 
ejes princi pales de, 521 
maximo y minimo, 521 
polar, 65, 498 
por integraciOn, 500 
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Momentos de inercia de areas (com.) 
radio de giro (o radio de inercia), 498 
traslacion paralela de ejes, 499 
unidades y signos, 497 
Momento flexionante, 90 
combinado con, esfuerzos axiales, 291 
torsion, 316-321 
diagramas, 94, 104 
expresiones matematicas para el, 93 
por partes, 185 
signo del, 91 
limite, 472, 474 

combinacidn con carga axial, 320 
combination con momento flexionante, 
316-321 

relacidn entre fuerza cortante, 102 
variacidn del, 103 
Momentos transmitidos, 278 


National Lumber Manufacturers Association, 
formula para columnas de la, 372 
Notation de fuerzas internas, 3 
Nucleo de una seccidn, 297 
seccion circular, 300 
seccion H (ala ancha), 301 
seccion rectangular, 300 


Paso en uniones remachadas, 389 
Perfiles C (canales), americanos, propiedades 
de, 538 

comerciales para vigas, 133 
Perfiles L (angulos), propiedades de 
americanos, lados desiguales, 542 
lados iguales, 540 
europeos, lados desiguales, 552 
lados iguales, 549 
Peso muerto, 137 
Pilar 

de concreto armado, 42 
reforzado, 42 

Pilares estaticamente indeterminados, carga- 
dos axialmente, 41 
Pianos principals de flexion, 450 
Presidn de contacto en conexiones remacha- 
das, ruptura por, 390, 398 
Principio de las rigideces, 46 
Producto de inercia (o momento producto), 
511 

traslacion paralela de ejes para, 512 
unidades y signos, 511 
Propiedades 

de perfiles americanos (S), 538 
de perfiles americanos (W), 528 


Propiedades (com.) 
de perfiles C (canales), 538 
de perfiles H (ala ancha), 528 
de perfiles I normales, 536 
de perfiles L (angulos), 540, 542, 549, 552 
fisicas medias de los metales mas comunes, 
527 

Prueba de tensidn de acero, 27 
Punto 

de fluencia, 29 
de inflexion, 95 


Radio, de inercia (radio de giro), 498 
de curvatura en vigas, 126 
relation con momento flexionante, 95 
Rankine-Gordon, formula para columnas de, 
369 

Relacion(es), entre carga, fuerza cortante y 
momento flexionante, 102 
potencia-momento torsionante, 64 
Resistencia, de una union simple a traslape, 
389 

de una union multiple a tope, 391 
posibles formas de falla, 392 
Resortes helicoidales, 78 
distension, 81 
formula de Wahl, 80 
Resumen 

de comportamiento inelastico, 493 

deformation simple, 59 

de esfuerzos combinados, 335 

de uniones remachadas y soldadas, 415 

de vigas continuas, 288 

de vigas estaticamente indeterminadas, 249 

de vigas reforzadas, 354 

esfuerzos en vigas, 168 

esfuerzo simple, 25 

fuerza cortante y momento flexionante, 121 
teoria de las columnas, 386 
torsion, 86 

Rigidez, a la flexion, 172 
de la viga para distribucidn de momentos, 
280 

Roseta de deformaciones, 330 
a 45° o rectangular, 331 
a 60° o equiangular, 332 
Rueda motriz, presidn de contacto en, 56 
Ruptura o falla, teorias sobre la, 424 


Seccion(es), asimetricas de vigas, esfuerzo 
de flexion en, 141 
de exploracidn, 2 
en vigas, 90, 101 
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Seccion(es) ( cont .) 

equivalentes en vigas reforzadas, 337, 343, 
351 

tipo de uniones remachadas, 388 
Separation de aros en una tuberia de presibn, 
24 

Superficie neutra, 123 


Tabla 

cargas en vigas en voladizo o mensulas, 187, 
229 

fac tores de concentration de esfuerzos, 422 
factores de correction para vigas curvas, 460 
formulas de deflexion para vigas, 218 
metodos de resistencia de varias formas de 
seccibn transversal, 127 
momentos de inercia, 505 
terminos que intervienen en la ecuacion de 
los tres momentos, 254 
vigas doblemente empotradas con diversos 
tipos de carga, 246 
Teorema de C’astigliano, 428 
aplicacion, 430 

Teorias sobre la faila o ruptura, 424 
de la cedentia de von Mises, 426 
de la deformation maxima, 425 
del esfuerzo cortante maximo, 426 
del esfuerzo maximo, 424 
Terminos que intervienen en la ecuacibn de los 
tres momentos, 254 
cargas especiales, 255 
tabla de, 256 
Torsibn, 60 

analisis al limite en, 486 
de tubos de pared deigada, 75 
flujo de cortante en, 75 
fbrmula, 64 
hipbtesis para, 61 
para seccibn rectangular, 64 
Trayectorias de esfuerzo, 314, 315, 316 
de vigas, 316 
en torsibn, 314 


Unibn(es), a tope, 388, 391 
en las estructuras, 16, 398 
estructural remachada, 17 
por solape, 388 
remachadas, 387, 398 
con carga excentrica, 401 
definitiones, 387 
en las estructuras. 398 


Union(es), remachadas (cont.) 
esfuerzos en, 396 
hipbtesis de, 394, 395 
presion, 391 

tipos fundamentaies de ruptura, 389 
Uniones soldadas, 406, 411 
con carga excentrica, 411 
resistencia de, 407 
tamano maximo, 408 
tipos de, 407 


Vigas 

compuestas, espaciamiento de remaches, en, 
148, 165, 336, 342 

de concreto (u hormigon) armado, 342, 347, 
350 

de seccibn en T, 351 

de dos materiales. Vease Vigas reforzadas 
no homogbneas, 336 
tipos de sujecion, 87 

Vigas continuas, 250-288. Vease tambien Ecua- 
cidn de los tres momentos 
apoyo simple, 259 
con extremos empotrados, 268 
deflexiones en, 273 
diagrama de fuerza cortante, 266 
distribution de momentos, 278 
reacciones en, 263 
Vigas curvas, 457, 460 
desplazamiento del eje neutro en, 458 
factores de correccion para, 460 
Vigas est&ticamente determinadas, 227 
de doble integracion, 230 
metodo del &rea de momentos, 236 
por superposicibn, 230 
Vigas est&ticamente indeterminadas, 227. 
Vease tambien Vigas continuas 
deflexibn en, 239 
disefio de, 245 

ecuacibn de los tres momentos, 268 
mbtodo de la doble integracibn, 228, 230 
metodo de superposicibn, 228, 229, 233, 247 
por &rea de momentos, 236 
tabla de momentos en los extremos y defle- 
xiones, 246 

transformacibn en viga simple, 243 
Vigas reforzadas 
de concreto, 343 
deflexibn de, 342 
de madera, 336, 338 
disefio de, 347 
equilibrado, 347, 348 
escasamente (subarmadas), 346, 347 
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Vigas reforzadas (cont.) 
esfuerzo cortante en, 342, 352 
esfuerzo de adherencia, 352 
principios b&sicos, 336 
seccion equivalente, 337, 343, 351 
en exceso (sobrearmadas), 339, 347 


Wahl, fdrmula de, para resorte helicoidal, 
78 

Young, mddulo de, 31 




Esta obra brinda un panorama completo sobre ia resistencia de materiales; 
un estudio anah'tico-practico de los efectos de esfuerzo y deformacion que 
originan las acciones de carga sobre estructuras y maquinaria, para 
determinar su resistencia, diseno y construccion. 

Un libro esencial para estudiantes de ingenierfa civil y mecanica y de otras 
ramas de la ciencia aplicada. Cada concepto teorico, cada ecuacion o 
principio es explicado con un lenguaje claro; ademas, encontrara casi 1000 
problemas y ejemplos resueltos. 

Presenta temas como: 


Esfuerzo y deformacion simple, torsion, fuerza cortante y 
momento flexionante en vigas. 

Esfuerzos y deformacion de vigas estaticamente 
indeterminadas y vigas continuas. 

Esfuerzos combinados y vigas reforzadas y columnas. 

Uniones conectadas y soldadas, comportamiento 
inelastico. 

Momentos de inercia, tablas de metales y perfiles de 
acero. 
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